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THÉORIE 

GÉNÉRALE 

DES  ÉQUATIONS 

ALGÉBRIQUES, 

ParM.BÉZOUT,de  L'Académie  Royale  des 
Sciences  âC  de  celle  de  la  Marine;  Examinateur 
des  Gardes  du  Pavillon  ÔC  de  la  Marine  ,  des 
Afpirans -Gardes  de  la  Marine  ,  des  Elevés 
âC  Afpirans  au  Corps  Royal  de  V Artillerie  ; 
Cenfeur  Royal. 


A  PARIS, 

De  l'Imprimerie  de  Ph.-D.  PIERRES,  rue  S.  Jacques. 

— » 

M.    DCC.  LXXIX. 

Avec  Approbation  et  Privilège  du  Roi; 
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A  MONSEIGNEUR 

DE  S  ART  IN  E, 

MINISTRE  ET  SECRÉTAIRE  D'ÉTAT, 

AYANT  LE  DÉPARTEMENT 

DE   LA  MARINE- 


Monseigneur, 


Plusieurs  Êtabliffemens  utiles  ,  dans  la  Capitale, 
eonfervent  la  mémoire  de  Votre  Adminiftration  active  % 
fage  &  éclairée* 

Un  objet  beaucoup  plus  vafie  Vous  a  été ,  depuis  ,  confié 
par  le  Souverain  :  Fous  prouve^  ,  MONSEIGNEUR , 
dans  cepofte  important ,  que  le  même  efprit  peut  vivifier  des 
objets  très-différens. 
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Les  foins  multipliés  &  prejjans,  que  les  circonftances 
actuelles  Vous  impofent,  ne  détournent  pas  néanmoins  V os 
regards  de  l'avenir.  Les  yeux  ouverts  fur  tout  ce  qui  peut 
augmenter  les  forces  Maritimes ,  SC  la  gloire  actuelle  du 
Roi  ,>  V ous  êtes  en  même  tenu  occupé  du  foin  et  en  per- 
pétuer la  durée.  Fous  veille^  à  ce  que  des  connoijjances 
utiles  préparent  une  fuite  d'Officiers  éclairés  ,  qui  répare 
les  pertes  inféparables  de  l'ardeur  avec  laquelle  le  Corps 
de  la  Marine  fe  porte  a  faire  refpeckr  le  Pavillon  François. 

Ces  confidérations ,  MONSEIGNEUR  ,  mont  fait 
défirer  de  placer  Votre  Nom  à  la  tête  de  cet  Ouvrage.  Il  a 
pour  but  la  perfection  dune  partie  des  Sciences  Mathémati- 
ques y  de  laquelle  toutes  les  autres  attendent  ce  qui  peut 
aujourd'hui  procurer  leur  avancement.  Il  peut  donc9  par  fin 
objet ,  concourir  au  progrès  des  connoiffances  utiles  a  la 
Marine. 

Il  ne  m  appartient  pas  de  décider  s  il  remplira  ces  vues  ; 
mais  je  n'ai  rien  négligé  pour  le  rendre  digne  du  fuffrage 
du  Public,  SC  par  conféquertt  de  Fous  être  offert* 

Je  fuis  avec  urt  profond  refpecl , 

monseigneur; 

■ 

*  *  *  •  * 

•  ......  •  »  •  '        -  '  i 

«  Votre  très-humble 

&  très-obelffant  fervitcur, 
Bézout, 
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PRÉFACE. 

L'application  de  l'Analyfè  algébrique  aux  différentes 
queftions  qui  font  du  refîort  des  Mathématiques ,  fè  fait 
prefque  uniquement  à  1  aide  des  équations.  On  a  donc  dû 
s  attacher  de  bonne  heure  à  la  théorie  de  celles-ci ,  &  à 
la  perfection  des  méthodes  pour  en  tirer  les  conclu/ions 
générales  &  particulières  qu'elles  peuvent  fournir ,  8c 
pour  y  arriver  par  les  moyens  les  plus  sûrs ,  les  plus  Am- 
ples 8c  les  plus  expéditifs. 

Mais,  lorfque  les  quantités  dont  une  queftion  dépend  , 
commencent  à  être  un  peu  nombreufès  ;  8c  lorfqu'en 
même  temps ,  les  difFérens  rapports  qui  les  lient  les  unes 
aux  autres ,  commencent  à  être  un  peu  compofés ,  l'art  de 
ibumettre  le  tout  à  des  règles  générales  &  néanmoins 
aulîi  fimples  qu'il  eft  poffible,  exige  des  foins  dont  on  fè 
laifîe  détourner  d'autant  plus  volontiers,  que  le  champ 
inépuifàble  des  recherches  mathématiques  offre  conti- 
nuellement des  objets  plus  riants ,  dont  la  jouiffance  eft 
plus  prochaine,  8c  où  la  fagacité  trouve  affez  de  quoi  fè 
développer  d'une  manière  tîatteufè. 

C'est  cette  raifbn,  fàns  doute  ,  qui,  au  moment  de  la 
découverte  de  l'analyfè  infini  tén*  maie,  a  fait  prefque  aban- 
donner l'anaiyfè  des  quantités  finies  ,  quoiqu'à  peine  on 
eût  effleuré  ou  examiné  les  difficultés  que  celle-ci  laifïbit  à 
réfbudre ,  8c  conftaté  la  bonté ,  la  fureté  ,  l'étendue  des 
méthodes  que  l'on  croyoit  avoir  pour  la  fblution  des 
queftions  qui  pouvoient  être  de  fbn  relfort. 

L'Analyse  infinitéfimaie  également  attrayante  8c 
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importante  par  les  objets  nombreux  &  utiles  auxquels  on 
a  vu  qu'elle  pouvoit  être  appliquée ,  a  entraîné  tout  l'in- 
térêt Se  tous  les  efforts  ;  &  l'analyfe  algébrique  finie 
fèmble,  à  compter  de  cette  époque ,  n'avoir  été  regardée 
que  comme  une  partie  fur  laquelle  ou  il  ne  refloit  plus 
rien  à  faire ,  ou  dans  laquelle  ce  qui  reftoit  à  faire ,  n  au- 
roit  été  que  de  vaine  fpéculation. 

Cette  caufe  qui  feroit  d'ailleurs  bien  loin  d'avoir 
aucun  fondement  réel ,  n'eft  cependant  pas  la  feule  à 
laquelle  on  doit  attribuer  le  peu  de  progrès  de  l'analyfe 
algébrique  finie.  Nous  ofons  croire,  d'après  notre  travail , 
que  les  difficultés  dont  la  matière  eft  fufceptible  pour  être 
traitée  avec  une  certaine  généralité ,  en  partant  des  mé- 
thodes qu'on  a  imaginées  jufqu'à  prêtent,  auroit  pu  aufll 
afroibiir  dans  quelques  Analyfles  î'efpoir  d'y  faire  des  pas 
d'une  certaine  étendue.  Ce  fentiment  ne  nous  eft  pas 
fuggéré  par  une  prévention  en  faveur  de  notre  ouvrage  : 
nous  conviendrons  ingénuement  que  nous  avons  long- 
temps penfé  de  même ,  &  travaillé  fans  fuccès ,  tant  que 
nous  n  avons  attaqué  quelques-unes  des  matières  conte- 
nues dans  cet  ouvrage ,  qu'à  l'aide  des  méthodes  connues 
jufques  -là. 

Néanmoins  la  néceflité  de  perfectionner  cette  partie  , 
n'a  pas  échappé  à  ceux  à  qui  l'analyfe  infinitéfimale  eft  le 
plus  redevable  :  on  a  vu  que  celle-ci  même  avoit  befbin 
que  la  première  fût  perfectionnée.  Entre  plufieurs  Ana- 
lyftestrès-diftingués,les  célèbres  M.Euler&  de  la  Grange 
ont  donné  fur  cette  matière  des  Mémoires  qui  ne  ren- 
ferment ni  moins  de  profondeur, ni  moins  de  fagacité  que 
les  autres  productions  de  ces  illuftres  Analyfles.  Néan- 
moins toutes  les  recherches  un  peu  générales  que  l'on  a 
laites  jufqu'ici  fur  les  équations,  fe  réduifènt  toutes  (fi  on 
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en  excepte  feulement  les  équations  du  premier  degré  )  à 
des  méthodes  pour  obtenir  le  réfultat  le  plus  fimple  de  la 
combinaifon  de  deux  équations  &  deux  inconnues  \  en- 
core n  eft-ce  qu'en  mettant  ces  équations  fous  la  forme 
d'équations  à  une  inconnue  ,  qu'on  eft  parvenu  à  donner 
à  ces  méthodes  la  perfection  qu'elles  ont  acquife  avec  le 
temps.  Mais  on  ne  voit  nulle  part  aucune  trace  de  mé- 
thodes pour  traiter  cette  claffè  très-limitée  d'équations  , 
en  les  prenant  dans  tout  leur  développement  naturel  ; 
encore  moins  en  a-t-on  pour  un  nombre  quelconque 
d'équations  &  d'inconnues. 

S  i  on  fait  attention  que  for  un  nombre  infini  d'équa- 
tions &  d'inconnues  dont  la  folution  d'un  problême  quel- 
conque peut  dépendre  ,  on  ne  favoit  encore  traiter  que 
le  cas  de  deux  équations  &  deux  inconnues  ;  qu'on  ne 
fàvoit ,  dis-je,  traiter  que  ce  feul  cas,  avec  la  certitude 
de  ne  rien  introduire  d'étranger  à  la  queftion  ,  on 
conviendra  fàns  doute,  avec  nous,  que  tout  reftoit  à  faire 
fur  cette  matière.  Arrêtons-nous  un  moment  fur  l'état  où 
étoit  l'analyfe ,  lorfque  nous  avons  entrepris  le  travail  que 
nous  donnons  aujourd'hui. 

I  l  eft  tout  fimple  que  dans  les  premiers  temps  où  on 
eflâya  de  combiner  entr'elles  les  équations  de  degrés  fu- 
périeurs  au  premier  ,  on  n'en  ait  d'abord  comparé  en- 
tr'elles que  le  plus  petit  nombre.  L'imperfection  des 
méthodes  expofoit  à  des  calculs  fi  compofés ,  qu'on  ne 
pouvoit  élever  fon  vol  bien  haut.  On  a  donc  commencé 
par  des  équations  à  deux  inconnues ,  &  d'abord  de  degrés 
très-peu  élevés.  Par  diverfes  combinaifons  de  ces  deux 
équations ,  on  déterminoit  les  valeurs  confécutives  des 
différentes  puiffances  de  l'inconnue  qu'on  vouloit  élimi- 
miner ,  depuis  la  plus  haute  de  ces  puuTances  jufqu'à  la 
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plus  balTe  ;  &  leur  fubflitution  dans  lune  des  équations 
propofées  ,  donnoit  enfin  une  équation  où  il  ne  reftoic 
plus  qu'une  inconnue.  Ce  premier  pas  fait ,  on  a  conclu 
que  11  l'on  avoit,  par  exemple ,  trois  équations  &  trois 
inconnues ,  on  pouvoit  par  le  même  procédé ,  en  compa- 
rant ,  par  exemple ,  la  première  de  ces  équations  à  la 
féconde  ,  arriver  à  une  équation  qui  ne  renfermeroit  plus 
que  deux  inconnues  :  que  l'application  du  même  procédé 
à  la  comparai/on  de  la  première  équation  à  la  troifième , 
ou  de  la  féconde  à  la  troifième,  conduirait  pareillement 
à  une  équation  qui  ne  renfermeroit  plus  que  les  deux 
mêmes  inconnues.  Qu'enfin  ayant  ainfi  ramené  les  trois 
équations  propofées  à  deux  équations  à  deux  inconnues 
feulement ,  le  même  procédé  appliqué  à  ces  deux- ci  , 
conduiroit  enfin  à  une  équation  qui  ne  renfermeroit  plus 
qu'une  inconnue;  &  de-là  on  a  conclu  qu'en  général  par 
le  même  procédé,  on  arriverait  toujours,  pour  un  nom- 
bre quelconque  d'équations  à  pareil  nombre  d'inconnues, 
à  une  feule  équation  ne  renfermant  qu'une  feule  in- 
connue. 

Mais  quand  ce  procédé  nauroit  pas  eu  les  défauts 
efTentiels  dont  nous  allons  parler,  il  n'auroit  été  encore 
qu'un  moyen  de  ramener  la  queftion  à  ne  dépendre  que 
dune  feule  inconnue ,  &  il  auroit  encore  laiffé  prefque 
tout  à  défirer  pour  la  théorie  générale  des  équations. 

En  effet,  avec  un  peu  de  connohlànce  du  calcul ,  8c 
d'attention  fur  la  nature  de  cette  méthode ,  on  voit  que 
les  équations  propofées,  pourront,  félon  les  variétés  fans 
nombre  qu'on  aura  pu  fe  permettre  dans  les  détails  du 
calcul,  concourir  très-différemment  à  la  formation  de  la 
dernière  équation  :  enforte  que  félon  la  manière  dont  on 
aura  calculé,  on  peut  avoir  des  expreffions  très-  diffé- 
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rentes  de  cette  équation.  Cependant  elle  doit  être  unique. 
Quelles  connoiiîances  une  pareille  équation  finale  auroit- 
elle  donc  pu  donner  fur  les  propriétés  générales  des 
équations  propofées  l  Quelle  utilité  la  théorie  générale 
des  équations  pouvoit-elle  retirer  d'une  femblable  mé- 
thode, dont  le  réfultat,  au  contraire ,  étoit  de  mafquer  & 
d'envelopper  les  propriétés  générales  peut-être  encore 
plus  qu'elles  ne  l'étoient  dans  l'état  primitif  des  équations 
propofées? Il  s'en  falloit  donc  de  beaucoup  qu'on  pût 
regarder  ce  procédé  comme  utile  pour  la  théorie  générale 
des  équations. 

Considérons-le,  préfentement ,  relativement  à  l'uti- 
lité dont  on  pouvoit  du  moins  le  croire,  pour  concentrer 
toutes  les  équations  propofées  en  une  feule,  &  en  déduire 
le  véritable  nombre  de  folutions ,  &  les  vraies  folutions 
de  la  queftion. 

Puisque  d'après  l'obfervation  que  nous  venons  de  faire, 
l'équation  finale  à  laquelle  on  fèroit  conduit  par  ce  pro- 
cédé ,  peut  être  différente  félon  la  manière  dont  on  l'aura 
appliqué ,  &  que  cependant  on  fènt  bien  qu'il  ne  peut 
y  avoir  qu'une  feule  équation  finale  ,  laquelle  doit  être 
tout-à-fait  indépendante  de  la  manière  dont  on  aura  cal- 
culé ,  on  doit  en  conclure  que  l'équation  finale  trouvée 
par  toutes  ces  éliminations  fucceflwes  ,  n'eft  point  la  vé- 
ritable équation  finale ,  mais  la  renferme  feulement  ,  en- 
gagée par  multiplication  avec  des  quantités  étrangères  à 
la  queftion.  Oit  voit  donc  d'abord  que  cette  méthode 
(  impraticable  ,  d'ailleurs,  par  l'immenfité  des  calculs 
dans  des  cas  même  fort  fimples  )  conduifoit  à  des  calculs 
inutiles;  qu'elle  trompoit  fur  le  véritable  degré  de  l'é- 
quation finale ,  &  n  offrait  rien  d'ailleurs  ,  qui  pût  fervir 
à  diftinguer  ni  le  nombre  des  folutions ,  ni  les  véritables 
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{blutions,  d'avec  celles  qui  nappartenoienc  pas  à  la 
queftion.  Il  auroitdonc  fallu  (avoir,  du  moins ,  quel  devoic 
être  le  véritable  degré  de  l'équation  finale  ;  &  on  en  étoit 
bien  loin.  Mais  quand  même  on  auroit  eu  cette  connoi£ 
fànce,  il  auroit  fallu  que  lanalyfe  fournît  d'ailleurs  des 
moyens  d'extraire  le  facîeur  ou  les  facteurs  fuperflusrorles 
fecours  que  lanalyfe  pouvoit  fournir  pour  cet  objet ,  étoienc 
bien  inférieurs  à  la  difficulté  qui  les  rendoit  néceflaires. 

Que  ces  difficultés  aient  été  vues ,  ou  non ,  dans  toute 
leur  étendue  ,  elles  fe  font  fait  fentir  du  moins  fur  les 
équations  à  deux  inconnues.  L'énorme  complication  des 
calculs  auxquels  on  eft  conduit  par  l'élimination  fuccef- 
five  ,  eft  fins  doute  la  caufe  pour  laquelle  on  ne  trouve 
dans  les  Ecrits  des  Analyftes  aucun  réfultat  fi  peu  général 
que  ce  puifle  être,  fur  les  équations  à  plus  de  deux  incon- 
nues ,  fi  ce  n'eft  pour  les  équations  du  premier  degré. 

Mais  les  vues  des  Analyftes  diftingués  à  qui T imper- 
fection &  les  vices  de  lanalyfe  fe  font  préfentés  ,  fe  font 
toutes  tournées  vers  les  équations  à  deux  inconnues. 

M.  Euler  a  donné  des  moyens  pour  arriver  à  l'équation 
finale  dégagée  de  tout  facteur  fuperflu  ,  &  a  en  même 
temps  déterminé  le  véritable  degré  de  l'équation  finale  , 
dans  ces  fortes  d'équations ,  lorfqu'elles  ont  tous  leurs 
termes  ,  ou  lors  même  qu'elles  font  incomplettes  ,  mais 
feulement  par  l'abfence  de  quelques-unes  des  puirfànces 
les  plus  élevées  de  l'une  ou  de  l'autre  inconnue. 

M.  Cramer  ,  dans  fon  excellente  analyfe  des  lignes 
courbes  ,  a  donné  un  procédé  très-beau  &  très-fimple 
pour  le  même  objet.  Divers  autres  Analyftes  très-diftin- 
gués  s'en  font  occupés  depuis  ,  mais  dans  la  vue  feule- 
ment de  rendre  les  calculs  plus  faciles  &  leurs  réfultats 
plus  propres  à  préfenter  les  propriétés  générales  de  ces 
fortes  d'équations. 
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Je  n  ai  garde  de  vouloir  diminuer  le  mérite  de  ce  tra- 
vail ,  mais  je  ne  puis  me  dilpenler  d'obferver  que  très- 
utile  ,  lorfqu'on  n'avoit  que  deux  équations  &  deux  incon- 
nues, {on  application  à  un  plus  grand  nombre  d'équations 
Se  d'inconnues  ,  faifbit  retomber  dans  les  mêmes  difficultés 
que  nous  avons  obfervées  dans  la  méthode  primitive. 

Pour  appliquer  ces  méthodes  à  un  plus  grand  nombre 
d'équations  &  d'inconnues ,  il  falloit  comme  dans  la  pré- 
cédente, combiner  les  équations  deux  à  deux.  Or  quoique 
les  réiiiltats  de  ces  combinaifbns  n'aient  point  de  facteur  , 
ils  n'en  font  pas  moins  plus  compofés  qu'il  n'eft  néceflaire; 
&  l'emploi  qu'on  doit  en  faire  enfuite  pour  procéder  à 
une  nouvelle  élimination ,  non-feulement  fe  fait  par  un 
travail  beaucoup  plus  pénible  qu'il  n'eft  nécelfaire  ;  mais 
conduit  à  un  réîultat  encore  beaucoup  plus  compofé  que 
le  véritable  ,  &  qui  fe  complique  d'autant  plus  que  le 
nombre  des  éliminations  fùccelfives  efi:  plus  grand  :  de  plus  y 
rien  ne  peut  faire  reconnoître  le  facteur  fuperflu,  qui  {àns 
fè  manifefter  d'ailleurs ,  n'arrive  qu'à  la  dernière  équation. 

Ainsi,  malgré  la  perfection  donnée  aux  équations  à  deux 
inconnues ,  i'analyfe  manquoit  encore  de  moyens  pour  un 
plus  grand  nombre  d'équations  &  d'inconnues. 

Diverses  recherches  analytiques  m'avoient  donné  lieu 
de  réfléchir  lur  cet  état  d'imperfection  de  I'analyfe  ,  &  de 
tenter  d'en  enlever  quelques  difficultés.  L'une  des  princi- 
pales caules  de  cette  complication  venoit  de  ce  que  dans 
l'application  de  la  méthode  de  M.  Euler ,  comme  de  celle 
de  M.  Cramer,  on  étoit  aflujéti  à  combiner  les  équations 
deux  à  deux. 

Il  me  parut  aflez  naturel  que  l'efpece  d'indétermina- 
tion que  ce  procédé  laiffe  dans  les  réfultats  fucceffifs  de 
ces  éliminations,  leur,  donnât  inainféquement  une  étendue 
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qui  n'appartient  pas  à  la  queftion  ;  &  je  conçus  dès-lors 
qu'en  combinant  les  équations  en  plus  grand  nombre  à  la 
fois ,  on  pouvoit  efpérer  des  réfultats  plus  fimples.  Ce 
fbupçon  me  conduilit  à  un  travail  qui  a  fait  la  matière  d'un 
Mémoire  parmi  ceux  de  l'Académie  des  Sciences  pour 
l'année  1764. 

Mais  quoique  par  les  moyens  propofes  dans  ce  Mé- 
moire on  arrive  en  effet ,  toujours  ,  à  une  équation  finale 
beaucoup  moins  compofée  ,  que  par  les  méthodes  qu'on 
avoit  jufques-là  ,  néanmoins  on  n'arrive  pas  à  l'équation 
finale  la  plus  fimple  ;  &  quoique  le  facteur  qui  complique 
le  réfùltat  foit  bien  moins  élevé  que  par  les  autres  procé- 
dés ,  il  eft  en  général  d'autant  plus  compofé  ,  que  les 
équations  propofées  le  font  plus  elles-mêmes. 

Ces  difficultés  n'ont  pu  que  me  faire  fèntir  plus  vive- 
ment combien  l'analyfè  étoit  encore  imparfaite  :  &  il  m'a 
paru  qu'une  méthode  exempte  de  ces  défauts  pouvoit  être 
l'objet  d'un  travail  utile.  Il  s'en  faut  bien  que  dès-lors  j'en- 
vifageafle  tous  les  autres  avantages  qu'elle  pourroit  pro- 
curer à  l'analyfè  ;  mais  l'objet  feul  d'arriver  d'une  manière 
certaine  à  l'équation  finale  la  plus  balîè  qui  pui/Te  réfulter 
d'un  nombre  quelconque  d  équations  propofées  ,  me  pa- 
roilîbit  aflez  vafte  pour  mériter  des  recherches  aflîducs. 

Il  y  avoit  déjà  long-temps  que  je  foupçonnois  que  la 
caufe  générale  des  vices  des  méthodes  employées  pour  cet 
objet ,  étoit  la  néceflité  de  n'éliminer  les  inconnues  que 
fucceiïïvement  :  &  par  une  fuite  de  réflexions  fur  cette 
matière ,  j'étois  parvenu  à  en  voir  la  conviclion. 

Je  fentis  donc  qu'il  n'étoit  plus  queftion  ,  pour  faire 
quelques  pas  dans  cette  carrière ,  de  fonger  à  emprunter 
le  fecours  des  méthodes  connues;  &  qu'il  falloir  abfblu- 
ment  employer  des  moyens  nouveaux. 

L'idée 
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L'idée  de  multiplier  les  équations  propofées  ,  par  des 
fonctions  de  toutes  les  inconnues  quelles  renferment ,  de 
faire  une  fomme  de  tous  ces  produits ,  &  de  fuppofèr  , 
dans  cette  fomme  ,  que  tous  les  termes  affeétés  de  toutes 
les  inconnues  qu'il  s'agit  d'éliminer ,  s'anéantuTent  ;  cette 
idée ,  dis-je ,  s'étoit  déjà  préfentée  plufieurs  fois  à  mon 
efprit ,  ainfi  que  probablement  elle  s'eft  offerte  à  d'autres. 
Mais  quelles  dévoient  être  ces  fonctions  pour  fàtisfaire  à 
Ja  queftion  ?  Elles  pouvoient  fournir  moins  ,  autant ,  ou 
plus  de  coëfficiens  qu'il  n'eft  nécefTaire  pour  l'anéantiffe- 
ment  des  termes  à  éliminer.  Quel  ulàge  pouvoit-on  faire 
des  coëfïiciens  furnuméraires  l  Qui  étoient-ils  ?  En  quel 
nombre  étoient-ils?  Et  s'il  étoit  poflîble  d'en  employer  un 
nombre  moindre  que  celui  des  termes  à  faire  difparoître 
(  comme  cela  a  lieu  ,  en  effet ,  dans  plufieurs  cas ,  ainfi 
qu'on  le  verra  fur  la  fin  de  cet  Ouvrage  )  ,  comment  de- 
voit-on  fe  conduire  poux  ne  pas  arriver  à  des  équations 
de  condition? 

Ces  queflions  étoient  précifément  ce  qui  faifoit  le 
nœud  de  la  difficulté.  Ignorant  pleinement  quel  devoit 
^tre  le  degré  de  l'équation  finale ,  on  ignoroit  également 
celui  qu'on  devoit  donner  aux  polynômes-multiplicateurs , 
par  conféquent  aufîi  le  nombre  total  des  coëfficiens 
qu'ils  pouvoient  fournir  ;  à  plus  forte  raifon  ignoroit-on 
combien  il  y  en  avoit  d'inutiles.  On  fe  feroit  bien  trompé 
fi  en  prenant  au  hazard  le  degré  des  polynômes-multipli- 
cateurs, on  avoit  cru  pouvoir  juger  du  nombre  de  leurs 
coëfficiens  arbitraires ,  par  la  différence  entre  le  nombre 
total  des  coëfficiens  de  tous  ces  polynômes ,  &  le  nombre 
des  termes  à  faire  difparoître. 

En  un  mot ,  l'idée  de  procéder  à  lelimination  en  mul- 
tipliant les  équations  propofées ,  reftoit  toujours  une  idée 

b 
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Hérile ,  tant  que  ces  queftions  n  auroient  pas  été  réfolues. 

Je  jugeai  donc ,  d'abord  ,  devoir  m  attacher  à  connoître 
4'une  manière  générale  quel  étoit  le  nombre  des  coëffi- 
ciens  des  polynômes-multiplicateurs  {ùr  le  fecours  des- 
quels on  ne  devoit  pas  compter  pour  l'élimination. 

L'état  de  la  queftion  fut  alors  celui-ci  :  ayant  un  poly- 
nôme quelconque  ,  renfermant  un  nombre  quelconque 
d'inconnues  :  ayant  aufli  un  nombre  quelconque  d'équa- 
tions entre  ces  inconnues  ;  combien  y  a-t-il  de  termes  dans 
ce  polynôme ,  dont,  en  vertu  de  ces  équations  ,  on  puùTe 
dilpofèr  arbitrairement  l 

.  Il  eft  clair  que  fi  ces  équations  permettent  de  faire 
tout  ce  que  l'on  voudra  d'un  certain  nombre  de  termes 
dans  le  polynôme  propofé  ,  qu'à  quelque  ulàge  qu'on 
deftine  ce  polynôme  ,  on  ne  doit  pas  compter  le  nombre 
des  coëfficiens  utiles  à  cet  ufage ,  par  le  nombre  total  de 
fès  termes  ,  mais  feulement  par  l'excès  du  nombre  total  de 
fes  termes  fur  le  nombre  de  ceux  dont  les  équations  per- 
mettent de  difpofer  arbitrairement. 

Je  n  embrafTai  pas  d'abord ,  comme  on  peut  bien  le 
penfer ,  dans  la  réfolution  que  je  me  propofc  trouver 
de  cette  queftion ,  toutes  les  différentes  formes  d'équa- 
tions qu'on  peut  concevoir.  Je  me  propofai  de  la  réfou- 
dre pour  un  nombre  quelconque  d'équations  complettes, 
c  eft-à-dire,  à  qui  il  ne  manqueroit  aucun  des  termes  que 
leur  degré  comporte. 

Cette  première  queftion  réfolue  m  éclaira  bientôt  fut 
la  marche  que  je  devois  tenir,  pour  déterminer  le  degré 
de  l'équation  finale  réfùltante  d'un  nombre  quelconque 
d'équations  complettes ,  de  degrés  quelconques  ,  &  ren- 
fermant pareil  nombre  d'inconnues. 

En  effet ,  fi  on  conçoit  qu'on  multiplie  Tune  quel- 
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Conque  de  ces  équations  par  un  polynôme  complet  d'un 
degré  indéterminé  quelconque  ;  de  même  qu'à  l'aide  de 
toutes  les  autres  équations  on  peut  faire  perdre  à  ce  po- 
lynôme-multiplicateur ,  un  certain  nombre  de  termes  ;  de 
même ,  Se  par  les  mêmes  moyens  ,  on  peut  en  faire 
perdre  un  certain  nombre  à  l'équation-produit.  Et  non- 
feulement  on  le  peut,  mais  ce  neft  même  qu'en  l'exécutant 
qu'on  exprime  dans  la  dernière  équation  tout  ce  qu'ex- 
priment les  autres  équations. 

Donc  ,  puifque  par  ce  procédé ,  on  a  véritablement  ex- 
primé toutes  les  conditions  de  la  queftion,les  termes  qui 
pourront  refter  affectés  des  inconnues  qu'il  s'agit  d'éli- 
miner ,  doivent  difparoître  d'eux-mêmes.  Il  faut  donc  que 
le  polynôme-multiplicateur  ait  introduit  dans  l'équation- 
produit  ,  un  nombre  de  coëfficiens  fuffifànt  pour  faire  dif- 
paroître ces  termes  ;  ç  eft-à-dire  ,  que  non  compris  ceux 
dont  on  peut  dilpofèr  arbitrairement ,  il  en  ait  aiîêz  pour 
faire  difparoître  les  termes  qui  relieront  à  faire  difparoître 
dans  l'équation-produit. 

Ces  idées  fondamentales  établies,  il  fut  queûion  de  les 
employer.  Cet  emploi  exigeoit  deux  chofès  :  la  première, 
l'exprelïïon  générale  du  nombre  des  termes  d'un  polynôme 
complet  quelconque ,  objet  facile  ;  la  féconde  ,  celle  du 
nombre  des  termes  reftans  dans  un  polynôme  complet 
quelconque ,  lorfqu'on  en  a  fait  difparoître  tous  ceux  dont 
on  peut  dilpofèr  en  vertu  d'un  nombre  donné  d'équa- 
tions. Cette  dernière  exigeoit,  comme  on  le  verra,  j'ef- 
pere ,  quelqu'attention  &  quelqu'adreffe ,  pour  être  mifè 
fous  une  forme  qui  fît  obtenir  d'une  manière  trèsrfimple , 
le  réfultat  très-ûmple  auquel  elle  devoit  conduire,  &  qu'il 
eût  peut-être  été  bien  difficile  de  démêler  ,  fàns  l'atten- 
tion que  nous  avons  eue  de  rapporter  toutes  ces  différentes 
expreffions ,  aux  différences  finies,  b  ij 
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Pour  ne  pas  exiger  du  Lecteur ,  de  recourir  ailleurs  , 
pour  l'intelligence  de  ce  que  nous  difons  fur  l'expreffion 
<lu  nombre  des  termes  des  polynômes ,  ainfi  que  pour  les 
notions  que  nous  employons  fur  les  différences  finies  ,  & 
les  fommes  de  quelques  quantités  finies,  nous  avons  placé 
à  la  tête  de  cet  ouvrage  une  introduction  qui  renferme 
celles  de  ces  notions  dont  nous  ferons  ufage. 
.  C'est  en  appliquant  ces  moyens  &  ces  idées  aux  équa- 
tions complettes ,  que  nous  fommes  parvenus  à  ce  théo- 
rème général. . . . .  Le  degré  de  l 'équation  finale  réfultante 
d  un  nombre  quelconque  d équations  complettes ,  renfermant 
un  pareil  nombre  d'inconnues ,  &  de  degrés  quelconques  ,  ejt 
égal  au  produit  des  expofans  des  degrés  de  ces  équations. 
Théorème  dont  la  vérité  n  etoit  connue  &  démontrée  que 
pour  deux  équations  feulement. 

Quelque  étendu  que  ce  foit  ce  théorème  ,  &  quelque 
utilité  qu'il  puilïè  avoir  dans  un  grand  nombre  de  recher- 
ches analytiques ,  il  s'en  falloit  encore  de  beaucoup  qu'il 
ne  laifsât  plus  rien  à  defirer.  Par  le  peu  qu'on  favoit  fur 
les  équations  à  deux  inconnues ,  à  qui  il  manque  les  plus 
hautes  puifïànces  de  ces  inconnues  ,  on  ne  pouvoit  dou- 
ter qu'il  n'y  eût  une  infinité  d'équations  qui,  par  l'abfence 
de  quelques-uns  de  leurs  termes ,  ne  fuflent  dans  le  cas  de 
donner  une  équation  finale  d'un  degré  inférieur  au  pro- 
duit des  expofans  de  leurs  propres  degrés.  Or  cette  clafTe 
d'équations  eft  infiniment  plus  étendue  que  la  première  , 
quoique  celle-ci  s'étende  à  l'infini. 

Non-seulement  cette  claflè  d'équations  eft  infinie  lor£- 
qu'on  la  confidere  par  rapport  à  un  nombre  quelconque 
d'inconnues  ;  mais  elle  l'eft  encore  par  les  variétés  qu'on 
peut  concevoir  à  l'infini ,  dans  l'efpèce  des  termes  qu* 
peuvent  leur  manquer,  &  qui  peuvent  avoir  influence 
îùr  le  degré  de  l'équation  finale. 
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'  Pour  procéder  avec  ordre  ,  je  me  fuis  d'abord  propofé 
de  déterminer  le  degré  de  l'équation  finale  réfultante  d'un 
nombre  quelconque  d'équations  à  pareil  nombre  d'incon- 
nues ,  qui ,  étant  incomplettes ,  le  feroienr  avec  les  condi- 
tions fiiivantes. 

I.°  Que  le  nombre  total  des  inconnues  étant  n ,  leur 
combinaifon  nàn  feroit  d'un  certain  degré  quelconque 
différent  pour  chaque  équation  ;  i.°  que  leurs  combi- 
naifons /!-ià«-i  feroient  de  degrés  quelconques  , 
difTérens  non-feulement  pour  chaque  équation ,  mais  en- 
core pour  chacune  de  ces  combinaifons  ;  3.0  que  leurs 
combinaifons  n  —  2.kn  —  2  feroient  de  degrés  quelcon- 
ques, différens  non -feulement  pour  chaque  équation, 
mais  encore  pour  chacune  de  ces  combinaifons,  Se  ainfi  à 
l'infini. 

Mais  comme  il  neft  pas  poflible  d'attaquer  de  front  la 
folution  de  ce  problême,  je  l'ai  prifè  dans  le  lens  in- 
verfe,  c'eft-à-dire,  en  ne  fuppofànt  d'abord  que  l'abfence 
des  plus  hautes  dimenfions  des  combinaifons  une  à  une  , 
puis  l'abfence  de  celles-ci ,  &  des  plus  hautes  dimenfions 
des  combinaifons  deux  à  deux ,  &c.  &  d'abord,  avec  quel- 
ques reftriétions,  mais  dont  l'objet  étoit  de  faciliter  l'intel- 
ligence de  la  méthode,  mais  qui  ne  limitent  nullement  fbn 
application  à  tous  les  cas. 

Pour  parvenir  à  traiter  cette  nouvelle  claffe  d'équa- 
tions ,  j'ai  changé  la  marche  que  javois  fuivie  pour  les 
équations  complettes;  non  que  je  n'euflè  pu  perfévérer; 
mais  l'application  eût  exigé  des  développemens  &  des  dé- 
tails dont  j'étois  difpenfé  par  celle-ci  que  j'ai  embraflee 
d'autant  plus  volontiers ,  qu'elle  eft  applicable  aux  équa- 
tions complettes,  comme  aux  équations  incomplettes. 

Dans  ce  nouveau  procédé , 
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eft  néceflàire  d'avoir  l'expreffion  du  nombre  des  termes 
de  i'équation-produit ,  du  polynôme  -  multiplicateur ,  & 
de  tous  les  différens  polynômes  qui  concourent  à  l'ex- 
preffion du  nombre  de  coëfHciens  inutiles  de  celui-ci.  Je 
donne  donc  les  moyens  de  calculer  le  nombre  des  termes 
des  polynômes  dont  je  fais  ufage ,  &  les  différentes  ex- 
preffions qui  doivent  concourir  à  celle  du  degré  de  ¥ê+ 
quation  finale  :  ce  neft  que  dans  l'ouvrage  même  qu'on 
peut  en  prendre  une  idée  (ùrruante.  Mais  je  dois  obfèrver 
ici  que  les  équations  complettes ,  &  quelques  claffes  de- 
quations  incomplettes  que  je  traite  d'abord  ,  ne  m'ayant 
donné  jufques-là  qu'une  feule  forme  de  polynôme-mul- 
tiplicateur, &  par  conféquentune  exprelTion  unique  pour 
le  degré  de  l'équation  finale,  je  n'ai  pas  été  peu  étonné 
lorfqu  en  panant  à  des  objets  plus  étendus  ,  j'ai  trouvé 
plufieurs  expreffions  très-différentes  du  degré  de  l'équa- 
tion finale  ;  &  lorfqu'après  un  mûr  examen ,  j'ai  vu  que 
cet  inconvénient  apparent  s  etendoit  à  mefure  qu'on  em- 
brafieroit  l'objet  d'une  manière  encore  plus  étendue. 

Je  n'ai  pas  été  longtems,  à  la  vérité,  à  fbupçonner  que 
ces  différentes  expreSions  étoient  relatives  à  différens  cas 
dans  lefquelles  les  équations  propofées  pouvoient  fe  trou- 
ver, félon  les  différens  rapports  des  expofans  donnés  qui 
peuvent  avoir  influence  fur  le  degré  de  l'équation  finale  ; 
mais  je  ne  le  difïïmule  pas,  ce  neft  qu'après  avoir  bien 
médité  fur  cette  matière ,  que  je  fuis  parvenu  à  trouver  la 
manière  d'alTigner  les  fymptômes  qui  déterminent  laquelle 
kule  de  ces  expreffions  peut  avoir  lieu,  lorfqu'elles  ne 
s'accordent  pas  toutes  à  donner  la  même  valeur  pour  le 
degré  de  l'équation  finale.  On  fe  tromperoit  beaucoup  fi 
on  penfoit  qu'il  fufliroit  de  prendre  entre  ces  différentes 
éxpreffions  celle  qui  donne  le  plus  bas  degré  à  l'équation 
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finale.  Les  fymptômes  de  légitimité  de  telle  ou  telle  forme 
font  dépendants  de  confidérations  bien  autres. 

Quand  la  matière  n'auroit  pas  exigé  le  développement 
que  je  lui  donne  pour  ces  fortes  d'équations ,  cet  article 
feul  i'auroit  rendu  indifpenfable  ;  il  efl ,  je  crois  ,  une 
preuve  bien  frappante  de  la  circonfpec'tion  avec  laquelle 
on  doit  prononcer  fur  l'application  d'une  méthode  géné- 
rale à  objets  vaftes  ,  lorfqu  on  n'entre  pas  un  peu  dans  le 
détail  de  quelques-uns  des  cas  qui  peuvent  fe  préfenter. 
On  peut  fouvent  laûTer  des  difficultés  plus  grandes  que 
celles  qu'on  a  réfolues  ;  je  ne  parle  pas  des  difficultés 
qui  n'ont  d'autre  principe  que  la  longueur  des  calculs. 

Apre's  avoir  donné  fur  les  équations  incomplettes  dont 
il  vient  d'être  queftion  ,  ce  que  nous  avons  cru  pouvoir 
mettre  en  état  de  déterminer  l'expreffion  générale  du  de-» 
gré  de  l'équation  finale  dans  quelque  cas  que  ce  foit  rela- 
tif à  ces  fortes  d'équations  ,  nous  avons  confidéré  les 
équations  incomplettes  des  ordres  fupérieurs  :  nous  ren- 
voyons à  l'ouvrage  même  pour  en  prendre  une  idée.  Il 
n'en  eft  pas  de  celles-ci,  comme  des  précédentes.  La 
forme  du  polynôme-multiplicateur  n'eft  pas  à  beaucoup 
près  aufïï  facile  à  découvrir  :  elle  peut,  fuivant  le  rapport 
de  grandeur  des  expofans  connus,  être  un  polynôme 
d'ordre  plus  ou  moins  élevé  ;  &  les  feules  confidérations 
que  nous  avons  fait  entrer  jufqu'ici  dans  la  manière  d'ex- 
primer toutes  les  différentes  parties  qui  concourent  à 
l'expreffion  du  degré  de  l'équation  finale,  ne  font  pas 
(uffifantes  pour  ramener  celle-ci  à  n'être  qu'une  fonction 
des  expofans  connus  des  équations  propofées  ;  ce  qui  eft 
l'objet  de  la  queftion. 

Mais  comme,  outre  ces  équations  incomplettes  def 
différent  ordres ,  qui  comprennent  tout  ce  que  par  la 
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fuite  nous  ferons  connoître  fous  le  nom  d  équations  de 
forme  régulière ,  il  refteroit  encore  à  traiter  les  équations 
que  nous  appelions  de  forme  irréguliere ,  pour  pouvoir 
dire  qu'il  n'eft  aucune  forme  d'équations  dont  nous  ne 
puiflions  déterminer  le  degré  le  plus  bas  de  l'équation 
finale  ;  &  que  les  confédérations  par  lefquelles  nous  déter- 
minerons ce  degré  pour  les  équations  de  forme  irrégu- 
liere ,  font  celles  qu'il  faut  faire  intervenir  pour  les  équa- 
tions incomplettes  de  difFérens  ordres  ;  nous  avons  remis  à 
traiter  les  unes  &  les  autres  à  la  fin  de  la  féconde  Partie , 
parce  que  plufieurs  des  objets  que  nous  traitons  dans  cette 
féconde  Partie  ,  font  propres  à  en  faciliter  l'intelligence. 

La  féconde  Partie  de  cet  ouvrage,  ou  le  fécond  Livre  , 
a  pour  principal  objet  la  méthode  d'arriver  à  l'équation  fi- 
nale ,  &  plus  généralement ,  de  découvrir  les  propriétés 
générales  des  équations. 

Tant  qu'il  a  été  queflion,  dans  le  Livre  premier ,  de 
déterminer  le  degré  de  l'équation  finale ,  nous  n'avons 
eu  befoin  de  confidérer  qu'un  feul  polynôme-multiplica- 
teur. Mais  lorfqu'il  s'agit  de  procéder  au  calcul ,  foit  pour 
avoir  l'équation  finale ,  foit  pour  obtenir  une  fonction 
quelconque  dépendante  des  conditions  exprimées  par 
les  équations  propofées  ;  il  faut  concevoir  qu'après  avoir 
multiplié  chacune  des  équations  propofées,  par  un  poly- 
nôme ,  on  ait  ajouté  tous  les  produits  ,  pour  en  compofer 
ce  que  nous  appelions  1 equation-fomme.  Alors  fi  ceft  l'é- 
quation finale  qu'on  veut  avoir ,  on  peut,  après  avoir  fup- 
pofé  égaux  à  zéro,  tous  les  coëfficiens  de  ces  polynô- 
mes, que  ce  qui  a  été  dit  dans  le  premier  Livre  ,  fait  con- 
noître pour  inutiles  ,  égaler  à  zéro  le  coëfficient  total  de 
chaque  terme  de  l'équation-fomme  qui  fe  trouve  affeclé 
d'une  ou  de  plufieurs  des  inconnues  qu  on  veut  éJirniner  : 

ce 
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ce  qui  donnera  autant  d'équations  du  premier  degré  entre 
les  coëfficiens  indéterminés  des  polynômes-multiplicateurs, 
qu'on  en  a  befbin  ;  &  la  iubftitution  des  valeurs  de  ces» 
coëfficiens ,  dans  les  termes  reftans  de  réquation-fomme  , 
déterminera  la  véritable  équation  finale. 

Il  paroîtroit  donc  que  lorfqu'une  fois  on  a  déterminé 
le  degré  que  doit  avoir  l'équation  finale ,  ce  qui  refte  à 
faire  ne  pré/ènte  rien  à  développer  de  plus ,  puifqu'il  pa- 
raît le  réduire  à  l'élimination  dans  des  équations  du  pre- 
mier degré.  Nous  efpérons  qu'en  lifant  la  féconde  Partie 
de  cet  ouvrage ,  on  penfèra  bien  différemment.  Mais  pour 
donner ,  au  moins  ici ,  une  légère  idée  de  ce  qui  reftoit  à 
faire  pour  la  perfection  de  la  Théorie  des  équations ,  nous 
obferverons , 

i.°  Qu'il  eft  du  moins  indifpenfable  de  déterminer  la 
forme  que  doit  avoir  chacun  des  polynômes-multiplica- 
teurs. 

2.0  Qu'il  ne  feft  pas  moins  de  faire connoître  le  nombre 
des  coëfficiens  inutiles  de  chacun  de  ces  polynômes  ;  & 
qu'il  l'eft  encore  bien  plus  d'examiner  &  de  déterminer 
fi  ces  coëfficiens  arbitraires,  font  arbitraires  d'une  manière 
illimitée ,  ou  s'ils  ne  font  pas  aflîijétis  à  certaines  condi- 
tions ;  &  fi  ,  même  en  oblèrvant  de  fe  conformer  ,  pour 
leur  nombre ,  à  ce  qui  eft  prefcrit  ou  à  ce  qui  réfulte  de 
ce  qui  eft  prefcrit  dans  le  Livre  premier,  on  eft  le  maître 
de  regarder  indifféremment ,  comme  arbitraire ,  le  coëffi- 
cient  de  tel  terme  que  l'on  voudra. 

3.0  Est-on  bien  véritablement  fondé  à  dire  que  tout 
eft  fait  lorfque  la  queftion  eft  réduite  à  l'élimination  entre 
des  inconnues  au  premier  degré  ?  Nefont-cepas  deux 
queftions  importantes  à  réfoudre  pour  l'analyfè ,  que  les 
deux  queftions  fuivantes. 

c 


Digitized  by  Google 


xviij  PRÉFACE. 

Les  méthodes  que  Ton  a  eues  jufqu'ici  pour  réfbudre 
les  équations  du  premier  degré,  ont-elles  toute  la  perfec- 
tion qu'on  peut  dé/irer  l  Dans  leur  application  à  plufieurs 
cas  ,  &  particulièrement  à  l'élimination  dans  les  équations 
des  degrés  iupérieurs,n'expofent-elles  pas  à  faire  beaucoup 
de  calculs  inutiles  &  beaucoup  plus  qu'il  n'y  en  a  véri- 
tablement à  faire  d'utiles.  Ne  feroit  -  il  pas  poflîble 
•l'avoir  une  méthode  qui  n'obligeât  de  calculer  que  ce  qui 
eft  véritablement  néceflàire ,  fur-tout  lorfque  comme  dans 
le  travail  dont  il  s'agit  ici,  il  y  a  un  fi  grand  nombre  d'in- 
conrîues  à  calculer.  Enfin ,  &  c'eft  un  objet  très-utile 
encore  ici ,  cette  méthode  ne  pourroit-elle  pas  avoir 
f  avantage  de  donner  toutes  les  inconnues ,  ou  un  nombre 
quelconque  déterminé  d'entr'elles ,  à  la  fois.  Cette  queftion 
importoit  véritablement  à  l'analyfe ,  &  nous  croyons  en 
avoir  donné  une  folution  également  fimple  ,  générale  ÔC 
utile. 

La  féconde  queftion  eft  celle-ci  :  ne  feroit-il  pas  poflî- 
ble qu'indépendamment  du  nombre  des  coëfîiciens  que 
nous  appelions  inutiles ,  parce  qu'il  eft  toujours  poflîble 
de  les  faire  difparoître  des  difTérens  polynômes-multipli- 
cateurs ,  la  condition  de  l'anéanti Ifement  des  termes  à 
éliminer  dans  1  equation-fomme  ,  donnât  lieu  à  la  difpari- 
tion  de  plufieurs  autres  coëfficiens  ?  Et  n'y  auroit-il  pas 
des  moyens  de  les  difterner  avant  de  procéder  au  calcul  l 
On  verra  que  la  folution  de  cette  queftion  diminue  encore 
confidérablement  le  nombre  des  coëfficiens  ,  &  Amplifie 
par  confequent  beaucoup  les  calculs. 

Après  avoir  ainfi  donné  à  la  méthode  d'éliminer  pour 
les  équations  du  premier  degré ,  une  perfection  fàns  la- 
quelle les  calculs  euflêntété  impraticables  dès  les  premiers 
pas ,  il  s'eft  préfenté  à  réfbudre  des  queftions  qui  ne  fe 
fèroient  pas  offertes  fans  cela. 
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;  En  traitant ,  comme  nous  le  faifons  d'abord ,  les  équa- 
tions dans  tout  leur  développement  naturel ,  feul  moyen 
qui  puiffe  donner  fur  les  équations  propofées  toutes  les 
connoiflànces  qu'on  peut  en  attendre  ,  on  n'a  jamais  à 
craindre  d'arriver  à  une  équation  trop  élevée ,  ou  qui  ait 
des  racines  étrangères  à  la  queftion.  Mais  les  ditférens 
termes  qui  compofent  cette  équation,  ont  un  ou  plufieurs 
facteurs  communs  qui  font  une  fonction  des  coëfîiciens 
connus  des  équations  propofées.  Que  peuvent  fignificr  ces 
facteurs?  Cette  queftion  importoit  d'autant  plus  à  réfoudre, 
que  c'eft  à  fa  folution  qu'étoit  attachée  celle  de  cette  autre  . 
dont  on  fent  facilement  toute  l'importance  :  quelles  font 
les  relations  entre  les  coëfficiens  des  équations  propofées 
qui  peuvent  donner  lieu  à  l'abaiiTement  de  l'équation 
finale  ? 

Pour  parvenir  à  démêler  tous  ces  différens  objets ,  il 
falloit  avoir  donné  à  la  méthode  d'élimination  dans  les 
équations  du  premier  degré  ,  la  perfection  dont  nous 
venons  de  parler  :  mais  cela  n'auroit  pas  fuffi.  Pour  re- 
connoître  dans  l'équation  finale  le  fadeur  dont  il  s'agit , 
nous  avons  eu  befoin  de  recourir  à  des  moyens  qui  peu- 
vent avoir  un  grand  ufage  dans  l'analyfe  :  ces  moyens 
font  la  méthode  de  trouver  des  fonctions  d'un  nombre 
quelconque  de  quantités ,  qui  foient  zéro  par  elles-mêmes. 
Nous  n'en  dirons  pas  davantage  fur  les  objets  nombreux 
que  nous  avons  eus  à  traiter  dans  la  partie  de  ce  fécond 
Livre  qui  a  pour  objet  les  équations  confidérées  dans  tout 
leur  développement  naturel. 

En  prenant  le  parti  de  mettre  les  équations  propofées 
fous  la  forme  d'équations  à  une  inconnue  de  moins  que 
leur  nombre  ,  on  abrège  immenfément  les  calculs  ;  mais 
putre  qu'on  ell  expofé  à  ne  plus  reconnoître  la  poffibilité 
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de  labaiflement  de  lequation  finale  lorfque  des  relation? 
particulières  entre  les  coëfficiens  connus ,  peuvent  y  don- 
ner lieu ,  on  eft  de  plus  expofé  ,  lorfqu'il  y  a  plus  de 
deux  inconnues  ,  à  rencontrer  des  facteurs.  Il  eft  vrai 
qu'heureufèment  ces  facteurs  ne  compliquent  pas  le 
degré  de  l'équation  finale  lorfque  les  équations  font  com- 

Î)lettes ,  &  que  d'ailleurs  nous  donnons  des  moyens  pour 
es  reconnoître  ;  mais  il  auroit  été  à  défirer  pour  la  plus 
grande  expédition  des  calculs  ,  qu'on  pût  les  éviter  3  Se 
nous  doutons ,  &  croyons  avoir  bien  lieu  de  douter  qu'on 
puiffe  les  éviter  généralement.  On  verra  ,  ce  me  fèmble , 
en  lilànt  cet  Ouvrage ,  que  lorfque  l'analyfè  eft  appliquée 
comme  il  convient ,  elle  ne  donne  rien  d'inutile  ;  &  que 
les  facteurs  dont  il  s'agit  ici ,  ne  font  jamais  fàns  quelque 
rapport  avec  la  queftion  ;  que  lorfque  par  quelques  pro- 
cédés particuliers ,  on  vient  à  les  éviter ,  c'eft  une  fimpli- 
fication  &  un  moyen  de  célérité  pour  le  calcul  ;  mais  qui 
diifimule  une  partie  des  connoiflànces  qu'on  peut  avoir 
fur  les  équations  propofées. 

Dans  un  ouvrage  qui  a  pour  objet  la  Théorie  géné- 
rale des  Équations  ,  nous  avons  dû  aufli  nous  occuper 
des  équations  qui  renferment  plus  ou  moins  d'inconnues 
que  leur  nombre  :  les  unes  &  les  autres  ,  ont  donné  lieu 
à  un  grand  nombre  de  recherches  &  de  remarques  que 
nous  penfons  qu'on  jugera  utiles  à  l'analyfè  ,  mais  dont 
nous  croyons  qu'on  ne  peut  prendre  une  idée  funifante 
que  dans  l'ouvrage  même. 

Enfin  nous  ajoutons  vers  la  fin  de  l'ouvrage  ,  ce  qui  en 
eft  véritablement  le  complément  ;  c'eft-à-dire ,  la  manière 
de  déterminer  le  degré  de  l'équation  finale ,  dans  les 
équations  de  forme  régulière  ou  irréguliere  quelconque; 
c'eft-à-dire  ,  foit  qu'on  ait  ou  qu'on  n'ait  pas  1  expretïion 
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algébrique  du  nombre  de  leurs  termes  :  enlbrte  que  nous 
croyons  pouvoir  dire  qu'il neft  aucune  elpèce  d'équations 
algébriques, pour  lefquelles  nous  n'ayons  donné  le  moyen 
de  déterminer  le  plus  bas  degré  de  l'équation  finale ,  foit 
qu'il  y  ait,  (bit  qu'il  n'y  ait  pas  de  relation  entre  les  coëffi- 
ciens  qui  puifle  donner  lieu  à  un  abaifTement  particulier. 
Nous  croyons  aufli  avoir  donné  un  grand  nombre  de 
propriétés  nouvelles  &  très-générales  fur  les  équations 
conGdérées  en  nombre  quelconque  ;  &  des  méthodes  qui 
pourront  avoir  plus  d'une  application  utile  dans  l'analyfè. 
Nous  efpérons  que  cet  Ouvrage  pourra  être  i'occafion  de 
plus  grands  progrès  dans  l'analyfe  ,  en  tournant  vers  cette 
partie  importante  ,  les  talens  &  la  lagacité  des  Analyftes 
de  nos  jours.  Nous  nous  eftimerons  heureux  fi  confidé- 
rant  le  point  où  nous  avons  pris  les  chofes  ,  &  celui  où 
nous  les  amenons ,  on  trouve  que  nous  avons  acquitté 
une  partie  du  tribut  que  tout  nomme  doit  à  la  fociété 
dans  l'état  où  il  fè  trouve  placé. 
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THÉORIE  GÉNÉRALE 

DES  ÉQUATIONS 

ALGÉBRIQUES. 

«Crf-Or  9rrQr^r=^.J>  J'y  Art  J  J  i  ji~ii=zfi  Ji  jf  Ji  .Jii,  Jt  'S  ■> 

INTROD  UCTION. 

Théorie  des  différences ,  &  des  fommes  des  quantités. 

Définitions  &  Notions  préliminaires. 

(I.)  On  appelle  Jonction  d'une  quantité,  toute  expreflion1  de 
calcul ,  dans  laquelle  fe  trouve  cette  quantité  ,  de  quelque  manière 
qu'elle  s'y  trouve  d'ailleurs. 

k\nÇ\xta-*~bx,  (c— 3</jc>  -t-/x*)f,  (a  -hfx? -i-g x< )r  ôcc. 
font  des  fondions  de  x. 

Concevons  que  X  repréfente  une  fonction  quelconque  de  x  ;  & 
que  X'  repréfente  ce  que  devient  X,  lorfqu'au  lieu  de  x ,  on  y 
met  x  -+■  k  ;  alors  X'  —  Xcft  l'accroiflement  que  reçoit  la  fonction 
X,  lorfque  x  reçoit  l'accroiffement  k.  X' — X s  appelle  la  différence 
de  X.  Ainfi  ,  quoiqu'à  parler  exactement ,  on  ne  puiffe  pas  dire  la 
différence  d'une  quantité ,  nous  adopterons  cette  expreflion  qui  eft 
enufage  ôc  quifignifie  la  différence  entre  cette  quantité ,  confidérée 
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dans  un  état  quelconque ,  ôc  cette  même  quantité  confidérée  dans 
un  autre  état  quelconque. 

Pour  repréfenter  la  différence  d'une  quantité  ou  d'une  fon£Hon 
quelconque,  nous  emploierons  la  lettre  d,  laquelle  pour  éviter 
toute  confufion  ,  ne  fera  dorénavant  employée  à  aucun  autre 
ufape.  Ainfi  au  lieu  de  X'  —  X ,  nous  écrirons  dX,  ou  d(  X). 

Et  pour  marquer  en  même  temps  de  quelle  quantité  varie  la 
quantité  x  dont  X  eft  fuppofé  fonction  ,  nous  écrirons  ainfi 

d{X)  (*),  expreffion  par  laquelle  nous  entendrons  cette 

Phrafe ,  différence  de  X  ,  x  variant  de  k. 

Nous  confidérerons  ici  les  quantités  comme  crohTantes  ;  nous 
verrons  enfuite  ce  qu'il  y  a  à  faire  lorfqu'elles  font  décrohTantes. 

Si  la  foncYion  dont  il  s'agit  d'avoir  la  variation  ou  différence , 
eft  fonction  de  plufieurs  variables  x,y,  ^,  dont  les  variations 
particulières  foient  refpeftivement  k ,  l ,  m  ;  alors  fi  P  marque  cette 

fonction,  nous  écrirons  ainfi  fa  différence ,  d{F) . . .  (  J:J  :  £  )  qui 

lignifiera  différence  de  P,  x  variant  de  k,  y  variant  de  1,  z  variant 
de  m.  » 

Confervant  fur  X'  —  X,  les  mêmes  idées  que  ci-deffus ,  con- 
cevons qu'on  mette  x  -4-  k'  au  lieu  de  x  ,  dans  X'  —  X;  &  que  , 
par  ce  changement,  X'  devienne  X'" ,  6c  X devienne  X" \  alors 
(Xm  —  Xïï)  —  (X'  —  Ar)  eft  ce  qu'on  appelle  la  différence 
féconde  de  X  ,  parce  que  c'eft  la  différence  entre  deux  différences 
confécutives  de  X. 

Pour  marquer  cette  différence  féconde,  nous  écrirons  dd(X)... 

(  k  xk,  )  qui  fignifiera  différence  féconde  deX,x  variant  /  abord  dek, 
&  enjuite  de  k'. 

(2.)  Nous  donnerons  inceffamment  les  règles  pour  déterminer 
les  différences  premières.  Mais  nous  allons  faire  voir,  dès-à-préfent, 
que  les  différences  fécondes  fe  détermineront ,  en  appliquant  aux 
différences  premières ,  les  mêmes  règles  par  lefquelles  on  obtient 
celles- ci. 

'  En  effet ,  la  quantité  (  X'"  —  X"  )  —  (  X'  —  X)  peut  être 
'écrite  ainfi ,  (  X'" — X'  )  —  (  X"  —  X)  ;  ou  puifque ,  par  la  fuppo- 
fition ,  X'"  eft  ce  que  devient  X'  lors  de  la  fubftitution  de  x  -4-  A' 
au  lieu  de  x  ;  &  que  X"  eft  ce  que  devient  X  dans  le  même  cas,  on 

adoncX'" — X'  =  d(X') ...(%)  Ôc  X"  —  X=d(X) 
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donc  (X'"—  X')  —  (X*— X)  ou  ( A"'"  —  X"  )  — (  X' — X) 

=d{ X). *••(*.)  —  rf(X)...(ï)«<f(X'  —  X) .  ••(?); 

or  X  —  X  «  </(  X) .  .  .  (  t  ) ,  donc  (X'"  -  X'  )  -  (  X'  -  X  ) 
ou  </<*(X)...(t*t0  sa  i(</(X)...(ï))...(;,).Ceft-à-dire 

que  pour  avoir  dd{X)...(  k*k.)  il  faut  dabord  évaluer  </(X)...(£), 

c*eft-à-dire  prendre  la  différence  de  jc  ,  en  faifant  varier  jc  de  k  ; 
puis  prendre  la  différence  du  réfultat ,  en  faifànt  varier  jc  de  k!. 

(3.)  On  peut  voir,  en  môme-temps,  qu'il  eft  indifférent  pour 
avoir  la  différence  féconde,  que  jc  varie  de  k  dans  la  première 
différence ,  &  de  k!  dans  la  féconde  ;  ou  bien  de  fuppofer  que  x 
varie  de  k!  dans  la  première ,  &  de  k  dans  la  féconde.  En  effet , 

dans  (  X'"  —  X")-  (X'-  X)  on  a  X"'  -X»  —  d{Xu) ...(?)  ; 

&  X'  —  X  =  </(X)  .  .  .  (j;)donc;(X'"— X")  —  (X'—X) 

ou  dd(X)...  {k*kt)  =  </(*")... (?)  -  rf(X)...(î) 

e=  d{X"  —  X) ...  (J);  mais  par  la  fuppofition  X"  —  X= 

rf(X)...(J)5  donc</(X"  —  X)...(î)  ou  d{X")...  (£)_ 

d(X)...(xk)=d(d{X.. donc</</(X)...(^,) 

=  d(^d{X)...  (J))...  (?)  J  mais  nous  venons  de  voir  aufïï  que 

rfrf(X)...(Â*fc)«*i(^(X)...(J));..(J)i  donc  d(d(X)... 

(jf))...(S)-<^)-;-(ï))--(f>. 

Si  la  fonction  dont  il  s'agit  renferme  plufieurs  variables  jc,^, 
&c.  dont  la  première  variation  foit  A: ,  /,  m,  &c.  refpectivement  ; 
&  dont  la  féconde  foit  k' ,  /' ,  m',  &c.  refpecîivement  ;  nous  repré- 
fenterons  la  différence  féconde  de  cette  fonction  (  que  je  fuppofe 

être  P  )  par  dd((P  ) . .  .        :  #1  :  m,V,  ôcc). 

(4.)  Pour  avoir  une  idée  des  différences  troifièmes ,  il  faut 
concevoir  que  dans(X"'  —  X")  —  (X'  —  X)  on  fubftitue, 
au  Heu  de  x  ,  la  quantité  jc  -4-  k"  ;  alors  fi  Xvn ,  XVI ,  Xv  ,  Xv  , 
repréfeiuent  ce  que  X'",  X",  X'  ôc  X  deviennent  par  cette 

Aij 
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fubftitution,  la  quantité  ((  X™  —  X"x)  —  (Xy  ~  Xlv)  )  — 

((X"'  —  X")  —  {X'  —  X))  eft  ce  qu'on  appelle  /a  différence 

troifième  de  X ,  parce  que  c'eft  la  différence  de  deux  différence* 
fécondes.  Si  ^,  k" ,  font  les  variations  fucceffives  de  x ,  dont 
-X"  eft  fuppofé  fonction  ;  alors  pour  repréfenter  cette  différence 

troifième  ,  on  écrira  d*  (X).,.{k  *  k„). 

On  voit  par-là  ce  qu'on  doit  entendre  par  les  différences  qua- 
trièmes ,  cinquièmes ,  &c. 

De  la  manière  de  déterminer  tes  Différences 

des  Quantités* 

m 

(J.)  Lorsqu'on  a  l'expreffion  algébrique  d'une  quantité  ,  rien 
n'eft  plus  facile  que  d'en  déterminer  Ta  différence.  Par  exemple,  fi 
on  demande  la  différence  de  jc*',  x  variant  de  la  quantité  k  ;  la  quef- 
tion  n'eft  autre  que  d'évaluer  {x  +  ky  ,  &  d'en  retrancher  x\ 
Cette  différence  eft  $kx*  -+•  5  k1  x  •+■  k\ 

Déterminer  la  différence  d'une  quantité ,  eft  ce  qu'on  appelle- 
dijférencier  cette  quantité. 

(6.)  Les  règles  néceffaires  pour  cette  différenciation  ne  font 
donc  que  la  règle  commune  que  l'Algèbre  donne  pour  élever 
un  binôme  à  une  puiffance  propofée.  Mais  pour  la  commodité 
&  la  célérité  du  calcul ,  on  peut  donner  à  cette  règle  l'énoncé 
fuivant  déjà  connu  pour  d'autres  objets. 

On  fait  que  le  développement  du  binôme  x-f- k  élevé  à  la  puif 

fance m,  eftxn+m^^4-m.^*m-^'  +  m.'^.y  *',&c. 

Si  l'on  fait  attention  à  la  loi  par  laquelle  ces  termes  dérivent 
les  uns  des  autres ,  on  verra  que  leur  formation  peut  Être  rame- 
née à  la  règle  fuivante  : 

Ecrive*  en  première  ligne  ** 

Sous  cette  ligne  écrivez  l'expofant   m 

Multipliez  par  cet  expofant,  &  diminuant  l'expofant  de  x 
d'une  unité  ,  remplacez  le  fadeur  x  qui  manque  actuellement 
par  le  fadeur  k  ,  &  vous  aurez  en  féconde  ligne  m  x"-'  k 

Sous  cette  ligne  écrivez  la  moitié  de  l'expofant  actuel  de  * , 
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Multipliez  pu  ce  dernier ,  &  diminuant  l'expofant  aftuel  de 
*,  d'une  unité  ,  remplacez  le  facteur  x  qui  manque  de  nou- 
rcau ,  par  un  nouveau  facteur  *  ,  &  vous  aurez  en  troificme 


ligne  m.Zllxm-'k* 

■  1.1 

Sous  cette  ligne  écrivez  le  tiers  de  l'expofant  actuel  de  * , 
c'elt-i-dire  

Multipliez  pat  ce  dernier  ,  &  diminuant  l'expolant  de  xt  d'une 
unité  ,  remplacez  le  facteur  x  qui  manque  de  nouveau ,  par  utr 

nouveau  facteur  kt  8c  vous  aurez  en  quatrième  ligne  m  .          .  x*-l  A1» 

Continuez  de  multiplier  ainfi  ,  fuccefTtvement ,  par  le  quart ,  le 
cinquième,  Ôcc.  de  l'expofant  de  x  ;  de  diminuer  l'expofant  de  x  d'une 
unité  ;  de  remplacer  par  un  facleur  k ,  le  fatteur  jc  qui  manque 
par  cette  diminution  ;  alors  la  fomme  de  la  première ,  de  la  fé- 
conde ,  de  la  troifième ,  de  la  quatrième  ,  &c.  lignes ,  julques  à 
celle  où  l'expofant  de  x  devient  o  ,  fera  la  valeur  de  (  *-t-  k  )m  ; 
ce  qui  eft  évident  par  la  comparaifon  avec  la  première  formule. 

„  (70  Donc  pour  avoir  la  différence  de  xm  ,  x  variant  de  k  ; 
c'eft-à-dire  pour  avoir  la  valeur  de  (x  +  ^)m  — x™,  il  n'y  a 
autre  chofe  à  faire  que  d'omettre  la  première  ligne  dans  le  cé- 
fultat  de  la  règle  précédente. 

(g.)  Donc  puifque  le  polynôme  Ax?  -f-  Bx1  •+•  CxT ,  &c.  n'eft' 
qu'un  compofé  de  termes  dont  chacun  eft  compris  dans  la  forme  xm  ; 
pour  avoir  la  différence  d'un  pareil  polynôme ,  il  n'y  a  qu'à 
appliquer  à N  chaque  terme  la  règle  que  nous  venons  de  donner 
pour  xm. 

Ainfi  pour  avoir  la  différence  de  x1  —  yac*  H-  3-x—  6  ,  x  va- 
riant de  k  ;  j'écris  comme  il  fuit  : 

PrcmicTre  ligne  je»  —  j  **  -f-  3  je  —  6 

Expofans  de  *   3  1  I  o 

Seconde  ligne   3  .t»A  —  ioxA-t-j* 

Moitié  des  expofans  de  x   ±  i  s 

Troifième  ligne   3  xk*  —  1  kr 

Tiers  des  expofans  de  x   )  ^ 

ligne   *» 


Donc  d  (x*  —  Sx*-i-3x-6) . . .  (î)=3xik-+-5xkt—ioxk 
4-  k1  —  5k1     3A  ;  fomme  des  lignes  a.e  j.«  &  4? 
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(9.)  On  obfervera  la  même  règle  pour  différencier  les  quan- 
tités où  il  entrera  plufieurs  variables  ;  ainfi  ,  fi  l'on  demande 

d(&,y*)  .  .  .  (?:  /  ) ,  j'opère  comme  ci-deffous  ,  en  écrivant 
fucceflivement  fous  chaque  variable  fon  expofant ,  la  moitié  ,  le 
tiers ,  ôcc.  de  fon  expofant ,  félon  le  numéro  de  la  ligne  que  l'on 
calcule. 

Première  ligne   x<y*         •  • 

Seconde  ligne   ^x1y1k  ix'yl 

T  T  »  T 

Troifième'  ligne   3  xy'-k*  -+-  3  x*ykl  -+-  3  x*ykl  -t-  x>  l* 

Ou   3  x  y  *  k*  -+-  6  x  »*  kl  ■+-  x  '  P 

_ÎJ  L.L_J  

Quatrième  ligne   y1  kl  -+-  1  xyk*  l  •+-  4  xyk*  l-h  z  x*kP  -+-  xxkP 

Ou..   |**«  +  6xyk*l+  3x1*/» 

Cinquième  ligne   \yk  l  +  \yk>  l  -h  i**1/1  -H  {xk*P 

Ou   J***/1 

Shicmc  ligne   -\k*  lz  jt'i1 

Ou.   A'  I* 

Donc  </(*', y )...(?:?)  =  3**./*  +  2^/-»-  3*y^ 

^  3  jcA1/1  -+-  A1/1. 

(IO.)  Pour  fe  convaincre  de  la  légitimité  de  l'application  de 
la  même  règle  aux  quantités  à  deux  variables ,  il  ne  s'agit  que 
de  comparer  le  réfultat  de  (  x  -H  k  )m  x  {y  -4-  l )n  ,  trouvé  nar 
cette  règle  ,  avec  le  réfultat  du  développement  de  (  x  -h  k  )m 
x  (y-t-  /)"  trouvé  par  les  règles  ordinaires  de  l'Algèbre. 

Par  celles-ci  011  trouvera 

m  n  m-t    „  m— I     m-l    n  »  m—  î    m  —  *      »»-»   n.l  - 

j*  y  +jiï      y  ___  x       y  k  -h  m.  — — .  — y  k  ,  &c. 

H-nx  .y       /+mnx       y      */  -f-mn. — - — .x       y       k  l ,  &c. 

+  n.-  .x  y      /   -+-  mn  .   .x      y       *  /    ,  &c. 

n  _  i       »  —  t       m    n  —  J    I  _ 

„  .  1 — L  2— i  .  x  y      l  y  &c. 

»  i 
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Et  en  appliquant  notre  règle ,  on  trouve  comme  il  fuit  : 


ligne.  xmy*> 
m  a 


a,*  ligne,    mx       y  k  +  nx  y  /, 

m- '    n  m   _n-  I 

2         1  11 


j.  ligne..      m.-—.*     >•  *   H  .  x       y  H  .*      y  kt 

»  i  i 

•      •  • 

4-  n  .    .  *  y     /  » 

i 

m-t      m-i  n  l  m-l    n-!  n~  i       m  n-i  ■ 

0,1  •      m*   •*     y  *  +mnx     y      kl  +  n.  .  *  y     /  , 

i  i 


m- 1    m - i 
m  .  .  

*  5 

m-i  n 

-h  mn  .  -J^Ll 

m-*  n-I 

? 

^    w  n    n —  i 

.  *  y 

m—t  n—x 
.  X  y 

T  '  1 

m- 1   m - 1 

m  

m-t  n 

T            1/  t 

•            ■              t  J 

-H  m  n  .  >        .  x     ^  i 

3 

n  -  1      n-ï    m  n- j  t 

xy  li 


•  ••*•* .  • 

i 


Où  l'on  voit  que  la  tomme  des  a»'  3/  &  4.*  lignes,  donne 
abfolument  le  même  réfultat. 

(  I  T  .)  On  démontrera  de  la  même  manière,  que  la  même  règle 
s'applique  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

Et  puifque  nous  avons  démontré  (  2  )  que  pour  avoir  les  difc 
férences  fécondes  ,  il  ne  s'agiflbit  que  d'appliquer  aux  diffé- 
rences premières  les  mêmes  règles  par  leiquelles  on  trouve 
celles-ci  ;  &  qu'il  en  eft  de  même  des  différences  troifièmes  ,  qua- 
trièmes &c.  la  méthode  pour  prendre  les  différences  quelconques 
des  quantités  fe  réduit  donc  à  la  feule  règle  que  nous  avons 
donnée  (4).  Préfentons  feulement  un  exemple  des  différences 
fécondes. 
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Qu'il  foit  queftioa  de  trouver  la  valeur  de  dd{xl  -4-  *x*y 
*—  5*y-f-  ay*  -a*+3j  +  5)...(  :  /f/'  ),  j'écris  comme 
il  fuit  : 

KgM   ac'  4-  i  *\y  —  3  wy  4-  ijy1  —  i  x  4-  3?  4-  « 

3  *  I  II  t  l  10 

»•*  ligne  •   3***4-  4xyk  -h  ix1/  —  3y*  —  xxl  +  tyl—  xk  4-  3/ 

i  ii.         i       T.         i       1         •  i 

»  !»  1  »  1»  »* 

KgB«   3***+  *y**  4-  ixA/4-ix/fc/  —  {kl  —  |A/4-  i/« 

ou  •••   3  ***  4-  *ykx  4-4  x*/—  3*/ 4-  if» 

il  T  T  T 


4-«  lig«e. 


ft'4-$A*/-HA*J 
*»4-»*V 


Donc  i.* 


=  3  x*k  4-  4X.y*       »x*/  —  3y*  —  jx/  —  xk 

4-  4>/  4-  3***  4-  il 
4-  xyA*4-  4**'  —  3*/ 


: 


4-  */*    f  différence 


ligne  pour  la 


I  i 


*.*ligne.*xM'  4-  4y**'  «4-  4**/'  —  3*/'  —  3/*' 

4-  4**'/ 4-  4/^  4-  3***' 
4-  1AV4-  4**7 


1 


X 


V'Ugne.3U'»  4-  »**7'  4-  xkk'l' 

4-  »*'** 

pu... ...3**'*  4:  4**7' 4-  **** 

Donc 

—  <**A'4-  4.y**'  4-  4xA/'4-4**'/  -t-  3  A*"  4-i*"/ 

4-  ***/'  4-  4**7  4-  4**'''  +  3***'  *+■  4//'    —  3*/'  -  3/*' 
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Remarque  générale  SC  fondamentale. 

(12.)  Quelque  foit  le  nombre  des  variables  qui  entrent  dans 
la  quantité  qu'on  veut  différencier ,  &  à  quelque  dimenficn  que 
ces  variables  montent ,  foit  enfemble  ,  foit  féparément ,  on  peut 
obferver  généralement  : 

i.°  Que  fi  T  marque  la  plus  haute  dimenfion  à  laquelle  montent 
les  variables  ,  foit  enfemble,  foit  féparément,  T —  i  fera  la  plus 
haute  dimenfion  à  laquelle  elles  monteront  dans  la  différence 
première  ;  puifque  la  règle  prefcrit  de  diminuer  d'une  unité 
l'expo/ant  de  la  variable  fur  laquelle  on  opère. 

Que  par  confëquent  T  —  2  fera  la  plus  haute  dimenfion  à  la- 
quelle les  variables  monteront ,  dans  la  différence  féconde  ;  T —  $ 
fera  la  plus  haute  dimenfion  à  laquelle  les  variables  monteront 
dans  la  différence  troifième  ;  &  en  général  T  —  n  fera  la  plus 
haute  dimenfion  à  laquelle  les  variables  monteront  dans  la  diffé- 
rence de  l'ordre  n.  En  forte  que  fi  l'ordre  de  la  différence 
a  le  même  expofant  que  celui  de  la  plus  haute  dimenfion 
des  variables ,  la  dimenfion  des  variables  dans  la  différence  fera 
zéro  ;  c'eft-à-dire  ,  que  la  différence  ne  renfermera  plus  aucune  des 
variables  ,  &  fera  une  fonction  de  leurs  variations  particulières. 

Par  exemple  d(ax  -hby     c  )  ( )  =  ak  •+•  bl ;  où 

l'on  voit  que  x  &  y  n'entrent  plus  ,  mais  bien  leurs  variations 
particulières  k  6c  L" 

Pareillement ,  on  trouvera  ,  par  la  règle  ci-defTus ,  que 

dd{ax*       bxy  ■+«  cy  H-  ex  -+-  fy  -4-  g) . .  .  {k*kr  fj,) 

2akk  -+•  bkï  •+•  bk /-+-  2  clt  y  où  l'on  voit  que  x& y  ne  fe  trou- 
vent plus ,  mais  feulement  leurs  variations  particulières  k ,  k  ;  /,  /. 

2.0  Que  s'il  y  a  des  quantités  confiantes  dans  la  fonction  qu'on 
veut  différencier ,  c'eft-à-dire  ,  s'il  y  a  des  termes  où  aucune  des 
variables  ne  fe  trouve ,  ces  termes  ne  pourront  pas  fe  trouver  dans 
la  différence  première,  ni  par  conléquent  dans  les  différences 
ultérieures  ;  puifque  la  règle  prefcrit  de  les  multiplier  par  l'expo- 
iànt  de  la  variable  qui  eft  ici  zéro. 

3.0  Que  les  termes  où  les  variables  ne  partent  pas ,  foit  er- 
fèmble  ,  foit  féparément ,  la  première  dimenfion ,  ne  pourront  fè 
trouver  dans  la  différence  féconde  ,  puifque ,  par  la  première 
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différenciation  ,  ils  feront  tous  devenus  des  termes  conftans ,  & 
que  par  conféquent  ils  difparoîtront  par  la  féconde  différenciation. 
Par  exemple  ,  fi  on  a  à  différencier  ,  deux  fois  de  fuite  ,  la 
quantité  a  x*  •+•  bxy  ■+-  cyx  -4-  -4-  g,  la  quantité  g  ne 

fe  trouve  plus  dans  la  différence  première  qui  eft  2axk  -4-  ïyk 
H-  bxl  acyl  -4-  ek  ■+•  fl  -4-ûÂ:1  -4-  bkl  -4-  cl*.  Pareil- 
lement, les  termes  ex  &  fy  ne  bifferont  aucun  veftige  dans  la  dif- 
férence féconde  qui  eft  ia kk  -4-  bkt  -4-  b kl  «4-  2  c If,  parce  qu'à 
la  première  différenciation ,  ils  font  devenus  c  k  &/Z,  qui  étant  des 
confiantes  ,  ne  peuvent  plus  fe  trouver  dans  la  différence  fuivante. 

On  voit  donc  de  môme ,  que  les  termes  où  les  variables  ne 
pafTeront  pas,  foit  enfemble,  foit  féparément,  la  dimenfion  2,  ne 

Î>ourront  fe  trouver  dans  la  différence  troifieme  ;  &  qu'en  général , 
es  termes  où  les  variables  ne  pafferont  pas ,  (bit  enfemble,  foit  fépa- 
rément, la  dimenfion  n  —  1 ,  ne  pourront  fe  trouver  dans  la  diffé- 
rence de  l'ordre  n. 

Comme  les  différenciations  que  nous  aurons  à  faire  par  la  fuite  , 
feront  toutes,  ou  prefque  toutes,  de  l'ordre  de  la  dimenfion  totale 
des  quantités  ,  il  eft  donc  à  propos  d'expofer  ici,  les  Amplifications 
que  les  obfervations  que  nous  venons  de  faire  ,  peuvent  apporter 
dans  l'ufage  de  la  méthode  de  différencier. 

Réductions  dont  ejl  fufceptible  la  règle  générale  pour  diffé- 
rencier les  quantités  ,  lorj qu'on  a  a  différencier  plufieurs 
fois  de  fuite» 

(13.)  Puifque  les  termes  où  les  variables  ne  panent,  ni  enfemble, 
ni  féparément,  la  dimenfion  n  —  1  ,  ne  peuvent  fe  trouver  dans  la 
différencielle  de  l'ordre  n ,  il  s'enfuit  donc  qu'on  peut  fimpli- 
fier  confidérablement  les  calculs  qu'on  auroit  à  faire ,  fi  dans  les 
cas  de  plufieurs  différenciations  confécutives  ,  on  fuivoit  à  la 
lettre  la  règle  générale  que  nous  avons  donnée  d'abord. 

Cette  fimplification  confifte  à  rejetter ,  avant  toute  opération  , 
tous  les  termes  de  toutes  les  dimenfions ,  depuis  o  jufqu'à  n  —  1 
inclufivement ,  n  marquant  le  nombre  de  fois  qu'on  a  à  différencier. 

Ainfi  fi  on  a  à  différencier  deux  fois  de  fuite  la  quantité  a  x% 
•4-  b  xy  -4-  cy%  -4-  e  x  •+-  fy  -4-  g ,  la  queftion  fe  réduira  à  diffé- 
rencier deux  fois  de  fuite  la  quantité  a  x1  -f-  b  xy  -4-  cy\ 
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Si  on  a  à  différencier  deux  fois  de  fuite  la  quantité  ax* 
bx'y  -f-  cjc1^  -+-  ex/'  -h  fxy\  -+-  ■+•  Ajr'  H-  /y*  \ 

my  ^ -+- az -f-  2?  jc,-+-^jc^-Hrj:^-hfl/y!-4-^/y^-f-c/^,H-f;/x 
■+> /"'jy  -4-  g'ç  -f-  A' ,  la  queftion  fe  réduira  à  différencier  deux 
fois  de  fuite  la  quantité  ax1  -+-  bxxy  -+•  cx\~\-  exyx  -+- /Vy^ 
H-  gx^-i-ky*  -+•  ly\-+-  my£  -hn^  -hpx1  •+-  jxy  +  rx^ 

Et  s'il  s'agiffoit  de  différencier  trois  fois  de  fuite ,  la  queftion 
fe  réduiroit  a  différencier  trois  fois  de  fuite  la  quantité  a  xl  H- 
b x  y  -f-  c xx  \  -+-  e xyx  ■+-  fxy\-+-gx£  -h Âjy' -h  ly\-+-  my  x.* 
-h  n  VJ. 

(14.)  Cette  Amplification  n'eft  pas  la  feule  qui  réfulte  des  or> 
fervations  précédentes.  Lorfqu'après  avoir  rejetté  les  différens 
termes  que  nous  venons  de  faire  voir  ne  pouvoir  faire  partie  de  la 
différencielle,  on  procédera  à  la  différenciation  des  termes  reftans; 
on  doit  encore  obferver ,  que  dans  le  calcul  des  différentes  parties 
que  nous  avons  appellées  Lignes  ,  il  fera  fuperflu  de  calculer 
au-delà  de  la  ligne  du  numéro  T —  n  -4-  2  ,  T  marquant  la 
dimenfion  totale  de  la  quantité  qu'on  veut  différencier  ,  &  n  le 
nombre  de  différenciations  qu'elle  doit  fubir. 

En  effet ,  puifque  la  dimenfion  totale  diminue  d'une  unité  à 
chaque  ligne,  à  compter  de  la  féconde  ,  lorfqu'on  fera  arrivé  à  la 
ligne  du  numéro  7 — n  ■+-  2  ,  la  dimenfion  fera  n — 1  ;  donc  il 
eft  clair  que  les  lignes  que  l'on  calculeroit  au-delà,  étant  de  dimen- 
fions  inférieures  à  n  —  1  ,  difparoîtroient  par  les  différenciations 
fucceflives  ;  il  eft  donc  inutile  de  les  admettre. 

Donc  fi  le  degré  de  la  différencielle. ,  eft  égal  à  celui  de  la 
dimenfion  totale  de  la  quantité  à  différencier  ;  i.'on  ne  retiendra 
de  celle-ci ,  que  les  ternies  de  la  plus  haute  dimenfion  :  2.0  &  à 
chaque  différenciation ,  on  n'ira  pas  au-delà  de  la  féconde  ligne. 

Par  exemple ,  fi  on  a  à  différencier  trois  fois  la  quantité  x* 

—  3  xy  \  •+•  2y*  —  x'  +  îjc?  — y  -+-  2^  —  2  : 

i.°  On  rejettera  les  dimenfions  2,1  &  o  ,  ce  qui  réduira 
cette  quantité  à      —  3  xy\-\-  2 y'. 

2.0  On  ne  prendra ,  dans  la  différence  première  ,  que  la  féconde 
ligne,  qui  fera  3  jc1  k  —  3 y  ik  —  3  x     —  3  xy  m  -+-  6y*  L 

3.0  On  ne  prendra ,  dans  la  différence  féconde  ,  que  la  fé- 
conde ligne  ,  qui  fera  6xkk  —  3\kl'  —  3  y  km'  —  3^1  k' 

—  3  xlnï  —  3ymk  —  3xmt  \2ylL 

Bij 
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4°.  On  ne  prendra  ,  dans  la  différence  troifième ,  que  la  fé- 
conde ligne,  ôc  onauratf*^*"  —  îkl'm"—  jkmT  —  j/A'm" 

—  3lmrk"  —  3  mkl'  —  3  mW  -+-  izlHH',  pour  la  différence 
troifième. 

Remarques  fur  les  différences  des  quantités  décroiffantes. 

(1  5)«  Jufqu'ici  nous  avons  fuppofé  que  chacune  des  variables 
alloit  en  augmentant.  Si  au  contraire,  elles  alloient  toutes  en 
diminuant  ,  il  ne  feroit  pas  pour  cela  néceffaire  d'établir  des 
règles  différentes  ,  mais  feulement  de  faire  un  léger  changement 
dans  les  fignes. 

En  effet ,  fi  x  au  lieu  de  devenir  x  -+-  k ,  devient  x  —  k ,  il  n'y 
a  d'autre  différence  entre  ces  deux  états  ,  qu'en  ce  que  k  devient 

—  k. 

Mais  à  l'égard  de  la  différentielle ,  il  y  en  a  encore  un  autre  ; 
car  s'il  s'agit,  par  exemple,  de  différencier  x"  ;  dans  le  premier  cas, 
on  a  à  développer  (  x  -+-  k  )"  —  xm  ;  &  dans  le  fécond  cas ,  c'eft 
xm  —  (x  —  k)m. 

Or  fi  dans  ce  dernier  cas  ,  on  avoit  à  développer  ( x  —  k)m 

—  x"  ,  il  eft  clair  qu'il  n'y  auroit  autre  chofe  à  faire  qu'à  différen- 
cier xm  fui  van  t  les  règles  précédentes  ,  mais  en  faifant  varier*, 
de  la  quantité  —  k ,  au  lieu  de  le  faire  varier  de  k. 

Donc ,  dans  le  cas  de  xT  —  (  x  —  k  )m ,  on  différenciera  x™, 
en  faifant  varier  x ,  de  la  quantité  —  k  ;  puis  on  changera  tous  les 
fignes  du  réfultat  ;  ou  bien  on  écrira  ,  à  mefure  ,  chaque  partie  du 
réfultat ,  avec  un  figne  contraire  à  celui  qu'elle  auroit  dans  la 
différenciation  faite  en  faifant  varier  x  de  —  k. 

(l6.)  On  voit  par-là  que  ,  généralement  parlant,  la  diffé- 
rencielle  d'une  fonction  prife  en  regardant  comme  croiffantes , 
toutes  les  variables  qui  entrent  dans  cette  fonction  ,  eft  diffé- 
rente de  cette  même  ditférencielle  prife  en  les  regardant  toutes 
comme  décroifTantes.  Il  y  a  néanmoins  deux  cas  où  ces  deux 
différencielles  font  les  mêmes.  Le  premier  eft  celui  où  les  va- 
riations particulières  des  variables  font  infiniment  petites.  Le 
fécond ,  eft  celui  où  la  quantité  doit  être  différenciée  autant  de 
fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'expofant  de  la  plus  haute  dimenfion 
de  cette  quantité. 
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Ce  dernier  cas  eft  le  feul  qui  nous  intéreffe  dans  cet  Ou- 
vrage :  ainfi  dans  les  différenciations  que  nous  aurons  à  faire 
par  la  fuite  ,  nous  n'aurons  aucun  befoin  d'examiner  fi  nos 
variables  doivent  être  confidérées  comme  croiffantes  ou  comme 
décroiffantes.  Nous  différencierons  en  fuivant  les  règles  que  nous 
avons  données  d'abord. 

De  quelques   quantité   qui  peuvent   être  différenciées 
par  un  procède  plus  fimple  que  celui  qui  réfulte 
de  la  règle  générale, 

(17.)  Les  principes  que  nous  venons  de  donner  font  géné- 
raux ,  &  pourroient  même ,  avec  quelques  légers  changemens , 
être  appliqués  aux  quantités  fractionnaires  ,  ôc  aux  quantités 
irrationnelles.  Ils  peuvent  être  d'ufage  pour  convertir  en  férié 
des  fondrions  de  plufieurs  variables  >  Ôc  pour  beaucoup  d'autres 
objets.  Mais  notre  but  n'eft  pas  de  dhcuter  ces  ufages.  Nous 
allons  feulement  confidérer  quelques  quantités  rationnelles  qui 
peuvent  être  différenciées  dune  manière  plus  expéditive  que 
par  la  règle  générale  :  nous  ne  confidérerons  que  celles  qui 
nous  feront  utiles  par  la  fuite. 

Si  on  a  à  différencier  une  quantité  telle  que  (x  -+•  a), 
(  x  -+-  a  -4-  £  ) .  (  x  *t-  a  •+•  2  b  ) .  (x  a  -f-  3  b)  .  .. 
(x  •+•  a  •+-  (n  —  i)b) ,  n  étant  le  nombre  des  fadeurs ,  &  que 
la  quantité  dont  x  doit  varier ,  fbit  b  ;  la  différencielle  fera 
nb  .(x+a  +  i).(x  +  fl+2i).(*+a  -+-  3  b).  .  . 
(  x  -f-  a  -h  (  n  —  1  )  b  ) ,  il  —  1  étant  le  nombre  des  fadeurs 
en  progreflion  arithmétique. 

Mais  fi  la  variation  doit  être  —  b  ,  la  différencielle  fera 
nb  (  x-+-  a  )  .  (x-f-  a-hb) .  (xH-  a-H  2  £)...(*-+- a-*-  (n  —  2)  b)  , 
n  —  1  étant  le  nombre  des  fadeurs  en  progreflion  arithmétique. 

En  effet , 

''[(*  +  a).(*  +  a  +  ^).(x  +  a  +  ii)...(*+a  +  (»i-i)i')]...(-^  ). 

ss(*  +  fl+/),(*4.a+i*)i(*+a+  +  «  + 

—  (x  -+-  a).(x4-*n-3).(x-f-  a      »*)...(%  ■+-  a  -+-  [n  —  i)*) 
= [  (x  -f-  a ■+■  *).(*     a  -+•  i  i>).(x  +  a  ■+•  j  *)...(*  ■+•  a  h-  (n  —  i) l>)  ].(*  +  a  +■  ni— x — a) 
=      (x  +  a      i).(x      a  •+-  **).(*  +  a  +  j  *).,.(*  ■+■  a{n  —  i  )  *. 
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Pareillement  , 

<?[(*  +  a).(x-ha  ■+-*).(*  +  «-f-  »  *)...(*  +  a  •+-  (n  —  i  )*)]...  (_f 

s=  (x  +  «).(*-+-*-*-*).{ »*)•••(*+«  +  (»— i)  *) 

—  (x  -4-  a  —     .  (  x  -+-  a  ).  (  x-+-a-f-£  )  . . .  (  x  ■+■  a  ■+■  (  n — t)*) 

=  [(x  -+-  a  ).(x  -t-o-t-  l>j.(x  -t-  a  -+-  i/>).Jx  ■+■  a+  {n — i)A)J.(x  •+■  a+{n  —  r)A — lé — <t-f-  fi) 

=  n*.{x  +  rt).(x  •+•  a  4>4)i(x<fi4>»>},„(xt«4'(a  — 

j  femmes  des  quantités. 

(I  80  Si  on  conçoit  que  P  repréfente  une  fonction  quelconque 
d'une  ou  de  plufieurs  variables  x,  y,  ^,  &c.  &  que  donnant 
fucceflivement ,  à  chacune  de  ces  variables  ,  les  valeurs  k  ,  l  ,m  , 
&c.  h! ,  l',  m' y  &c.  k" ,  l" ,  m" ,  &c.  refpe&ivement ,  la  quantité  P 
devienne  fu cceflivement  P' ,  P"  ,  P'"  ,  &c.  la  fomme  P  F  •+< 
ju//  ^_  f '#  (  &c>  eft  ce  qUe  nous  appellerons  fomme  de  P  ,  &  que 

nous  repréfcnterons  par  fP. 

Nous  n'entreprendrons  pas,  à  beaucoup  près  ,  de  traiter  cette 
madère  dans  toute  l'étendue  dont  elle  eft  lulceptible  :  nous  n'avons 
befoin  pour  notre  objet ,  que  d'une  branche  très-particulière  de 
cette  théorie ,  6c  nous  -nous  y  bornerons. 

Nous  ne  confidérerons  donc  que  les  fonctions  d'une  feule 
variable  ;  &  de  celles-ci  nous  ne  prendrons  que  celles  qui  font 
rationnelles  ,  &  fans  divifeur  variable. 

Nous  fuppoferons  d'ailleurs  que  la  variable  croît  ou  décroît  par 
degrés  égaux. 

Des  fommes  des  produits  dont  les  facteurs  font 
en  progrejfion  arithmétique. 

(  I  y.)  Ces  produits  font  généralement  représentés  par 
{x-i-a).(x~ha-+-b).(x-ha-t-2b)...(x-ha-ï'(n —  i)b), 
n  étant  le  nombre  des  fadeurs. 

Si  on  conçoit  que  l'on  fubftitue  fucceffivement  au  lieu  de  x ,  les 
quantités  x  —  b  ,x  —  2b  ,  x  —  3  £ ,  &c.  les  quantités  dont  il 
s'agit  d'avoir  la  fomme  feront  donc 

(jc-+-a).(jc-4-û-t-3).(jc-f-a-+-  2  £)...(* -4-  a-h  (n  —  i)b) , 
(x+a —  b).{x-\-a).{x  a-\-b)...{x-h  a-)-{n  —z)b)9 
—  2  b).(x-+-  a— -  b).(x-\-a). .  .\x  -4-  a-¥-  (  n  —  3)  i>  ) , 
(*-+-<z  —  3^).(jc-+-a—  2A).(a-  +  û~ b)...{x-*-a-\-  (n  —  4)b)9 
&c. 
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Soit  P  la  fomme  cherchée  de  tous  ces  produits  j  &  P'  la  Com- 
me de  tous  ces  produits  ,  excepté  le  premier  ;  on  aura  P  —  P'  =» 
(x-ha).£x-ha-*-b).(x-ha-4-  2  h)  ...(«•+-  a     {n —  1)  b). 

Ôr  P  —  P '  =  d{  P  ) . . .         ;  on  a  donc  </  (  P  ) . . .  (  J^)  — 

(Ar-f-û)(jcH-û-f-^)(jc-4-a-h2^)...(jcH-fl-f-(«  —  1)  b). 

La  queftion  de  trouver  P  eft  donc  réduite  à  cette  autre  ;  Trouver 
quelle  eft  la  fonction  de  x  dont  la  différence ,  x  variant  de  —  b  , 
foit  (*-+-  a).(x-+-a-+-  b).(x-+-  û+  2  b  )...( [x  -4-  a  -+■  (n —  1  )£). 

Or,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  (17),  il  eft  facile  de  voir  que 

cette  fonction  eft  1  i)t.{x-\-a).{x-*-a-*-b).{x-*-a-*-2b)... 
(jcH-rtH-/z^ ),  /1  -4-  1  étant  le  nombre  des  fadeurs*. 

On  a  donc  P  =  ^ g  _J  t  .(ac-f-fl).(jc-+-a-4-^).(x-+-a-f-2^)., 

(20.)  i.°  Nous  avons  fuppofé  que  la  variation  de  x  étoit  pré- 
ci  fément  égale  à  la  différence  b  qui  règne  dans  la  progreflion  des 
facteurs.  Nous  verrons  dans  peu  ,  comment  on  détermine  la 
fomme  ,  lorfque  cette  variation  eft  égale  à  toute  autre  quantité. 

(2  I.)  2.0  Puifque  (  1 2  )  les  termes  conftans  qui  fe  trouvent  dans 
une  quantité  qu'on  différencie  ,  ne  peuvent  plus  exifter  dans  la 
différence  ;  il  s'enfuit  que  lorfqu'ii  s'agit ,  comme  dans  le  cas  que 
nous  venons  de  traiter ,  de  repaffer  de  la  différence  à  la  quantité 
même  dont  elle  eft  la  différence  ,  on  doit  toujours  ajouter  une 
confiante  à  cette  quantité.  A  envifager  la  chofe  du  côté  du  calcul 
feulement ,  cette  confiante  peut  être  telle  qu'on  voudra  ,  puifque 
telle  qu'elle  foit ,  la  différencielle  fera  toujours  la  même  ;  mais 
dans  cliaque  queftion ,  cette  confiante  a  toujours  une  valeur  que 
l'on  trouve  facilement  par  les  conditions  de  la  queftion. 

Nous  repréfenterons  dorénavant  cette  confiante  par  C  ;  ainfi  la 
valeur  de  P  que  nous  venons  de  trouver ,  eft  plus  généralement 

p=  (^rrrr(x  •+•«>•<»■+"  «■*•*).(* 

(  x      a  -4-  n  b  )  C. 

•  Il  faut  faire  attention  ,  dans  la  comparaifbn  avec  ce  qui  a  été  dit  (  17)  q«  ce  qui  ctoit 
n  dans  cet  endroit ,  eii  ici  n  4-  1, 
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Pour  donner  un  exemple  de  la  manière  de  déterminer  cette 
confiante  C  ,  luppofons  qu'on  demande  la  fomme  des  produits 
2x4x5, 4x5x8,  5x8  x  10,8x10x12  jufqu'à  14  x  16  x  18, 
nous  avons  donc  (x  -+-  a) .  (.x  -4-  a  H-  b) .  (  jc  •+•  a  -f-  2^)  = 
14  x  i5  x  18  ;  &  n  —  3. 

Suppofons  a  e=  3  =  2  ;  nous  aurons  x  =  12.  Donc  P  = 

14  x  i5  x  18  x  20  H-  C. 

Mais  puifqu'on  ne  veut  la  fomme  que  depuis  2x4x5;  fi  on 
compare  ce  produit  à  (  jc  -h  a).{x  -+-  a-\-  b).{x  -h  a  -f-  2  b)  , 
on  aura  x  =  o  ;  il  faut  donc  que  lorfque  x  =  o ,  la  fomme  P 

devienne  2  x  4  x  5;  on  a  donc  2x4x5=  —  x2X4x5x8 

r+-  C;  donc  C—  48  —  48  =  o.  La  fomme  cherchée  eft  donc 

Amplement^  x  14x15x18x20.  C'eft-à-dire ,  10080  ;  ôc  il  eft 

facile  de  s'aflurer  que  cela  eft  en  effet ,  en  réalifant  les  produits  & 
faifant  la  fomme. 

Si  aulieu  de  fuppofer  a  =  2  ,  nous  eufTions  fuppofé  a  =  o  ; 
alors  nous  aurions  eu  pour  valeur  finale  de  * ,  jc  =  14  ;  &  pour 

valeur  initiale  x  —  2  ;  la  fomme  feroit  donc  P  =  —  x  14  x  i5  x 

18  x  20  -f-  C.  Et  pour  déterminer  la  confiante  C,  nous  aurions 
cette  condition  que  lorfque  x  =  2  ,  la  fomme  P  doit  devenir 

2  x  4  x  5  ;  nous  aurions  donc  2x4x5  =  —  X2X4x5x8-f-C; 

donc  C  =  o  ;  donc  P  a  encore  pour  valeur  10080 ,  ainfi  que  cela 
doit  être- 

Des  fommes  des  quantités  rationnelles  qui  non,  pas 
de  divifeur  variable. 

(22.)  Supposons  d'abord  ,  pour  plus  de  clarté,  que  Ton 
demande  de  fomnier  une  quantité  fimple ,  telle  que  jc'  ou  mx\ 
La  queftion  propofée  de  cette  manière  eft  indéterminée ,  parce 
qu'il  faut  fçavoir  de  plus  par  quels  dégrès  on  fuppofe  que  x  croît 
ou  décroît.  Suppofons  donc  que  *  décroît  par  des  degrés  égaux  zb. 

Alors  le  vrai  fens  de  la  queftion  eft  celui-ci  :  fuppofant  que  x 
devient  fuccefTivement  x  —  b,x  —  2b ,x  — -  3  £,&c.  on  de- 
mande la  fomme  des  quantités 

m  x1 , 
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mx* ,  m{x  —  by  y  m{  x  —  2  b)* ,  m(  x  —  3  3 ■)' ,  &c. 

Pour  réfoudre  cette  queftion ,  je  la  réduis  à  celle  que  nous 
avons  réfolue  (  19  )  ,  en  ramenant  mx*  à  la  forme  (x-hb). 
(  x  -+■  2  b  ) .  (  x      3  b  )  &c. 

Je  fuppofe  donc  mx*  =  À{x+b).{x')r2b).{x-\*ib) 

j'aurai  donc 

/nxJ=^'+  6Ab x*  -\-  \  \  A  b%  x  -¥  6  A  b* 
+  Bx%     +3Bbx  -h2Bb\ 
+  Cx  -+-Cb 

&  comme  cette  égalité  doit  avoir  lieu  quelle  que  fbit  x,  j'en  conclus 
A^m,6  Ab-hB  =  o,  11  A  b* +  3  Bb  +C=o,  6  Ab*  -+■ 
2j?£*-t-C*-+-D  =  o;  c'eft-à-dire, 

A  =  m ,  B  =  —  6  mb,  C=  7  mb* ,  D=a  —  m  j  donc 
mx*  =  m(  x     b  ).  (  x  -4-  2  b)  .{x       3*)  — 

(  x  H-  2  £  )  -+-  7  mi1  (x  -\-  b)  mb1 

La  valeur  de  mx*  eft  donc  compofée  de  quatre  parties  dont 
chacune  eft  de  la  forme  de  la  quantité  que  nous  avons  (ip)  en- 
feigné  à  fommer.  On  trouvera  donc  facilement ,  par  ce  qui  a  été 
dit(ip),  que 

fmx*  =  -f.  b).{x  -+>  2b).  {x-**  3b)*{  x  -+-  *b) 

—  2w(x+  i).(x  +  2^).(x  +  ji) 
-4-  (x-+-b).{x-i-  2b)  —  mbl{x  +  b)->rC 

C  étant  la  confiante  néceffaire  à  la  fomme  (21). 

(  2  3  •)  Suppofons  actuellement  qu'on  ait  une  quantité  telle  que 
mx*  -+-  n x*  -4-  p x  -4-  q  :  on  voit  que  chaque  terme  pourra  être  , 
comme  nous  l'avons  fait  pour  mx* ,  réduit  à  la  forme  (  x  -h  b  ) . 
(x  -4-  2b).(x  H-  5  £  ) ,  &c.  donc  la  totalité  pourra  aufli  être 
réduite  à  cette  forme.  Donc  fi  j'ai  à  fommer  une  quantité 
telle  que  mx*  -+-  n x%  H-  p x  •+•  q ,  je  fuppoferai  tout  de  fuite 
mx*  -t-nx*  -\-px-+-q  =  A{x  -4-  -f.  2^).(x  -h  3  b) 

-i-B(x  -f-  -4-  2*) 

&  ayant  déterminé  les  coëfficiens  B,  C,  D ,  en  égalant  les 
coëfficiens  des  mêmes  puiflances'de  x  dans  les  deux  membres  de 
l'équation  ,  il  me  reliera  à  fommer  la  quantité  A.  (x  -4-  b). 

C 
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(x  -h  2  b)  .  (*'«+"  3  b)  -4-  £.  (*  -4-  M  .  (*  -4-  2b)  -4- 
C.(x-*-b)-h  D,  ce  qui  eft  facile  d'après  ce  qui  a  été  dit  (  1 9),  &  donne 

H-  -+»  2*).(*  -4-  3*).(jc  -4-  4*) 

H-  -^-.(*  "+*  a£).(x  -h  3b) 

+  JL.(x  +  h).{x+  2b) 

-h  -y-.(*  -4-  *)  -h  C, 

quantité  dans  laquelle  on  fubftituera  pour  ^ ,  5 ,  C ,  D  ,  leurs 
valeurs. 

(  2  4.)  Si  on  fait  attention  à  la  forme  de  la  Comme  ,  tant  dans  cet 
exemple  que  dans  le  précédent  ,  on  voit  que  le  procédé  peut 
encore  être  préfenté  Cous  un  point  de  vue  plus  fimple.  Au  lieu 
de  ramener  la  quantité  propoCée,  à  la  £brme(  x  •+■  b  ).(x  •+•  2  b  ) . 
(  x  ■+•  3b)  &c.  on  remarquera  que  puiCque  la  Comme  eft  auffi  de 
cette  même  Corme ,  on  peut  tout  de  luite  CuppoCer  cette  Corme  à  la 
Comme ,  &  déterminer  les  coëfficiens  de  cette  Comme  comme  il 
Cuit.  Reprenons  l'exemple  de  mx*. 

(25.)  Je  CuppoCerai  tout  de  Cuite  , 
jnix*  ~  A.{x  -4-  b).(x  ■+•  2b). (x  H-  3b). (x  -4-  +b) 

-h  B.{x       b).{x  •+-  2b). {x  -h  3b) 

-+-  C.(x  H-  b).(x  -4-  2b) 

-4-  D.(x  -4-  b)  -4-  C; 
alors  pour  avoir  les  coëfficiens,  je  différencierai  (17)  chaque 
membre ,  ôc  j'aurai , 

mx«  s=*Ab  .  (x  +  *)  .  (x       »*)  .  (x  +  3*) 
-hlBt  .  (x  +  *)  .  (x  ib) 
-+-  i  Cb  .(x  -+b)  Db. 

Ceft-à-dire, 

mx'  =  ^Abx*  -4-  i4^**x*      44^*»x  14^** 
-+-   3  ^  i  x1  -+- 

ifi  x  -4-  iCb* 
-4- 

J'aurai  donc 

=  m,  lâfAb*  -4-         =  o, 

44 ytf A'  -4-  -4-  2Cb  —  O, 

2±Ab<  -H  6Bb>   -4-  2Cb%  ^  Db  =-0; 
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Ceft-à-dîre , —         B  =  -  2  m,  C=         D  —  m*4; 

ce  qui  donne  pour  /ro*'  précifément  la  même  valeur  que 
ci-devant. 

(26.)  On  voit  donc  ,  en  général ,  que  fi  on  a  à  fommer  un 
polynôme  rationnel  &  fans  divifeur  variable,  tel  que  ax?-h 
p  xf  -+-  cxr>  ôcc.  On  fuppofera 

J* [4*?  +  i*,+  fxr+*c.)=i.(*  +  i).(ï+i*).(x  +  îi)...(*+(^+')'') 

-+-  £ .  (x -\- b)  .{x if) . (jc  4-  3 b)..,[x-t-pb) 
H-  C.{x  +  b).(x+-  3 *,...(*-♦-(>  — 

4-     .  (*  4- *)  .  (x  -+■  xb) .  (x  -f-  3*)...(x H- (;>  —  1) . t)  + 
+  +  +  + 

en  fuppoiàntque  /?  eft  le  plus  grand  des  expofans  p,  q,  r,  ôcc. 
6c  l'on  déterminera  les  coëfficiens ,  comme  il  vient  d'être  dit. 

Si  on  avoit  (  a  xp  -+-  b  x1  c  xT  ■+■  ôcc.  )*  ;  en  développant  cette 
puiflance ,  on  reviendroit  au  cas  précédent. 

(27.)  On  voit  donc  par-là  comment ,  ainfi  que  nous  l'avons 
promis  (20) ,  on  peut  fommer 

(x-f-<2).(ac-+-a-*-A).(jc-4-fl-+-2^)...(jc-+-<2-f-n — 1)  ,è 
dans  la  fuppofition  où  x  croîtrait  ou  décroîtrait  par  des  degrés 
autres  que  b.  Si  k ,  par  exemple  ,  marque  les  degrés  par  lef- 
quels  on  fuppofe  que  jc  croît ,  on  fuppolera 

J  {x       a)  ,  (x  -\-  a  +■  *).(*  «4-  4  +■**)...(*-*-  «  -t-  (n  —  i  ) .  *) 
=  A  .{x  ■+■  k).(x  -h  xk).{x  -4-  3  *)...(*  4-  (n  -+-  O-*) 
-h  B  .  (x  -i-  k) .  (x  +•  zk)...[x-t-nk) 

H-  C  .  (x  +  t).(A:+it)..,(x+  (n  —  i)i)   

+  Q.{x  +  k)  +  C. 

(28.)  Si  on  demandoit  quelle  eft  la  valeur  de  /  A xm  lorfque 
m  —  o',  il  fuit  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que  cette  valeur 
ferait  si  (x  b).  En  effet  m  étant  zéro  ,  la  queftion  eft  donc 
feulement  de  fommer  A  depuis  une  certaine  valeur  de  x  jufqu'à 
une  autre  valeur  quelconque  de  x\  donc  fi  x  -+*  b  repréfente 
l'étendue  dans  laquelle  on  veut  fommer  A  ,  la  forame  fera 
A.{x  +  b). 


20 


THÉORIE  GÉNÉRALE 
DES   ÉQ  U  AT  IONS 

A  UN  NOMBRE   QUELCONQUE  D'INCONNUES , 
et  de  Degrés  quelconques. 


LIVRE  PREMIER, 

SECTION  PREMIERE. 
Des  Polynômes  complets ,  &  des  Equations  complettes. 

(29.)  To  u  t  Polynôme  qui  ne  renferme  qu'une  feule  inconnue  x 
peut  être  repréfenté  généralement  par 

a xT  •+•  bx^~l  -f-  ex*  -  ....  -H  5 ,  T  étant  le  plus  haut  degré  de 
x,  &  a,b9c,  ôcc.des  coëfficiens  quelconques. 

Pareillement  toute  équation  à  une  feule  inconnue  peut  être 
généralement  repréfentée  par 

axT  -h  b  xT-  -f-  c  xT'x       ...»  i  «  O. 

Mais  la  multitude  des  termes  qui  peuvent  entrer  dans  les 
Polynômes  Ôc  les  Equations  ,  à  mefure  que  leur  degré  &  le 
nombre  des  inconnues  augmente ,  exige  que  nous  repréfentions 
les  uns  &  les  autres  de  là  manière  la  plus  abrégée  qu'il  fera 
pofïible.  Il  faut  donc  que  nous  commencions  par  expofer  ce 
que  nous  entendons  par  diverfes  expreflions  que  nous  nous 
propolons  a  employer. 

(30.)  Nous  repréfenterdns  .tout  polynôme  à  une  lèule  in- 
connue, par'cette  expfeflion  abrégée  {x)T,  par  laquelle  nous 
entendons  ces  mots  ....  Polynôme  à  une  feule  inconnue  ,  du 
degré  T. 

Pareillement  ,  nous  repréfenterons  toute  équation  à  une 
feule  inconnue  jc,  par  cette  exprefïion  abrégée  (*)T=  o. 
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Et  lorfque  nous  voudrons  défigner  le  nombre  termes 
d'un  pareil  polynôme ,  ou  d'une  pareille  équation ,  nous  écri- 
rons A  (xy. 

(^I.)  Nous  entendons  par  polynôme  complet ,  celui  à  qui  il 
ne  manque  aucune  des  combinaifons  des  inconnues  x,y ,  &c. 
que  fon  degré  peut  comporter. 

Par  exemple  ,  tout  polynôme  complet  à  deux  inconnues, 
doit  dans  le  troifième  degré  avoir  tous  les  termes  fuivans , 
dans  lefquels  nous  faifons  abftratYion  des  coëfficiens 

x*  x'y  xyx  y1 
x%  xy  y* 

x  y 
1 

Tout  polynôme  complet  à  trois  inconnues  x,  y ,  ç  ,  doit 
dans  le  troifième  degré  avoir  tous  les  termes  fuivans. 

x>  x*y  x\  xy*  xyi  a£  y  y\  y£  £ 

*  *y       y  y\  K 

*  y  \ 
1 

Ceft-à-dire  qu'en  général ,  dans  un  polynôme  complet ,  il  doit 
y  avoir  tous  les  différens  produits  qui  peuvent  être  conçus, 
depuis  la  plus  baffe  dimenfion  ou  la  dimenfion  o  ,  juiqu  a  la  plus 
haute  dimenfion  T\  il  en  eft  de  même  d'une  équation  complette. 

(32.)  Pour  repréfenter  un  polynôme  complet  à  deux  incon- 
nues, nous  écrirons  (  a . . .  2  )T;  pour  une  équation ,  (  u . . .  2)r  —  o  ; 
pour  marquer  le  nombre  des  termes  de  ce  polynôme  ou  de 
cette  équation,  nous  écrirons  JV  («...2 )T. 

(330  En  général ,  pour  marquer  un  polynôme  à  un  nombre 
quelconque  n  d'inconnues  ,  nous  écrirons  («.../z)r;  pour  une 
équation,  (u...n)T  =  oj  &  pour  le  nombre  des  termes, 
N(u...n)T, 

Du  nombre  des  termes  des  Polynômes  complets. 

(34.)  La  détermination  du  nombre  des  termes  des  poly- 
nômes eft  un  objet  fondamental  dans  la  théorie  actuelle.  Il  ne 
fera  queftion  d'abord  que  du  nombre  des  termes  des  polynômes 
complets. 
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O  B  L  È  M  E  I. 

(350  On  demande  de  déterminer  généralement  la  valeur  de 
N{u...n)T. 

Il  eft  évident  d'abord  que  N{  «  . . .  i  )T  =  T-+-  i. 

(36.)  Concevons  qu'à  l'aide  d'une  nouvelle  inconnue  x  ,  on 
rende  homogènes  tous  les  termes  du  polynôme  (  u  . . .  i  )T ,  ce  qui 
donnera  tous  les  termes  fuivans. 

uT,  uT~x  x ,        X*  ,  liT~>  *'  ,  uT~*  x*  ux  *T-1 ,  u  xT-x ,  XT. 

Il  eft  clair  que  ce  feront  les  termes  de  la  dimenfion  T  du  po- 
lynôme (  «...  2  )r ,  &  que  leur  nombre  fera  T  -+■  i. 

Si  on  conçoit  donc  qu'on  fubftitue  fucceflivement ,  dans  T-+-  i  , 
au  lieu  de  T,  les  quantités  T,  T  > —  I  ,  T  —  2 ,  T  —  3  ,  &c.  on 
voit  que  lès  réfultats  T+i,r,T —  1  .  T —  2,  &c.  exprimeront 
fuccelfivement  le  nombre  des  termes  de  la  dimenfion  T",  de  la 
dimenfion  /  —  1 ,  de  la  dimenfion  T —  2 ,  de  la  dimenfion  T —  3  , 
<Bcc.  du  polynôme  (  u . .  2  )r. 

Donc ,  d'après  les  idées  que  nous  avons  données  (18)  fur 
les  fommes  des  quantités  ,  on  voit  que  pour  avoir  N (u. . .  2)T, 
il  ne  s'agit  que  de  fommer  T  -+-  1 ,  T  variant  de  —  1  ,  depuis  T 
jufqu'à  zéro  inclufivement.  Or  par  ce  qui  a  été  dit  (  19)  on 
trouvera  que  cette  fomme  eft  C  ±  1  M  r-*-») # 

Donc  N  (  u  .  .  .  2  y  =  i-J  i. 

(370  Concevons  pareillement  qu'à  l'aide  d'une  nouvelle 
inconnue ^,  on  rende  homogènes  du  degré  T ,  tous  les  termes 
qui  compofent  le  polynôme  (u  . . .  2)r. 

On  formera  par-là  tous  les  termes  qui  peuvent  compofer  la 
dimenfion  T  du  polynôme  {u  . . .  3  )r. 

Par  exemple  ,  fi  à  l'aide  de  l'inconnue  y,  on  rend  homo- 
gènes du  degré  3 ,  tous  les  termes  du  polynôme  (  u  . . ,  2  )'  , 
c'eft-à-dire  tous  les  termes  fuivans. 

u*  u' x  ux*  x* 

u1    U  X  X* 
u  x 
1 
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on  aura  les  termes 

ul  u*  x  ux*  x1  u*y  uxy  x*y  uy*  xy*  y* 

qui  font  tous  ceux  qui  peuvent  compofer  la  dimenfion  3  du 
polynôme  (u ...  3)'. 

Le  nombre  de  ces  termes  fera  donc  celui  des  termes  du  po- 
lynôme (u  . . .  a )T,  c'eft-à-dire  ,  ( T  *  ' * r 1  *  ;  donc  pour 

avoir  le  nombre  des  termes  des  dimenfions  T  —  1  ,  7*  —  2  , 
T  —  ?  ,  &c.  du  polynôme  (  u . . .  5  )T ,  il  ne  s'agira  que  de 

fubftituer  dans  iLtJJzlI*  Ù  ,  au  lieu  de  T  ,  les  quantités 

T —  i,T  —  a,  T—  s ,  &c.  Donc  aufli  pour  avoir  le  nombre 
total  des  termes  de  toutes  les  dimenfions,  il  ne  s'agira  que  de 

fommer  (r+l);(r+I>  ,  T  variant  de  —  1  ,  depuis  T  jufquà 

zéro  inclufivement.  Or  (  ip  )  on  trouvera  que  cette  fomme  eft 
(f-Ht).(r->- >).(/•+ 3) 

Donc  N  (  u  . . .  ,)T  -  tr-f,)'(r+,1'(r4i) . 

(  3  80  En  raifonnant  de  la  même  manière  pour  (  u  . . .  4)1*, 
on  verra  de  môme  que  pour  avoir  N  {u..  •+)  $  il  fâut  fommer 
N  {u  . . .  3  )r  ,  T  variant  de  —  1  ,  depuis  T  jufqu'à  zéro  inclufi- 
vement ;  &  que  par  conféquent 


1.1.3.4 

(39.)  Donc,  en  général, 
N(u...n)T  =  (T^')'(r+Q-Cr-*-î)-(^^4)  (T+n)  ^ 

1.1.  3.  4... ...,/! 

nombre  des  termes  qui ,  dd/w  h/z  Polynôme  complet , 
peuvent  être  divijibles  par  certains  Monômes  compofes 
d'une  ou  de  plusieurs  des  inconnues  comprimes  dans  ce 
Polynôme. 

Avertissement. 

(40.)  Nous  ferons  un  très-fréquent  ufage  des  figues  >  & 
<  par  lefquels  on  fait  que  l'on  défigne  ordinairement  l'inégalité 
de  deux  quantités  j  celle  qui  eft  à  l'ouverture  étant  la  plus 
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grande ,  &  celle  qui  eft  à  la  pointe  étant  la  plus  petite.  Mais 
nous  avertirons  que  ce  figne  d'inégalité ,  dans  1  emploi  que 
nous  en  ferons ,  fera  toujours  cenfé  comprendre  celui  d'égalité  ; 
en  forte  ,  par  exemple ,  que  quand  nous  écrirons  a  <  b ,  cela 
fignifiera  que  a  ne  peut  pas  être  plus  grand  que  b ,  que  géné- 
ralement parlant  il  doit  être  plus  petit ,  mais  qu'il  peut  lui  être 
égaL  On  doit  s'en  fouvenir  pour  toute  ia  fuite  de  cet  Ouvrage. 

Problème  IL 

(4*0  On  demande  combien,  dans  un  polynôme  complet  à  un 
nombre  quelconque  d'inconnues  u  ,  x ,  y  ,  z ,  &c.  il  peut  y  avoir 
de  termes  divijibles  par  up  ;  combien,  outre  ceux-là,  il  y  en  a 
de  divijibles  par  x<*  y  combien  ,  outre  ceux  divijibles  par  up ,  & 
ceux  divijibles  par  xQ  ,  il  y  en  a  qui  font  divijibles  par  yR  y  com- 
bien ,  outre  les  préce'dens  ,  il  y  en  a  de  divijibles  par  zs ,  &c.  on 
fuppoje  P  +  Q  +  R  +  S  4-  &c.  <  T ,  T  étant  l'expofant  de 
la  dim  njion  du  polynôme. 

Concevons  qu'on  ait  rafTemblé  tous  les  termes  qui  peuvent 
être  divifibles  par  wp,  &  qu'en  ayant  féparé  le  fadeur  up ,  la 
totalité  des  termes  multipliés  par  ce  facteur  foit  un  polynôme 
tel  que  («...«)*»  tous  les  termes  divifibles  par  up  feront  donc 
compris  dans  l'expreflion  générale  (u.  .  .n)K  x  up.  Or  il  eft 
évident  que  pour  que  cette  expreffion  les  comprenne  tous ,  il 
faut  que  K  ■+■  P  =  T;  donc  K  =  T  —  F  ;  le  nombre  des 
termes  divifibles  par  «p,  eft  donc  N (u  . . .n)T-p ,  &  par  con- 
féquent  { 35?  )  facile  à  exprimer  en  T  —  P. 

On  voit  donc  de  même ,  que  le  nombre  des  termes  divifibles 
par  jcç  eft  A  (u . .  .n)T~Q.  Mais  comme  on  ne  demande  pas 
limplement  combien  il  y  a  de  termes  divifibles  par  jc<2,  mais 
combien  il  y  en  a  outre  les  termes  divifibles  par  up ,  il  faut 
de  A'(u  . .  .n)T~Q  retrancher  le  nombre  des  termes  qui  étant 
divifibles  par  up  ,  le  font  auffi  par  x^  ;  or  on  voit  par  la  même 
raif3n  ,  que  le  nombre  de  ces  derniers  eft  N(u  . . .  n)T-p-Q. 

Donc ,  outre  les  termes  divifibles  par  up ,  il  y  a  un  nombre 
de  termes  divifibles  par  jc^,  exprimé  par  N{u...n)T"^ 

—  A(u...n)T-p-Qf  ou  par^[A'(a...«)r-e]...(7J7?). 

Le  nombre  des  termes  divifibles  par  yR,  eft  N (u...n)T-R; 

mais 
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mais  parmi  les  termes  divifibles  par  up ,  il  y  en  a  de  divifibles 
par  y *,  un  nombre  exprimé  par  JV  (u  . . .  n)T~Mi  Ôcparmi  les 
termes  qui ,  fuppreiïion  faite  des  termes  divifibles  par  u? ,  le  font 
par  ,  il  y  en  a  de  divifibles  par  yR  ,  un  nombre  exprimé 
par  N  (  u  . . .  n  )T-Q-R —  N(u. . .  n)r^p~<^~R\  donc,  outre  les 
termes  divifibles  par  up ,  &  les  termes  divifibles  par  x$  ,  le 
nombre  des  termes  divifibles  par  yR ,  fera  feulement 

N{u...n)T-R  —  JV(u...n)T-p-R  —  N  (u. .  .n)T~  Q-  R 

«+-  N{u . . . n  )T~ F~ <2 ~ *,  c'eft-à-dire, 

diN{u...n)T-R^...{TZp)—dN{u.t.n)T-^-RAT^3FR\ 

ou  ddZJV(u...n)T-R3...(Jp-*ç). 

Le  nombre  des  termes  divifibles  par  ^ ,  eft  N(u  . . .  n)T-s  ; 
mais  parmi  les  termes  divifibles  par  up ,  il  y  en  a  un  nombre 
exprimé  par  N  {u  .  . .  n)T-p-s  qui  font  divifibles  par  ç*j  ÔC 
parmi  les  termes  qui ,  outre  ceux  divifibles  par  up,  le  font  par 
,  il  y  en  a  un  nombre  exprimé  par  A'  (  u  .  . .  n  )T~ 

—  N  {u  . .  .  n  )T-p-Q.-s  qUi  le  font  par  ^  ;  &  parmi  les  termes 
qui,  outre  ceux  divifibles  par  up ,  ôc  ceux  divifibles  par  xQ  , 
le  font  par yR ,  il  y  en  a  un  nombre  exprimé  par  N (u...n )T~R-S 

—  N(u...n)T-p'R-s  —  N(u...n)T-^-A-s^N(u...n)T-p-Q~R-s 
qui  le  font  par  donc  le  nombre  des  termes  qui  outre  ceux 
divifibles  par  up  ,  ceux  divifibles  par  x® ,  ceux  divifibles  par^y*, 

le  font  par         eft  N{u .  .  .  n)T~s  —  N{u  .  .  .n)T'p-5 

—  N{it...n)T-<l-s  +  N(u...n)T-p--(l-s  —  N{u...ri)T-R-5 
-h  N{u . . .  n)T-p~R-s  N{u . . .  »)*-«-*-*_  N{u . . .  „)T-p-q-r-s 
c'eft-à-dire, 

=  d>  t#(  u .  ..n)T-*l  (  _  ,*Sq%  -  R  ). 

Il  eft  bien  facile  de  voir  maintenant  que  s'il  y  a  une  cin- 
quième inconnue  r ,  de  laquelle  on  demande  combien  il  y  a  de 
termes  divifibles  par  r**,  outre  ceux  divifibles  par  «p,  ceux 
divifibles  par  x^  ,  ceux  divifibles  par  yR ,  &  ceux  divifibles 
par  7*  9  il  eft  ,  dis-je,  bien  facile  de  voir  à  préfent,  que  le 
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nombre  en  fera  exprimé  par 

d*  N(u ,. .   (_/>,  Jq,-r,-.s)',&>  en  général, 

on  voit  clairement  quelle  fera  l'expreflion  pour  un  nombre 
quelconque  d'inconnues. 

Remarque. 

(42.)  Telle  eft  l'expreflion  du  nombre  des  termes  en 
queftion  lorfque  T>  P -*-Q R -h  S  ,  &c.  &  c  eft  le  feul 
cas  dont  nous  ayons  befoin  pour  les  équations  complettes. 
Cette  expreflion  n'auroit  plus  lieu  fi  l'on  avoit  T  <  P  -f-  Q 
R  •+-  S ,  &c.  mais  ce  ne  fera  qu'en  traitant  les  équations 
incomplettes ,  que  nous  ferons  connoître  les  différentes  expreflions 
relatives  à  ce  cas. 

Problème  III. 

(43.)  Suppofant  que  l'on  exclue  du  polynôme  (u...n)T  tous 
les  termes  divifibles  par  up ,  tous  les  termes  divifibles  par  xQ ,  tous 
les  termes  divijibles  par  yR  ,  tous  les  termes  divi/ibles  par  zs;  tous 
les  termes  divijibles ,  &c.  on  demande  l'cxprejjion  du  nombre  des 
termes  rejlans  ? 

Il  eft  clair  par  le  Problème  précédent ,  que  Ci  Ton  n'exclud 
que  les  termes  divïfibles  par  up ,  le  nombre  des  termes  reftans 
fera  N(u  .  . .  /z)T  —  jV(«  . . .  n)T~F  ou  dN(u...n)T. . .  (_r7>  ). 

Si  l'on  exclud  les  termes  divifibles  par  up ,  &  les  termes  di- 
vïfibles par  x^,  le  nombre  des  termes  reftans  fera 
dlN(t<...n)T]...(Jr)-<iim»...n)T-Ql  (lr/), 

c'eft-à-dire  ,  dd  lN(u . . .  n)Tl ....(_  p*-  q)- 

Si  l'on  exclud  les  termes  divifibles  par  up ,  les  termes  divi- 
fibles par         les  termes  divifibles  par  yR  ,  le  nombre  des 

termes  reftans  fera  d  d  [  N{  u  . . .  n  )T]  (  —  />,  _  q  ) 

~ddlN(  u...n)T~R  ]....( .  î;î q)       LN(u...n) T  !....( 

Si  l'on  exclud  les  termes  divifiles  par  if  ,  les  termes  divi- 
fibles par  *<2 ,  les  termes  divifibles  par  yR ,  &  les  termes  divifibles 
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par  çç ,  le  nombre  des  termes  reftans  fera 

T 

b*  d*  [N{u  .  ..n)T2  ...  (-/>,-£, -.R,-*)  i  &  ainfi  de  fuite. 

Remarque, 

(440  La  forme  fous  laquelle  nous  venons  de  mettre  l'ex- 

I>reflion  du  nombre  de  termes  dont  il  a  été  queftion  ,  n'eft  pas 
a  plus  commode,  fi  l'on  a  véritablement  deflein  de  connoitre 
ce  nombre  de  termes  ;  dans  ce  cas ,  il  faut  ramener  ces  expref 
fions  à  leur  forme  primitive,  comme  dans  l'exemple  qui  va 
fuivre. 

Mais  la  forme  que  nous  venons  d'adopter  eft  ,  fi  je  ne  me 
trompe ,  la  plus  parfaite  pour  l'objet  auquel  on  verra ,  dans  peu  , 
qu'elle  eft  deftinée. 

Suppofons,  pour  donner  un  exemple,  qu'on  demande  combien 
il  refteroit  de  termes  dans  le  polynôme  (  u  . . .  3  )*  fi  on  en  ex- 
cluoit  les  termes  divifibles  par  u* ,  les  termes  divifibles  par  x%, 
&  les  termes  divifibles  par^y. 

Tous  les  termes  de  ce  polynôme  font 

u<  u'xu*y  m*x*  u*xy  u*y*  mJx'  M>x*y  u'xy*  u*y*  m*x«  u*x'y  u*x*y%  uxxyi  u*y* 
mx'  ux*y  ux*y*  uxxy*  uxy*  uyf  x*  xsy  x*yx  x'y1  x*y*  xy1  y* 

«'  m4x  u'y  m'x*  u*xy  u'y*  m*x'  tàxxy  M*x_y*  u*y*  ux*  ux'y  ux*y*  uxy*  uy* 
*♦  x*y  xly*  x*y*  xy*  y( 

u*  m)x  uxy  m*x*  u*xy  uxyx  ux*  ux*y  uxy*  uyx        *Jy  x*y*  xy1  y* 

u*  «**  uxy  «x*  uxy  uy*  x1  x*y  xy*  y* 

m*  mx  uy  x*  xy  y* 

uxy 

I 

Le  nombre  total  des  termes  eft 

iV>...3)'  =  L2l2i  «  84....  (37). 

Le  nombre  des  termes  divifibles  par  u% ,  eft 

A'(u...3Y->  -=±^1=  2o. 

Le  nombre  des  termes  divifibles  par  x* ,  après  Texpulfion  des 

Dij 
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termes  divifibles  par  u? ,  eft 

Le  nombre  des  termes  divifibles  par  y*  après  l'expulfion  des 
termes  divifibles  par  u? ,  &  des  termes  divifibles  par  jc1  ,  eft 

6 -  I  «-}  — I  6-1-1  ,  6-J-2— » 

JV(k...j)      —  #(«...?)  —  ^(«...j)  -+-^(«...3) 

=  f6  —  io  —  10  ■+-  i  =  17. 

Donc  le  nombre  des  termes  reftans  eft  6* 
Et  en  effet  les  termes  reftans  font 

M*  UX 
U  X 
I 

Réflexions  préparatoires  h  la  détermination  du  degré  de 
L'Equation  finale  réfultante  d'un  nombre  quelconque 
d'Equations  complexes,  à  pareil  nombre  d'Inconnues. 

(450  Supposons  qu'on  ait  un  nombre  quelconque  n  d'é- 
quations complettes ,  renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues , 
&  que  nous  repréfenterons  par  (  u  . . .  n  )*  =  o ,  (  u  .  . .  n  )'  —  o  , 
(u...  n)'"  =  o,  (  u  . .  .n)'  =  o  ,  &c. 

Concevons ,  qu'à  l'aide  des  n  —  i  dernières  équations ,  on 
détermine  la  valeur  de  x* ,  de  y  ,  de  rf ,  &c.  ce  que  l'on 
conçoit  facilement  toujours  poîfible ,  lorfque  les  équations 
ont  \  comme  nous  le  fùppofons  ,  toute  la  généralité  poflible  : 
d'ailleurs ,  nous  en  donnerons  les  moyens  par  la  fuite  ;  mais  il 
fuffit ,  quant  à  préfent  ,  d'en  concevoir  la  poffibilité.  Il  eft 
clair  que  ces  équations  ne  pouvant  donner  que  ces  valeurs , 
ou  celles  de  leurs  multiples  (ce  qui  n'exprime  rien  de  plus), 
on  ne  peut  à  l'aide  de  ces  équations  faire  difparoître  dans  la 
première  ,  que  les  termes  où  il  fera  poffible  de  fubftituer  la 
valeur  de  x* ,  la  valeur  de  y",  la  valeur  de  £  &c.  c'eft-à-dire, 
les  termes  divifibles  par  x* ,  les  termes  divifibles  par  y  ,  les 
termes  divifibles  par  r",  &c.  Mais  on  fent  très-bien  que  cette 
fubftitution  n'eft  pas  îuffifante  pour  faire  difparoître  les  autres 
termes  affe&és  dejc,^,  ^,  ôcc.  6c  par  conféquent  pour  donner 
l'équation  en  u  ,  fi  ce  n'eft  accidentellement ,  &  dans  les  cas 
particuliers  où  il  y  auroit  certaines  relations  entre  les  coëfficiens 
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de  ces  équations ,  cas  qui  ne  peuvent  avoir  lieu  ici ,  où  nous 
confidérons  les  équations  dans  leur  plus  grande  généralité. 

On  voit  donc  d'abord  que  l'équation  finale  ne  peut  être  m 
du  degré  t ,  ni  au-deflbus.  Mais  fi  on  conçoit  qu'on  multiplie 
l'équation  (  u . . .  A  )'  par  un  polynôme  complet  du  degré  T ,  à 
pareil  nombre  d'inconnues ,  6c  que  dans  l'équation  (u. .  .n)r+,  —  o, 
qui  en  réfultera  (  ôc  que  nous  appellerons  Equation-produit  ) ,  on 
fubftitue  dans  tous  les  termes  où  il  fera  poflible  de  le  faire ,  la 
valeur  de  jc'  ,  celle  de  y*' ,  celle  de  £  ,  &c.  alors  comme  le  po- 
lynôme multiplicateur  aura  introduit  dans  l'équation-proauit 
autant  de  coëfficiens  différens  qu'il  y  a  de  termes ,  on  conçoit 

3 u  après  ces  fubftitutions  il  peut  ne  refter  de  termes  affeàés 
e  x,  y>      &c.  qu'autant  qu'il  fera  poflible  d'en  faire  difpa- 
roître  a  l'aide  des  coëfficiens  du  polynôme  multiplicateur. 

Non-feulement  on  conçoit  que  cela  peut  arriver  ;  mais  oit 
voit  que  cela  doit  arriver  ,  c'eft-a-dire ,  qu'il  doit  y  avoir  un  po- 
lynôme multiplicateur  qui  fournira  les  coëfficiens  nécelfaires  pour 
la  deftru&ion  totale  des  termes  affe&és  dejc,^,^,  &c.  après 
l'expulfion  des  termes  divifibles  par  x* ,  y  £  ,  &c.  faite  par 
la  fubftitution  des  valeurs  de  ces  quantités. 

En  effet ,  on  ne  peut  arriver  à  l'équation  en  u,  qu'à  l'aide 
des  valeurs  que  n  —  i  de  ces  équations  donneront  à  fubftituer 
dans  la  n.eme  ,  ou  dans  une  fbn&ion  de  la  n.eme.  Les  n  —  i 
dernières  équations  ,  par  exemple  ,  ne  peuvent  donner  autre 
chofe  que  la  valeur  de  x' '  ,  y*",  ,  &c.  Donc  ces  valeurs 
fubftituées  dans  une  certaine  fon£tion  de  la  première  équation  , 
doivent  fuffire  pour  y  exprimer  toutes  les  conditions  de  la  que£ 
tion  que  ces  équations  renferment  ;  donc ,  puifque  la  queftion 
doit  à  la  fin  fe  réduire  à  une  équation  en  u  ,  il  faut ,  qu'après  ces 
fubftitutions,  tous  les  termes  affe&és  de  x,  dej^de^,  &c. 
puiflent  être  détruits. 

Or  la  fonction  la  plus  générale  dans  laquelle  on  puuTe  faire  cette 
lùbftitution ,  eft  un  polynôme  complet  :  elle  doit  donc  être  le 
produit  d'une  des  équations  proposées ,  par  un  polynôme  com- 
plet. Il  doit  donc  y  avoir  un  polynôme  complet  qui ,  par  le 
nombre  de  fes  coëfficiens  ,  puifle  fatisfaire  à  la  deftruttion  de 
tous  les  termes  qui  relieront  affe&és  à&  x t  y ,  &c.  après  la 
fubftitution  de  x1  ,y  ,  £  ,  &c. 

Mais  on  fe  tromperait  beaucoup  fi  on  penfoit  que  tous  les* 
coëfficiens  de  ce  polynôme  peuvent  être  utiles  à  cet  objet. 
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En  effet  ,  il  eft  facile  de  voir ,  qu'à  l'aide  des  valeurs  de 
o?  ,y*  y  $  ,  &c.  on  peut  toujours,  quand  on  le  voudra,  faire 
difparoître  de  ce  polynôme,  tous  les  termes  divifibles  par  jc*', 
tous  les  termes  divifibles  par  j^,  tous  les  termes  divifibles  par 
£  ,  &c.  donc ,  puifque  ces  termes  font  fuppreffibles  à  volonté  ,  on 
ne  peut  donner  a  leurs  cocfficiens  aucune  aeftination  particulière  , 
ou  du  moins  on  ne  peut  compter  fur  leur  ufage  pour  fatisfaire  aux 
conditions  de  la  queftion  :  en  un  mot ,  puifqu  on  peut  toujours 
les  faire  difparoître ,  la  folution  doit  être  tout-à-fait  indépen- 
dante de  ces  coefticiens  ;  &  l'on  doit ,  par  conféquent ,  pour 
plus  de  fimp licite ,  les  omettre. 

Une  autre  confidcration  importante ,  &  qui  achèvera  de  nous 
faire  connoîtrc  les  qualités  que  doit  avoir  le  polynôme  multi- 
plicateur ,  pour  Être  propre  à  anéantir  tous  les  termes  autres 
que  les  termes  en  u  ;  c  eft  que  le  degré  de  ce  polynôme  ne  peut 
pas  être  moindre  que  la  fomme  des  expofans  t'  -*-  t"  -4-  t"'3  ■+•  &c. 
des  n  —  i  équations  qui  fournirent  aux  fubftitutions. 

Car  il  faut  qu'il  ait  la  plus  grande  généralité  poflîble  ;  il 
fâut  donc  qu'on  puifle  y  faire  toutes  les  fubftitutions  poflibles 
xJes  valeurs  de  x' f  y  ,  &c.  il  faut  donc  qu  il  renferme  toutes 
les  combinaifons  polfibles  de  x*  ,y  ' ,  ^  ,  &c.  fon  degré  ne  doit 
donc  pas  être  moindre  que  tf  -H  r  «+-     ,  -+■  &c. 

D'après  ces  réflexions ,  nous  pouvons  procéder  à  la  recherche 
du  degré  de  l'équation  finale. 

Détermination  du  degré  de  l'Equation  finale  résultante 
d'un  nombre  quelconque  d'Equations  complettes  renfermant 
un  pareil  nombre  d'Inconnues, 

(46.)  Les  Équations  propofées  étant  repréfentées  par 
(u...ny  =  o,  o,  (u...nY  =  o,  {u...n)r-~  o,  &c. 

concevons  qu'après  avoir  multiplié  la  première ,  par  le  polynôme 
complet  (  u  .  .  .  n  )T  ,  on  iubftitue  dans  l'Équation  -produit 
(u  .  .  .n  )T_h'  =o,  au  lieu  x ',  dey ,  de  £ ,  &c.  leurs  valeurs  tirées 
des  n  —  i  autres  équations  :  il  eft  vifible  que  par  cette  fubftitution 
on  fera  difparoître  dans  l'équation-prcduit ,  tous  les 'termes  di- 
vifibles par  x* f  tous  les  termes  divifibles  par  y  ,  tous  les  ter- 
mes divifibles  par  £  ,  &c.  Donc  (  43  )  le  nombre  des  termes 
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reftans  dans  l'équation-produit ,  après  toutes  ces  fubftitutions , 

fera  d1-1  [AT(a...B)r+']...(_(-)_^JJm)&Ct). 

Soit  D  le  degré  auquel  montera  l'équation  finale  ;  D  +  i  fera 
donc  le  nombre  de  fes  termes,  &  par  conféquent  auffi  le  nom- 
bre des  termes  où  il  n'entrera  que  des  puiffances  de  u  feul.  Donc 
le  nombre  des  termes  qui  refteront  affectés  de  x  ,y ,  z,  Ôcc.  fera 

rf»-1  [À  (u.../j)t+,]...(_^I^W",«<c.)- I>—  i. 

Concevons  qu'on  fafle  pareillement,  dans  le  polynôme  multipli- 
cateur (  u  .  .  .  n  )r,  les  fubftitutions  des  valeurs  de x'\  y'",  7*  ,  &c. 
Ces  fubftitutions  en  feront  difoaroître  tous  les  termes  divifibks  par 
x*  ,  tous  les  termes  divifibles  par  y" ,  tous  les  termes  divifi- 
bles  par      ,  &c.  Ôc  réduiront  par  conféquent  le  nombre  des 

termes  de  ce  polynôme  à^~'[  N{u  ,,.n)T^,..{^tt    tv  —t"',Sic.)- 

Le  polynôme  ne  pourra  donc  fournir  que  ce  nombre  de  cocf- 
ficiens  utiles  à  la  deftruction  des  termes  qui  dans  l'équation- 
produit  reftent  affectés  de  x ,  y ,  \,  ôcc.  après  les  fubftitutions. 

Il  faut  même  en  diminuer  encore  le  nombre ,  de  i  ;  car  il  eft 
facile  d'appercevoir  que  comme  on  peut  toujours ,  dans  l'équa- 
tion-produit ,  fuppofer  à  volonté  le  coefficient  de  l'un  quelcon- 
que des  termes  égal  à  l'unité  ,  ou  à  toute  autre  quantité  que 
l'on  voudra ,  il  y  a  encore  un  coefficient ,  parmi  ceux  qui  reftent ,  dans 
le  polynôme  multiplicateur  ,  dont  on  ne  peut  faire  aucun  ufage 
pour  la  deftruction  des  termes  reftans  dans  l'équation-produit. 

Cela  pofé,  il  eft  bien  facile  de  voir  que  la  deftruttion  de 
chaque  terme  reftant  affecté  de  x,y  ,  ^,  ôcc.  dans  l'équation- 
produit  ,  ne  pouvant  être  opérée  qu'à  l'aide  d'un  coefficient  in- 
déterminé fourni  par  le  polynôme  multiplicateur ,  il  faut  qu'on 
ait  l'équation  fuivante 

ZN(u  ...  n)T]  ...(_,., _ &c.  )  —  I 

r=  <*■-'  tN(u . . . .      . . .     /.t.*.»,  te.  )  -  *>  - 1. 

D'où  l'on  tire 

D=d~\ N[u. ..  n)T+  ']...(      -  iVAte.)  -  <f~\H{u...n)\.(-t',  - 1\-  ,'",te.)  »■ 

c'eft-à-dire  , 

D  ~  </• i N( u . . \n . ..U  ,,-^,1    te.  ). 
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Si  l'on  fe  rappelle  préfentement  i.°  que  (jp) 
N(u.  ..n)T+*  =  (r+t+i).(r-H>-n).(r+n.})  (r-w-t-n^ 

2.0  Les  omi(fions  (12)  que  l'on  peut  fe  permettre  dans  le 
calcul  de  la  différence  du  degré  n: 

On  verra  d'abord  que  la  valeur  de  D  peut  être  réduite  à 

1.1.5»  •  •  »  •  n 

Enfin  fi  l'on  (è  rappelle  (  14  )  les  omiflions  que  l'on  peut 
encore  fe  permettre  clans  le  calcul  des  différences  fucceiïives 
par  lefquelles  on  arrive  à  la  différence  du  degré  n  ;  &  la  re- 
marque (  1  y  )  par  laquelle  nous  avons  fait  voir  que  lorfqu'il 
s'agit  d'une  différence  d'un  degré  égal  à  la  dimenfion  de  la 
quantité  au'on  a  à  différencier ,  il  importe  peu  de  confidérer 
les  variables  comme  croiflant  toutes  ,  ou  decroiffant  toutes  ; 
c'eft-à-dire ,  qu'on  peut  fuppofer  toutes  les  variations  pofitives , 


on  aura 


Ceft-à-dire ,  enfin 

D'où  l'on  conclud  ce  théorème  général. 

(470  Le  degré  de  l'équation  finale  réfultante  d'un  nombre 
quelconque  d'équations  complexes  renfermant  un  pareil  nombre 
d'inconnues ,  &  de  degrés  quelconques ,  ejl  égal  au  produit  des  expo-, 
fans  des  degrés  de  ces  équations. 

Remarques. 

(4  8  •)  1  °  Si  on  ne  fuppofe  que  deux  équations  &  deux  inconnues, 
c'eft-à-dire ,  fi  on  fuppofe  qu'on  ait  feulement  (u  . . .  2)'  es  o, 
&(u...2)'  =  oi  le  degré  de  l'équation  finale  fera  donc  ttf ', 
c'eft-à-dire,  égal  au  produit  des  expofans  des  degrés  de  ces  deux 
équations  :  c'eft  à  cela  que  fe  réduit  tout  ce  que  l'on  a  jufqu'ici 
démontré  de  général,  fur  le  réfultat  de  l'élimination  dans  les 
équations  complettes. 

2.0 
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2.°  Si4on  fuppofe  r"  =  r"'  =  r,v  =  ôcc.  =  i  ;  on  aura  D  =  *  r7, 
c'eft-à-dire  ,  que  le  degré  de  l'équation  finale  fera  le  même 
que  fi  on  n'avoir,  que  deux  équations  &  deux  inconnues  , 
lune  du  degré  t ,  l'autre  du  degré  :  6c  il  eft  aifé  de  voir  que 
cela  doit  être  ainfi  ,  puifqu'à  l'aide  des  n  —  2  équations  du  pre- 
mier degré ,  on  fent  qu'on  peut  éliminer  n  —  2  inconnues  fans 
rien  changer  au  degré  des  deux  équations  (u  .../*/  =  o  , 
('«...fl/so,  qui  par-là  deviendront  deux  équations  de  la 
forme  (u  . . .  a)'  =  o  ,  (u .  • .  =  o.  Mais  la  méthode  que 
nous  donnerons  pour  arriver  à  l'équation  finale  ,  6c  dont  on 
peut  déjà  prévoir  la  marche  ,  n'exigera  pas  ces  élimination» 
partielles.  Nous  l'expoferons  en  détail  dans  le  fécond  Livre  :  il 
n'eft  queftion  ici  que  du  degré  de  l'équation  finale. 

3.0  On  fait,  par  la  Géométrie  ôc  l'Algèbre,  que  deux  li- 
gnes courbes  tracées  fur  un  plan  ,  ôc  dont  les  équations  font 
algébriques ,  ne  peuvent  fe  rencontrer  en  un  plus  grand  nom- 
bre de  points ,  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  le  produit  des  expofans 
des  degrés  de  leurs  équations.  C'eft  une  fuite  très-fimple  de  ce 
que  nous  venons  de  dire  dans  la  première  remarque. 

On  fait  auffi  ,  par  la  Géométrie ,  que  les  furfaces  des  corps 
peuvent  être  exprimées  par  des  équations  à  trois  inconnues  : 
donc  fi  ces  corps  font  tels  que  leurs  furfaces  puuTent  être  expri- 
mées par  trois  équations  algébriques ,  il  refuite  immédiatement 
de  notre  Théorème  général  (  47  )  ce  Théorème  général  de 
Qéométrie  

Les  furfaces  de  trois  corps  dont  la  nature  peut  être  expri- 
mée par  des  équations  algébriques  ,  ne  peuvent  jamais  fe  rencon- 
trer toutes  les  trois  ,  en  un  plus  grand  nombre  de  points ,  qu  'il  n'y 
a  d'unités  dans  le  produit  des  trois  expofans  du  degré  de  ces 
équations. 

Ainfi  ,  pour  le  dire  en  partant  ,  trois  cylindres  ,  trois  (phères  , 
trois  cônes ,  trois  ellipfoïdes ,  trois  paraboloïdes ,  trois  hyper- 
boloïdes ,  ne  peuvent  jamais  avoir  plus  de  huit  points  de  leurs 
furfaces  ,  qui  foient  communs  ;  ôc  cela  de  quelque  manière 
qu'on  les  difpofe. 

Il  en  eft  de  même  d'un  cylindre ,  d'une  fphère  6c  d'un  ellipfoïde 
qui  fe  rencontreroient  tous  les  trois ,  6c  en  général  de  la  com- 
binaifon  de  trois  quelconques  des  folides  que  nous  venons  de 
nommer  ;  parce  que  ces  folides  font  tels  que  la  nature  de  leur 
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furface  peut  être  exprime'e  par  trois  équations  à  trois  inconnues  , 
du  fécond  degré*  chacune. 

4.0  On  peut  juger  actuellement  combien  la  méthode  d'élimi- 
nation fuccellive  donneroit  de  racines  inutiles  à  l'équation  finale. 
En  effet ,  fuppofant ,  par  exemple,  quatre  équations  feulement, 
toutes  quatre  du  degré  r;  fi  pour  éliminer  fucceffivemcnt  les  in- 
connues on  compare  l'une  de  ces  équations  à  chacune  des  trois 
autres ,  on  aura  trois  équations  chacune  du  degré  f\ 

Comparant  enfuite  l'une  de  ces  trois  à  chacune  des  autres , 
on  fera  conduit  à  deux  équations  chacune  du  degré  t*. 

Comparant  enfin  l'une  de  celles-ci ,  à  l'autre  ,  on  aura  pour 
équation  finale  ,  une  équation  du  degré  t9. 

Or  nous  venons  de  voir  que  l'équation  finale  ne  doit  être  que 
du  degré  r4. 

Par  exemple ,  pour  quatre  équations  du  degré  2  feulement , 
la  mcdiode  d'élimination  fucceiïive  donneroit  une  équation  finale 
du  degré  2^6  ,  tandis  qu'elle  ne  doit  être  que  du  degré  16. 

Si  les  quatre  équations  étoient  du  troifième  degré  ,  l'équation 
finale  donnée  par  la  méthode  d'élimination  fucceffive  ,  feroit  du 
degré  6<;6i  ,  tandis  qu'elle  ne  doit  être  que  du  degré  81. 

il  eft  vrai  que  fi  on  procédoit  à  l'élimination  fuccefiive , 
félon  la  méthode  que  nous  avons  donnée  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences,  pour  l'année  1764,  on  éviterait  plu- 
lieurs  de  ces  racines  inutiles  ;  mais  il  en  refteroit  encore  un  grand 
nombre ,  &  un  nombre  que  d'ailleurs  il  n'y  a  eu  jufqu'ici  aucun 
moyen  praticable  de  déterminer. 

On  voit  par-là  combien  nous  avons  eu  raifon  de  dire  il  y  a 
déjà  plufieurs  années  *  que  probablement  on  n'arriveroit  à  éviter 
de  donner  à  l'équation  finale  des  racines  inutiles  ,  que  lorfqu'on 
auroit  trouvé  une  méthode  pour  éliminer  à  la  fois  toutes  les 
inconnues ,  hors  une. 

*  Voyez  le  Cours  de  Mathématiques  à  Vufage  des  Cardes  du  Pavillon  &  de  la  Marine  t 
trotfcme  Partie ,  pages  105  &  no. 
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SECTION  IL 

Des  Polynômes  incomplets  ,  &  des  Equations  incomplettes 

du  premier  ordre. 

(49-)-l^0us  n'infiftons  pas  pour  faire  fentir  toute  l'étendue 
du  Théorème  général  auquel  nous  fommes  parvenus  (47)  fur 
les  équations  complexes.  Nous  remarquerons  feulement ,  qu'en 
môme  temps  qu'il  donne  le  degré  précis  de  l'équation  finale 
réfultante  d'un  nombre  quelconque  d'équations  complettes ,  ôc 
qui  tant  par  leurs  expofans  que  par  les  coëfficiens  de  leurs 
diflférens  termes  ont  toute  la  généralité  poflible ,  en  même 
temps  il  donne  la  limite  du  degré  de  quelque  équation  que 
ce  îoit ,  complette  ou  incomplette ,  fufceptible  ou  non  d'abaif- 
fement,  foit  par  l'abfence  d'un  certain  nombre  de  fes  termes, 
foit  par  des  relations  quelconques  entre  leurs  coëfficiens. 

(50.)  Quelque  utile  que  foit  déjà  cette  limite,  il  l'eft 
encore  bien  davantage  de  la  reflerrer  encore  plus ,  &  même  de 
fixer  ,  autant  qu'il  fera  poflïble  ,  le  degré  précis  ,  dans  tous  les 
cas  poffibles,  même  dans  les  cas  où  les  Equations  ne  font 
fufceptibles  d'abaiflement  que  par  des  relations  particulières  entre 
les  coëfficiens  de  leurs  termes. 

(  5  I  •  )  Cet  objet  eft  fi  vafte  que  le  Le&eur  ne  s'attend  pas 
fans  doute  à  nous  voir  entreprendre  d'en  parcourir  toutes  les 
branches.  Mais  ce  qu'on  peut  raifonnablement  defirer  ,  eft  de 
connoître  la  méthode  pour  arriver  à  ce  but  dans  quelque  cas 
que  ce  foit  :  c'eft  à  quoi  nous  tâcherons  de  fatisfaire. 

(  5  2.)  Quelque  idée  que  nos  Leûeurs  aient  pu  fe  faire  déjà 
de  l'étendue  de  la  matière  que  nous  entreprenons  de  traiter  , 
celle  qu'il  en  prendra  par  la  fuite ,  furpaflera  probablement  la 
première.  Nous  devons  donc  procéder  avec  méthode ,  &  ne 
donner  d'abord  à  nos  recherches  qu'une  généralité  qui  prépare 
refbrit  à  des  objets  plus  étendus. 

Nous  ne  ferons  donc  connoître  les  différentes  efpèces  de  poly- 
nômes incomplets  ,  &  d'équations  incomplettes  ,  qu'à  mefure 
que  nous  en  traiterons.  Mais  avant  que  d'en  entamer  la  première 

Eij 
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branche  nous  croyons  devoir  préfentcr  au  Le&eur  les  obferva- 
tions  fuivantes. 

(530  Toute  équation  à  laquelle  il  manque  quelqu'un  des 
termes  que  nous  avons  vus  devoir  être  compris  dans  un  poly- 
nôme complet  ,  ou  dans  une  équation  complette ,  peut ,  en 
général  ,  s  appeller  Equation  incomplète.  Mais  tous  les  diffé- 
rens  termes  qui  peuvent  manquer  a  une  équation  complette , 
n'ont  pas  une  égale  influence  pour  FabaiiTement  du  degré  de 
l'équation  finale. 

Si  les  expofans  de  quelques-unes  des  inconnues  ,  dans  les 
termes  qui  manquent,  font  moindres  que  le  plus  haut  expo- 
fant  des  mêmes  inconnues  dans  les  termes  reftans  ;  &  fi ,  en 
même  temps ,  ils  fe  trouvent  appartenir  à  des  dimenfions  infé- 
rieures à  celles  où  fe  trouvent  ces  derniers  ,  leur  abfence  n'ap- 
portera aucun  abaifiement  au  degré  de  l'équation  finale  :  elle 
fera  du  même  degré  que  fi  les  équations  étoient  complettes , 
ou  du  moins  cet  abaiffement  ne  fera  qu'accidentel ,  &  une  fuite 
de  quelque  relation  particulière  entre  les  coëfficiens. 

Par  exemple ,  les  deux  équations  a  x1  b  xy  -+-  cy*  -f-  g  =  o  , 
a'x%  h-  b'xy  -+-  c'yx  ■+■  g'  =  o  ,  à  chacune  defqueïles  manquent 
les  termes  de  la  dimenfion  i  ,  fans  que  les  termes  de  la  di- 
menfion  a  manquent  ,  conduiront  à  une  équation  finale  du 
quatrième  degré,  comme  le  feroient  les  deux  équations  complettes 
ax*  b  xy  H-  cy*  -h  ex  fy  -+-  g  =  0  >  dx%  -+-  b'xy  •+•  c'y* 
-+-  e'x  -4-  j'y  -4-  g  =  o.  Toute  la  différence  fera  que  les  coëf- 
ficiens des  termes  de  l'équation  finale  feront  plus  fimples  dans  le 
premier  cas ,  que  dans  le  fécond. 

Les  équations  incomplettes  que  nous  confidérerons , 
feront  donc  celles  à  qui  il  manquera  des  termes  qui  peuvent  influer 
fur  le  degré  de  l'équation  finale.  Quoiqu'incomplettes ,  dans  ce 
fcns  qu'elles  ont  moins  de  termes  qu'une  équation  complette 
du  même  degré  ,  elles  ont  une  bien  plus  grande  étendue  que  les 
équations  complettes ,  qu'elles  renferment  comme  un  cas  très- 
particulier. 

Nous  aurions  donc  pu  ,  à  la  rigueur  ,  nous  difpenfer  de 
traiter  fpécialement  de  celles-ci  :  mais  outre  que  nous  n'aurions 
pu  les  préfenter  d'une  manière  aufli  facile  à  faifir ,  dans  un 
début ,  nous  avons  encore  été  déterminés  à  fuivre  cette  marche  , 
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par  cette  confidération ,  que  l'idée  de  la  fubftitution  fur  laquelle 
nos  raifonnemens  ont  été  appuyés  ,  rapproche  le  plus  qu'il  eft 
poffible  ,  l'expofition  de  notre  marche ,  des  idées  élémentaires 
de  l'élimination  dans  les  équations  du  premier  degré. 

Quoique  nous  pufïions  bien  encore  appliquer  la  môme  idée 
aux  équations  incomplettes ,  nous  allons  cependant  préfenter  les 
chofes  fous  un  autre  point  de  vue ,  mais  généralement  appli- 
cable ,  &  toujours  de  la  même  manière  :  au  lieu  que  le  prin- 
cipe de  la  fubftitution ,  fi  nous  nous  y  attachions ,  exigerait  de9 
modifications ,  &  des  attentions  particulières  dont  il  ne  peut 
d'ailleurs  être  qu'utile  que  nous  donnions  une  idée. 

(5  5*)  Suppofons ,  pour  plus  de  fimplicité ,  que  nous  avons 
feulement  trois  équations  complettes ,  &  trois  inconnues ,  & 
toutes  trois  du  degré  r.  Si ,  à  l'aide  de  deux  de  ces  équations  , 
je  prends  la  valeur  de  y ,  &  celle  de  comme  ces  deux  quan- 
tités n'ont  aucun  divifeur  commun ,  les  deux  équations  qui  les 
ont  fournies  ne  peuvent  donner  rien  au-delà  de  ces  deux  va- 
leurs &  de  leurs  multiples  :  ainfi  la  queftion  doit  pouvoir  être 
réfolue  par  la  feule  fubftitution  des  valeurs  de  y  &  de  £ ,  dans 
une  quantité  convenable,  c'eft-à-dire,  dans  l'équation-produit. 

Mais  fi  les  équations  font  incomplettes  :  fi  ,  par  exemple  ,  y 
n'y  pafle  pas  le  degré  A  ,  &  \  le  degré  A  ;  alors  fi  on  prend  la 

valeur  du  terme  yA  \l~A  dans  l'une,  &  du  terme  y~A  \A  dans 
l'autre ,  ainfi  qu'on  doit  le  faire ,  parce  que  ce  font  les  deux  ter- 
mes qui  dans  la  dimenfion  la  plus  élevée ,  ont  le  plus  petit 
commun  divifeur  ;  alors  non-feulement  les  deux  équations  peu- 
vent donner  ces  deux  valeurs,  mais  elles  peuvent  en  donner 
encore  d'autres  qui  n'en  feront  pas  des  multiples.  Par  exem- 
ple ,  fi  les  deux  équations  font  du  quatrième  degré ,  &  que  y 
&  \  dans  l'une  &  dans  l'autre ,  ne  paflent  pas  le  degré  3  ;  alors 
prenant  à  l'aide  de  ces  deux  équations  la  valeur  de  y\  6c  de 
jl1  ;  ces  valeurs  ne  font  pas  les  feules  que  l'on  puifle  tirer  de 
ces  équations  ;  on  peut  encore  en  tirer  la  valeur  de  x*y*  ,  ou 
de  «'y4,  oudea:' ^*  ;  c'eft  ce  qu'on  peut  voir  facilement  en 
fuppolant  pour  abréger  que  les  valeurs  de_y' ^  &  de^yr'  (oient 
repréfentées  refpeâive.ment  parjy'^  =  M,  &  y^'  =  jV;  alors 

divilant  l'une  par  l'autre  ,  on  a        =       ou  Ny  =»  M 

équation  du  fixième  degré  qui  fournira  lune  quelconque  des 
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valeurs  que  nous  venons  de  dire  :  &  comme  x*y*  £ ,  par  exem- 
ple ,  n'eft  multiple  ni  de  y\  ni  de_yç' ,  il  eft  clair  qu'outre  les 
termes  divifibles  parjy'j  &  par  ,  on  pourra  encore  faire 
difparoître  par  la  fubftitution ,  les  termes  ,  ou  du  moins  quel- 
ques-uns des  termes ,  divifibles  par  x1 y*  t\  Donc  en  fubftituant  feu- 
lement la  valeur  de^y'  ^  &  la  valeur  dey  ^  fournies  par  deux  équa- 
tions ,  on  n'exprimeroit  pas  fuflïfamment  les  conditions  de  la 
queftion,  on  ne  tireroit  pas  de  ces  équations  tout  ce  qu'elles 
peuvent  &  doivent  donner  ;  il  faudroit  encore  fubftituer  la  va-» 
leur  de  x2  yx  r\ 

Dans  des  équations  incomplettes  plus  élevées  ,  ou  différem- 
ment compofées ,  on  feroit  dans  le  cas  de  pouvoir  conclure  un 
plus  grand  nombre  de  valeurs  à  fubftituer. 

(  $6.)  On  voit  donc  combien  la  queftion  devient  moins  fim- 
ple ,  6c  au'il  faut  de  l'art  pour  perfifter  à  y  appliquer  le  prin- 
cipe de  la  fubftitution.  Mais  nous  croyons  faire  ici  une  remar- 
que utile  dans  l'Analyfe ,  en  faifant  obferver  que  lorfque  les 
quantités  dont  on  conclud  les  valeurs  à  l'aide  d'un  certain 
nombre  d'équations ,  ont  un  divifeur  commun  entre  elles ,  ces 
valeurs  ne  font  pas  tout  ce  que  ces  équations  peuvent  fournir. 

Nous  n'approfondirons  pas  davantage  cette  obfervation ,  pour 
le  moment  ;  nous  y  reviendrons  quand  il  fera  queftion  du  pro- 
cédé pour  l'élimination.  Il  fuffit  que  par  cette  obfervation  nous 
ayons  juftifié  la  néceflité  ou  du  moins  l'utilité  d'employer  une 
autre  méthode  pour  déterminer  le  degré  de  l'équation  finale. 

(570  La  première  efpece  d'équations  incomplettes,  dont 
nous  allons  rechercher  le  degré  de  l'équation  finale ,  eft  celle 
où  chaque  inconnue  ne  pafTe  pas  un  degré  donné  différent  pour 
chaque  inconnue  ;  mais  où  d  ailleurs  les  inconnues ,  dans  leurs 
combinaifons  deux  à  deux  ,  trois  à  trois  ,  &c.  montent  à  la 
flimenfion  totale  de  l'équation. 
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Des  Polynômes  incomplets ,  &  des  Équations  incomplet  tes , 
dans  le/quels  chaque  inconnue  ne  pajje  pas  un  degré  donne 
différent  pour  chaque  inconnue  ;  SC  ou  d'ailleurs  les  in- 
connues ,  dans  leurs  combinaifons  deux  &  deux  ,  trois  à 
trois  ,  quatre  a  quatre  ,  montent  enfemble  a  la  dimcnjion 
totale  du  Polynôme  ou  de  l'Equation. 

(58.)  Représentant  par  A,  A ,  A,  A ,  &c.  les  degrés  aux- 

quels  chaque  inconnue  peut  atteindre ,  &  par  T  le  degré  du  poly- 
nôme ou  de  l'équation  ;  nous  représenterons  le  polynôme  dont  il 
s'agit  par  (  uA. . .  n  )r;  ôc  une  équation  par  (  uA . . .  n  )T  =  o. 

Problème  IV. 

(59.)  Ov  demande  le  nombre  des  termes  du  Polynôme  (uA . . .  n)T, 
ou  la  valeur  de  N  (  uA . . .  n  )T. 

La  folution  de  ce  problême  eft  très-facile  après  ce  qui  a  été  dit 
(  41  ).  Car  puifque  u,  par  exemple,  ne  doit  pas  pafler  le  degré  A, 
il  s'enfuit  donc  qu'il  manque  au  polynôme  tous  les  termes  divifibles 
par  uA  "**  1 ,  dont  le  nombre  ,  dans  un  polynôme  complet,  eft  (41) 
N(u...n)T'A'1. 

Puifque  x  ne  doit  pas  pafTer  le  degré  A  ;  il  manque  au  polynôme 

tous  les  termes  divifibles  par  xt  ■**  dont  le  nombre  dans  le 
polynôme  complet  eft  A  (u  . . .  n)T~  A.  ~  '. 

Mais  comme  u  &  x  doivent  enfemble  monter  à  la  dimenfion  T, 
on  doit  avoir  A  -4-  A  >  T  ;  donc  l'expuliion  des  termes  divi- 
fibles par  uA  +  1  n'a  emporté  aucun  terme  divifible  par  xA  1  , 
puifque  le  plus  bas  des  termes  dans  ce  cas ,  feroit  uA  +  1  xA  +  1 , 
qui  pa/Te  la  dimenfion  7". 

Donc  même  après  l'expulfion  des  termes  divifibles  par  u  A  +  1  , 
celle  des  termes  divifibles  par  xA  1  fait  manquer  un  nombre  de 
termes  =  A  (u . . .  n)T~  4~  \ 

Puifque ^  ne  doit  pas  pafTer  le  degré  A>  il  manque  donc  au  poly- 
nôme complet  tous  les  termes  divifibles  par  yA  +  1  ;  &  comme  on 
fuppofe  que  u  avecj',  &  je  avecy  doivent  monter  à  la  dimenfion  T 
dans  le  polynôme  propofé  ,  on  a  -4      y*  >  1 ,  At  •+■  A>T, 
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donc  l'expulfion  des  ternies  divifibles  par  uA+l ,  &  des  termes 
divifibles  par  xA  +  l ,  n'a  emporté  aucun  des  termes  divifibles  par 
donc  le  nombre  de  ceux-ci  eft  A  (u . . .  n)T~A~l. 
En  continuant  de  raifonner  de  la  même  manière ,  on  verra  de 
même,  qu'il  manque  en  un  nombre  de  termes  exprimé  par 
N( u  . . .  n)T-â-'  ;  &  ainfi  de  fuite. 

Donc  N(uA .  .  .  n)T  =  N(u  .  .  .  nJT  —  N(u  .  .  ,n)T-A~x 

—Nfu...nJT-A-1  —  N(u...n)T-A-*  —  N(u.  .  ,nj  T~A~J 

—  &c. 

Problème  V. 

(60.)  Soient  (ui'...n)''  =  o,(u,'...n)t"=o,(u»"  ...n)r  =  o, 
&c.  un  nombre  quelconque  d'équations  renfermant  un  nombre  n  (Fin~ 
connues  ;  foit  (  u  A . . .  n  )T  un  polynôme ,  tel  que  l'on  ait 

A  —  a'  —  a"  —  a'",  &c.  A  —  a'  —  a"  —  a'",  &c>T  —  t'  —  t"  —  t'",  «ce. 
A  -  a'  —  a"  -  a'",  &c.  -f-  A  —  a'  —  a"  -  a'",  &c>T  —  t' —  t"  —  t'",  &c. 
A  —  a'  —  a"  —  a"',  &c.  A  —  a'  -  a»  -  a"',  &c.  >T  -  tf  - 1"  -  t'" ,  &c. 
A  —  a'  —  a"  — a'",  &c.  -t-  A  —  a'  —  a"  —  a",  Stc>  T  —  t'  —  t"  —  t'"  ,  &c. 

A  —  a'  —  a"  —  a'",  &c.  -f-  A  —  a'  —  a"  —  a'"  ,  &c.  >  T  —  t'  —  t"  —  t"' ,  &c. 

0         *         t         r  t*»       tu       m  "* 

A  —  a'  —a"  — a'",  &c.  -f-  A—  a'—      —a'",  &c>T  —  t'  — t"  —  t'",  &c. 

,1  11  u  11     '  m         m        tu  m      *  » 

&  ainfi  de  fu  ite. 

On  demande  combien  ,  à  l'aide  de  ces  équations  t  on  peut  faire 
difparoitre  de  termes  dans  le  polynôme  ,  fans  en  introduire  de 
nouveaux. 

Ne  fuppofons  d'abord  qu'une  équation  ;  &  concevons  que 
l'ayant  multipliée  par  un  polynôme  f  uA' . . . .  n)  T  ,  on  ajoute  le 
produit  fuA+a  .  ...  n)  T au  polynôme  propofé  :  il  eft  clair 
i.°  que  cette  addition  ne  changera  rien  à  la  valeur  du  polynôme 
propofé. 

2.0  Que  fuppofant  au  polynôme  multiplicateur  les  qualités 
néceflaires  pour  ne  pas  introduire  de  nouveaux  termes  ,  on 
pourra  faire  difparoitre  dans  le  polynôme  propofé  autant  de 
termes  qu'en  aura  le  polynôme  multiplicateur ,  puifque  chacun 
{le  ceux-ci  fournira  un  coefficient. 

Qu'alîn  que  ce  polynôme  multiplicateur  fafle  difparoitre 
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fe  ,plus  grand  nombre  de  termes  poffible ,  fans  en  introduire  de 
nouveaux ,  il  faut  que 

r+«-  =r;  jt-h-jê,  *+£=4t 

&  ainfi  de  fuite  : 
On  a  donc 

r=T-«';  A<  =  A-a<;  A>  =  A-a';  A>  =  A-a>;  A>  =  A-a>; 

,fic  ainfi  de  fùite. 

Or  il  réfulte  des  conditions  préfentées  dans  l'énonce* ,  que 

A  —  a'  H-  A  —  a'  >  T  —  t'  ;    A  —  a1  4-  A  —  a'  >  T  —  t' i 
A  —  a'-+-A  —  af>T  —        A  —  a'  -\-  A  —  a'  >  I*  —  *' ,  Sic, 

m  tu  »  «  m  « 

Donc  le  polynôme  fa A' . . . .  n)  T'  qui  devient  f u  A~*. ...n )T~''9 
eft  de  même  nature  que  le  polynôme  &  les  équations  propofës. 

Le  nombre  <les  termes  qu'on  peut  faire  difparoître  à  l'aide 
de  la  première  équation  feule ,  eft  donc  N  fuA~a' . . . .  n)  r-r  ; 
&  par  conféquent  facile  à  exprimer  en  T—  f7,  6c  A  —  a'  ,  par 
ce  qui  a  été  dit  (  jp  ). 

Suppofons  maintenant  deux  équations. 

Si  on  conçoit  qu'on  multiplie ,  comme  ci-devant ,  la  première  , 
par  le  polynôme  (uA' . . . .  n)  T  ;  Je  nombre  des  termes  qu'on 
pourra  faire  difparoître  ne  fera  plus  N (uA  .  ...n)T'.  En  effet, 

fuifqu'il  exifte  une  féconde  équation,  on  pourra  toujours,  à 
aide  de  cette  féconde  équation ,  faire  difparoître  dans  le  poly- 
nôme (  uA  ....  n)  T'  un  nombre  de  termes  que  par  un  raifon- 
nement  femblable  au  précédent  ,  on  verra  être  exprimé  par 
M  (  u  A—~ .  ..  .n)  T~'  ;  donc  le  polynôme  (uA' . . .  .n)T  ne 
fournira  qu'un  nombre  de  coëfficiens  ==  N ( uA' . .  . .  n)T' 
«—  N( u  A  '~  *" . . .  n)  T'-t" ,  c'eft-à-dire,  en  mettant  pour  A'  &  T* 

leurs  valeurs,  un  nombre  de  coëfficiens  =  N(uA-a  n)T~' 

?—  N(uA—-*\.  ..nJT-"''.  La  première  équation  ne  pourra 
donc  faire  difparoître  qu'un  pareil  nombre  de  termes.  Quant  à 
la  féconde ,  s'il  n'y  a  pas  de  troifième  équation ,  il  n'y  a  rien 
qui  puifTe  diminuer  le  nombre  des  coëfficiens  du  polynôme  par 
lequel  on  doit  également  concevoir  qu'on  la  multiplie,  pour 
l'ajouter  au  polynôme  propofé  ;  ôc  le  même  raifonnement  que 
nous  avons  employé  pour  le  cas  d'une  feule  équation ,  fait  voir 
qu'à  l'aide  de  cette  féconde  équation,  on  pourra  faire  difpa- 
roître un  nombre  de  termes  exprimé  par  A <  (uA~à'  ....nJT~  '\ 
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Donc,  à  l'aide  des  deux  équations,  on  pourra  faire difpa* 
roître  un  nombre  de  termes  exprimé  par  N  (uA~A  .  .„n)T-* 

Et  en  vertu  des  conditions 

A       a'  —  û"  -H  ^  —  fl'  —  a"  >  2T  —  e  —  r" ,  &c.  on 

verra  que  les  polynômes  (uA~d  n)T~'' ,  {uA~*  ....nJT-''r 

fuA-*-*  n)T-,'t  font  de  même  nature  que  le  polynôme  ûc 

les  équations  propofés. 

Suppofons  trois  équations* 

En  concevant  qu'on  multiplie  comme  ci-devant ,  la  première 

par  le  polynôme  (uA'  n)T  \  la  féconde,  par  le  polynôme 

(uA " . .  .  n)  T  ;  la  troifième ,  par  le  polynôme  (uA  " . . .  n)T ",  ôc 
que  l'on  détermine  A',  A",  A'\  &c.  T,  T",  T'",  &c.  par  la  condi- 
tion d'être  les  plus  grands  qu'il  eft  poiïible ,  fans  introduire  de 
nouveaux  termes  ;  on  trouvera  de  la  même  manière  que  ci-devant 

r  =  T—S-,      A'=A  —  a'-,      A'  m*A—d>  fltc. 

\T  =  T—  t";      A"=*A  —  a";     Â"  =  A  —  a",&c. 

T'"  =       f*\     A'"=  A  —  d"  ;  Â'"=>A—a",&Lc. 

On  verra  d'ailleurs  ,  par  ce  que  nous  venons  de  dire  fuf 
deux  équations  ,  que  l'on  pourra  toujours ,  à  l'aide  des  deux 
dernières  ,   faire  difparoître  dans  le  polynôme  multiplicateur 

(uA  n  )  T' ,  un  nombre  de  termes  exprimé  par 

A  fit  *~<Jn  r-*+N(uA-'~.n)T-*--  A  ^  -  -•m~*F  -'-«"j 
que  par  conséquent  ce  polynôme  ne  fournira  qu'un  nombre  de 
coëfhciens  =  N  (  uA  . .  .  .  n)T  —  N  (uA~*  .  .  .  .  n)  r-*' 

—  JV(uA-'\...nJT-  -4-  N(uA-*-<. . . .  n;r-<  -  '  ,  ou  (en 
mettant  pour  A'  &  T  leurs  valeurs  )  =  N  (uA—' . . . .  n)T~* 

-  JV(uA--'  nJT-<-'  -  N  (u  A~*  n 

■+-  NfuA-*-'-*'....nJT-*-<"-'\  Donc,  à  l'aide  de  la  pre- 
mière équation ,  on  ne  pourra  faire  difparoître  que  ce  nombre 
de  termes ,  dans  le  polynôme  propofé. 

Pareillement  ,  à  laide  de  la  troifième  équation,  on  pourra* 
toujours  faire  difparoître  dans  le  polynôme  multiplicateur 
(uA'  ....n) T"  de  la  féconde ,  un  nombre  de  termes  exprimé 
par  N  ( uA  ~*" . . . .  n)  r"-'  ;  ce  polynôme  ne  pourra  donc  fournir 
qu'un  nombre  de  coèfficiens = N(u  A  ....  n)T' —  N(uA"~a nj7"~'"9 
ou  ( en  mettant  pour  A"  &  T"  leurs  valeurs)  =  N( uA—\ ,,,n) ™ 
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Donc ,  à  Taide  de  la  féconde  équation ,  on  ne  pourra  faire 
îdifparoître  dans  le  polynôme  propofé  ,  qu'un  nombre  de  termes 
«  N  (a  A-*"  „ . .  —  N(uA-"-  -"' . . .  n)  T-  '-<"  ;  à  l'é- 

gard de  la  troifième  elle  fera  dilparoître  un  nombre  de  termes 

=  N  (uA~  nJT'"y  c'eft-à-dire ,  (en  mettant  pour  A'"  &  T"\ 

leurs  valeurs  )  un  nombre  de  termes  =  N (uA~>r  . . . .  n) 1  ~ 

Donc  enfin  le  nombre  de  termes  qu'on  pourra  faire  dilparoître 
à  l'aide  de  trois  équations  fera 

N(uA~<  n)T~<  —  N(uA-<  n)T-<-<~ 

—  N(u A  . . n)  r-'-'~      N/uA--*-~  n 

r*-N(uA~*\  n)T~e  —  N  (  uA~*"~*  n)T'M 

~*-N(uA-"  nJT'ir. 

Et  en  vertu  des  conditions  A  —  d  — -  d'  —  dn 
+  A  —  d  —  d'  —  d"  >        t> —  f"  —  t!"  &c.  on  dé- 

#  -9  -9  * 

montrera ,  comme  ci-devant ,  que  tous  les  polynômes  qui  en* 
trent  dans  cette  expreffion,  font  de  même  nature  que  le  po- 
Jynorae  &  les  équations  propofés. 

Il  eft  facile  de  voir  maintenant  quelle  eft  l'expreflion  dtg 
nombre  cherché ,  pour  un  plus  grand  nombre  d'équations. 

Problème  VL  ' 

(6l.)  On  demande  quel  ejl  le  nombre  des  termes  reftans  dans 
ie  polynôme  (\iA  .  ,,.n)T ,  lorfqu  à  l'aide  d'un  nombre  donné 
4t équations  de  même  nature  que  ce  polynôme,  on  en  a  fait  dijparoître 
tous  les  termes  qu'on  peut  en  faire  dtfparoître* 

On  voit  donc  très-facilement ,  d'après  le  problème  précédent, 
<jue  s'il  n'y  a  qu'une  équation ,  le  nombre  des  termes  reftans 
fera  N (uA  n)T  —  N (uA-<  %)*-*  qui  fe  réduit  à 

d  C  N  (u  A . . . .  n)  T]  :  '  :  j   :  kc.J  lorfque ,  corn-. 

♦ 

me  nous  l'avons  démontré,  les  deux  polynômes  (uA . ...  n)T  ^ 
(uA-*'  ...,nJT-'  font  de  même  nature  ,  6c  non  dans  tout  autre 
cas. 

S'il  y  a  deux  équations  s  le  nombre  des  termes  reftans  fera 
JN  (u  A  ....»)  T  -    (u  A  -  *' .  ...nj  r- -  N  (uA         nj  *~  f 

Fi; 
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■+■  N  (u  . . .  .n)  T"     qui ,  parce  que  les  quatre  polyfto- 

mes  font  de  même  nature  ,  fe  réduit  à 

On  verra  de  même  que  dans  le  cas  de  trois  équations ,  le 
nombre  des  termes  reftans  eft 

 £*hÎ-    :  -  *^+*^rfîf>* 

&  ainfi  de  fuite- 

Problème  VIT. 

On  demande  quel  eft  U  degré  de  l'équation  finale  réfultante  d'un 
nombre  quelconque  n  d'équations  de  la  forme  (w  * . . .  t\J 1 ,  &  com- 
prenant un  pareil  nombre  d'inconnues. 

(62.)  Concevons  que  les  équations  foient  (u*'. . . .  n)*  =  o , 
(W.  .  .  n)'  =*o,  f a--'.  ..nj'~—  o,  fz/-"  .  .  .  =  o,  &c.  & 
qu'ayant  multiplié  la  première ,  par  le  polynome/tf'* ....  n)T 
qui  ait  les  conditions  mentionnées  dans  l'énoncé  au  Problème 
i  V  ) ,  on  fafle  enfuite ,  à  l'aide  des  «  —  1 autres  équations  , 
difparoître  de  l'équation-produir,  tous  les  termes  qu'il  eft  poffiblç 
d'en  faire  difparoître  (ans  en  introduire  de  nouveaux.  Alors 
(61  )  il  ne  reftera  plus  dans  l'équation-produit  (uA*'*wn)r+t  =  o>: 
qu'un  nombre  de  termes  exprimé  par 

riV.i      ...r,\     a    f  i  Sec  ) 

l^u  J,"f -/',-i",-*'",&c  ^ra"r«"',«C  -a',-a",-fl'",fte.  -rt',-û'',-rt"',8rc.  A 

foit  D  le  degré  de  l'équation  finale ,  &  par  conféquent  D  -+-  1 
le  nombre  des  termes  dont  elle  eft  compofée  ;  alors  le  nombre 
des  termes  qu'il  refte  à  faire  difparoître,  eft 

r  [M-      -n)  Vt„,  &c,:  ^^V^, sec1  ^  -Z>-  U 

Or,  pour  qu'on  puhTe  les  faire  dilparoître  ,  il  faut  que  îe 
polynôme  multiplicateur  fournifle  autant  de  coéfficiens  plus  un. 

Mais  eu  égard  au  nombre  de  termes  qu'on  peut  faire  dif^ 
paroître  dans  le  polynôme  multiplicateur  ,  à  l'aide  des  n  —  1 
dernières  équations ,  ce  polynôme  ne  peut  fournir  qu'un  nom- 
bre de  coëfficiens 
*  » 
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T  A  A 

on  aura  donc  l'équation  fuivante 

. ,  .       .      I+i  A  +  a  A  •+-  a  • 

...n)      **-f lie  -a',-a'',--'">3tc.!-rt',-a",-û'",8tc.  " 

■>t      A      T     /         ï"  ^  A  te. 

&J    PV(H  .„..)  J....  C^^^h^  -j-al'i-a»'^  te/  ~  1  ' 

<foù  Ton  tire 
c'eft-à-dire , 

1     »»  ;    J'~f  _n.,.,_lV<»',acc.  -^W'^^'^c  -«.-ji'.-a".^'".^ 

Donc   fi  on  différencie  la  quantité  N  (  u  .  .  .  .  n  )  T+* 
—  Nfu . . . tt)T+~A-*-1  —  N(u... ifi*++T*  —  N(u. . .n)T+*-A-î~x ,  &cv 
qui  (yp)  eft  la  valeur,  de  A(uA-*-a. .  .nJT+t  i  fi  on  la  différencie 
»  fois  de  fuite  félon  les  règles  données  (  1 5  6c  14  )  on  aura  enfin 

D  =  tt't"t"'t  Sic  —  (t  —  a)  .  (*'  —  a1)  .  (t"  —  a")  .  (/"'  —  «"'),  te* 

-  (r  -  « )  .  (  f  -  a>  )  .  (  ,"  -  f  «  )  .  (  ,'•»  -  f%  te, 

-  (r  -  a)  .  (f  -  a')  .  (,"  -  jj»)  .        -  g'»),  te* 

-  te. 

Chaque  produit  ayant  autant  de  fa£teurs  qu'il  y  a  d'inconnues. 

Donc  fi  on  n'a  que  deux  inconnues ,  le  dégré  de  l'équation  finale 
feraP=  r/  —  (*  —  a)  ,  (jf  —  é)  —  (t  —  a)  .  (S  —  a')* 

(53«)  Si  dans  ce  cas  particulier  ,  on  fuppofe  a  =  f>o/  =  /rî 
on  aura  D  —  ttf —  (t  —  f)*ft —  *(Ji'  ou  ^  on  Appofe 
a  s=  /,  a!  =  S,  on  aura  D=  tt*  —  (t  —  aj  .  (t!  —  a')  qui 

fignifie  la  même  chofe. 

C'eft  à  cette  denière  expreflron  que  fe  réduit  tout  ce  qu'on  a  fçu 
jufqu'ici  fur  les  équations  incomplettes ,  &  à  deux  inconnues  feule- 
ment. 

(  $4»  )  Je-  ne-  m'arrête  pas  à  faire  remarquer  que  la  valeur 
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générale  que  nous  venons  de  trouver  pour  D ,  renferme  comme  urt 
cas  bien  particulier  celui  des  équations  complettes ,  lequel  a  lieu 
lorfque  a  =  /,  d  =       <r  —  r" ,  &c.  a  mm  /,  d  mm  t*  9 

d'  =  i" ,  &lc.  a  —  t ,  d  =  t!,  d1  =  r" ,  &c  il  eft  clair  que  dans 

ce  cas  on  a  D  —  t t!  r"  f ,  &c. 

(650  Nous  nous  bornerons  à  un  exemple  pour  faire  connoître 
la  réduction  qu'éprouve  le  degré  de  l'équation  finale ,  dans  les 
équations  incomplettes  dont  il  s'agit  ici. 

Suppofons  n  =  3  ,  t  =  t/  —  t"  =*  a  ;  a  =  d  =  d'  =  1  9 
a  s=  d  mm  d'  =  1 ,  a  —  a!  =  a"  =  1  ;  on  aura  D  =  8  —  1  —  1 

1  ss  j.  L'équatfon  finale  eft  donc  moindre  de  trois  degrés  que 
<i  les  équatious  propofées  étoient  complettes. 

(66.)  On  peut  remarquer  que  fi  une  feule  des  équations  propo- 
ses eft  complette  f  la  valeur  de  D  eft  la  même  que  À  elles  l'etoiçnt 
toutes. 

Remarque, 

(67.)  Il  faut  faire  bien  attention  que  la  valeur  de  D  quÇ 
nous  venons  de  trouver  fuppofe  eflentiellement  que  les  équations 
(u*  . . .  n)'=  o,  fu*  . .  .nj' =  of  &c.  ont  les  mêmes  condi- 
tions (iippofées  (  60  ).  On  fe  tromperoit  fi  on  vouloit  appliquer 
cette  valeur  dans  les  cas  contraires. 

Par  exemple,  fi  on  fuppofe  trois  équations  telles  que  Ton 

ait  *=*  t?  =  /'=»  3  ;  a  =  a'  =  a"  =  1  ;  a  =  d  =  d'  \-, 

•      /  » 

A=s  d  =  d'  =  1  ;  on  trouveroit  D  =  27  —  8  —  8  —  8  =  3- 

ce  qui  n'eft  pas  vrai  ,  ainfi  que  nous  le  verrons  par  la  fuite, 
Aufii  ces  équations  n'ont-elles  pas  les  conditions  requifes  pour 
qu'on  puuTe  employer  cette  valeur  de  D  ,  puifqu'au  lieu 
d'avoir  a  -+-  a  >  t  ;  a  -+-  a  >  t;  <z-H  a  >  r  ;  d  -+•  d  >  t >  &c. 

pn  a  au  contraire  a     a  < -t  ;  a  -4-  a  <  r,  &c, 

Nous  verrons  par  la  fuite  comment  on  peut  déterminer  la 
valeur  de  D  dans  les  équations  qui  ont  la  forme  fu.*..  .n)'  =  o9 
fans  que  les  conditions  û  +  d>/,  ôcç.  aient  lieu .  Mais  cette 

difcuffion ,  pour  plus  de  clarté ,  doit  être  rejettée  après  divers 
imtres  polynômes  &  équations  dont  nous  avons  à  parler, 
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'Sur  la  fommation  de  quelques  quantités  néceffaircs  pour{ 
déterminer  le  nombre  des  termes  de  différentes 
efpèces  de  polynômes  incomplets, 

(6S')  On  Peuî  déjà  v0*r  9  Par  ce  cPa  procède ,  que  la  détermf-* 
nation  du  degré  de  l'équation  finale  ,  dépendra  toujours  effentiel-* 
lement  de  celle  du  nombre  des  ternies  des  polynômes, 

Cette  dernière  eft  ,  comme  on  la  vu  ,  aflez  facile  pour  la  pre-< 
mière  efpèce  de  polynômes  incomplets  que  nous  venons  de.  confi- 
dérer  ;  mais  les  autres  polynômes  que  nous  nous  propofons 
d'examiner ,  exigent  la  (bmmation  de  quelques  quantités  que  pour 
plus  de  clarté  &  de  méthode  nous  croyons  devoir  expoler  avant 
que  d'entrer  en  matière  fur  la  détermination  du  nombre  des  termes. 

Les  principes  que  nous  avons  donnés  (  1 8  &  fuiv.)  fuffiront  toujours 
pour  cet  objet  i  mais  comme  les  calculs  le  compoferont  à  mefure» 
que  nous  avancerons  ,  nous  ne  pouvons  nous  rendre  trop  attentifs 
à  en  Amplifier  les  réfultats  ,  à  leur  donner  la  forme  la  plus  fimple  r 
la  plus  commode  6c  la  plus  générale.  Il  s'agit  donc  moins  ici  d  une 
nouvelle  manière  de  fommer  les  quantités  que  nous  allons  préfen- 
ter  ,  que  de  trouver  des  expreffions  plus  commodes ,  des  réful- 
tats auxquels  on  feroit  conduit  par  l'application  immédiate  de$ 
principes  donnés  dans  l'Introduction.  Entrons  en  matière* 

Problème  VIII. 

(  69->  h  s'agit  de  fommer  N  (u  .. .  n  —  i  )p+  'depuis  s  m»  Q  , 
jufaiîà  s  ==•  R  i  on  fuppofe  R  >  Q ,  &  que  s  varie  par  degrés  égaux 
à  l  unité. 

Nous  Tçavons  (39)  que 

I  i.i.}...n  —  1 

Si  on  multiplie  cette  dernière  quantité  ,  haut  Ôc  bas  ,  par 
7;  rn  i  ou  par  i  ' ,  on  aura  donc 

'A'///    »_,)P+»      [P+*±* )>(*>+'  +  tMgj-Jj- n—ï ) . [P±       «  t-  ( P+s) ] 
'    '  y        =«  r.x.3....(n— ifn 

(f+J-l-i).{/>+J+:)...(/'+f-fn)-fj'.(-f).(/'+;^i)..(/'+f+B- 1) 
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On  a  donc  N  (u . . . »—  \)*+*  —  </AY" . . .  nJ*+*(Ji  Jé 
PoncfNfu  ...n—  ijp+'  mm  N(u . . .  njp+*  4-  Ç. 
Donc  lorfque  s  =  @  —  i,  on  a 

fN(u...n  —   i;p+*  =  N(u...n)*+*-l-i-C. 
Et  lorfque  i  =  R,ona 

Ponc  depuis  j  =  Q  inclufivement  jufqu'ài  R  inclufivement , 
on  aura 

fN(u.,.n-}Jp+'  =  N(u.,,n)*+*  -  Nfu...nJ 

•  • 

PROBLÈME  IX. 

< 70.)  Il  s'agit  de fommer  N(u...n —  1  )p-*,  depuis  s  =  Q , 
ïufquà  s  —  R  ;  on  fuppofe  R  >  Q  ,  &  fit  s  varie  par  degrés 
égaux  à  l'unité. 

On  a  (39) 

I      ***  *  I  «  1  •  J.....B— I 

(/>— /-f.1).  (P  —  (f-^-f"-  l  )  >  [/»— J +  »--(/'— j)l 

(/>^/-j-  !).(/>— j -n j-f-n)— .(^ —*+*)•'■  (^■'•j-g^') 

p*N(u...n)*-  —  N(tuj$ p—  «  =  -  dN(u...n)p—*  ...(1  t)ê 
Donc fN(v...n  —  1^ p~*  «?=  —  A^a . .  .  ^p-'~I  +  Ç. 
Ponc  lorfque  j  =»  Q  —  1  ,  on  a 

fN(u...n— iJ*-=*—N(*. +Cf 
£t  lorfque J=K,ona 

f]V(u...n—  x)p-  mm  —  A^" . . .  n^-*-1  H-  A 
Donc  depuis  s  =  Q,  inclufivement  ,  jufqu'à  s  =  R  incluft» 
rement,  on  a 

/Wfii . . . n  —  \)  p"  mm  *r  N(u . . .  n)  p- *r  ■  +  A^« . . .  n)p-% 
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Problème  X. 

(7l.)  Il  s'agit  de  Jbmmer  N  (  u  ) L  "*"M  1  x  N  (u...n— 2) p+* . 
depuis  s  =  Q  3  jufquà  s  =  R. 

Je  commence  par  ramener  cette  quantité  à  la  forme  que 
nous  venons  de  fommer  (  5p  ) ,  en  cette  manière. 

Puifque  (3;  )  N(u)L+*'  es  /,  +  AT  s      1  ,    j'ai  donc 

Je  fuppofe  cette  dernière  quantité 

*=>J.N(u...n  —  +  B.(P+s)xN(u...n  —  %)*+•  1 

j'aurai  donc  L-4-Afj-hi  =  ^ (p  +  sj  ^  #oil  je  tire 

X-+-  i=A-hBP,  &  fl=M;  donc  A  =  L  -\~  1  —  /Vf  P. 
J'ai  donc  N(u)L+Ml  x  N(u...n  —  2)p  +  '  =  fL-f-  1  —  A/iy 
*N(u...n  —  2)p+>  -*-M.(P-{-s)xN(u...n  —  2)p+\ 

Or^p-+-5>>x^..^-2;i'-'-'S=^—i;xA7«.../z— i;p+'-r, 

ainfi  qu'il  eft  facile  de  s'en  aflurer  ;  donc  enfin  N  (u)L  +  Mt 
x  N(u...n  —  2)p  +  *z=(L+x  —  MP)  xNfu..  .n—2)p+* 

Donc  (tfp  )fN{uJL  +  M'xNfu...n  —  2)p+*  =  NfuJL-M* 

*lN(u...n—  —  N(u...n  —  iJ^Q-^-^  M(n  —  i) 

>N(u...n)p+*-'-M(n-iJ  xNfu ...nJp+Q->,  cette  fomme 

étant  prife  depuis  j=*Q  inclufivement ,  jufqu'à  *  =  R  inclufi- 
vement. 

Problème  XI, 

(72.)  Jz.  j  j^ff  defommerN  (u)L+M'  x  N(u  ...n  —  2)v~s 
depuis  s  =  Q  inclufivement,  jufquà  s  =  R  inclufivement.  * 

On  fera  de  même  N  {u , 1  +M*  x  N(a  . . .  «  —  2) p-  ou 
(L+Ms+\)xN  (u...n—  2JP-=A.  N(u...n—2)p~'^ 
B.  (?—  s)  x  N( u...n—2)p-:  On  trouvera  A  -h  flP  «  L-f-  ,  . 
£  =  —  M.  On  aura  donc     =  MP  ;  &  par  confé- 

qaent  N(u)L+*>  x  iVfil,  %J*—=  ^H-  l+MP) 

*N(u...n-T2jp-  -M.fP-sJ  xN(u..  t/l-2Jp-< 

G 
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^N(u)L+MP  x  N(u...n~  2)p~*  — .  Af  .  («—  i) 

xN(u...n  —  a)*—'. 

Donc  (  70  )  depuis  s  cas  Q  inclufivement ,  jufqu'à  s  =  R  in- 
clufivemcnt  ,  on  aura 

fN{u)L+M'  x  N(u.  .  .  n  —  2)p-*  =  («)I+J,f,> 
x  [  //(w.  .  .  n  —  1  —    iV(«   ..  .n—  1  )*-*-'} 

~-M.  (n  —  i)xN(u...n)p-Q-t-i-M.(n—i)xN(u...n)p-R-\ 

Remarque» 

(730  Nous  n'examinerons  pas  d'autres  formes  pour  le  pré- 
lent :  nous  les  ferons  connoître  par  la  fuite.  Mais  nous  ajoute- 
rons ici  une  obfervation  utile  pour  abréger  les  calculs  auxquels 
nous  allons  appliquer  ces  formules^ 

Lorfqu'on  a  à  fommer,  dans  différens  intervalles  conféicutifs, 
«ne  même  exprelTion  variable  ,  au  lieu  de  la  fommer  pour 
chacun  de  ces  intervalles ,  on  pourra  tout  de  fuite  la  fommer 
pour  l'intervalle  totaL 

Par  exemple  ,  fi  j'ai  à  fommer  N{u..  .n  —  1  )p~*  depuis 
s  «  o  1  jufqu'à  s  a  A  ;  puis  depuis  s  =  A  exclufivement  9 
jufquà  s  =  B  ;  puis  depuis  s  =  B  exclufivement  jufquà  s  =  Ci  * 
il  eft  clair  que  la  queftion  fe  réduit  à  fommer  N(u  . .  .n  —  1  ) p  —  * 
depuis  s  =  o  jufqu'à  s  —  C,  ce  qui  (  70  )  donnera 

N(u...n)p  —  N(u...n)p-c-\ 
Donc  fi  on  avoit  à  fommer 

xT-'  T-A-t-\  T-A-  #-1 

.  1.*  JV(u...n  —  1  )        — N(u...n—t)  —  Jv(u...rt—  i)      •  f 

depuis  s  —  o  ,  jufqu  a  s  =  P  ; 

».cJv(«f..rt—  1  )        — N{u..,n — 1)  —  tf(u..,n  —  i  )  > 

depuis  s  s=s  P  exclufivement ,  jufqu'à  *  =  P'  ; 

j.*A'(w...n — 1)        —N(u...n — i)  — JV(«...n— »l)  > 

depuis  j  =  F  '  exclufivement  ,  jufqu'à  s  =  P"; 

alors  on  fommeroit   i.°  N  (u . . .  »—  1  )  T~ *  depuis  *  =  o  p 

jufqu'à  s       P" ,  ce  qui  (70  )  donneroit 

N  (u  n)T  —  N  (u,...n)T'p-1  ; 

2.0—  N  (u.. .  n  —  iJT-A»*-*  depuis  s  —  o ,  jufqu'à  s—V^ 

çt  qui  (  70  )  donneroit  —  N(u  r . .  n)T'  A-lr+- N(u , .  . nJ^'A ■  ?•  %é • 
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3.0  — N  (u..  .n  —  1  )  T~B'  ,  depuis  s  »  F  exclufivement , 
jufqua  j  =  p".  Cette  fomme  ( 3$ )  fera  —  (  /  "  —  F) 
xiV(tf.../z  —  i)X*r*i  ou_ .A  (U)P  ~p     x  ^r(w.../^--I)T■*s'",. 

4-°—  W  (u...n  —  i)2"-^-*-1  ,  depuis  *  =  o,  jufqua  s  —  P; 
ce  qui  (  70  )  donne  — ^(w...^)1'-^-'-^  A'Cw.  . .«)  T~;4-p-s. 

y.°  —  . . .  «  —  1)  r*J ,  depuis  j  =a  P  exclufivement , 
jufqu'à  s  =  P",  ce  qui  (  3;  )  donne 

—  (P" — P) xA'(a . . . n —  1  )TB ou _//(«)F-p-'  xJV(«. ...«— 1 
Enforte  que  la  fomme  totale  eft 

N{u.,.n)T  —  Ar(tt...n)T-p"-1  — 

+  iV(u.,./i)T*^'-»-^(B)p"-p'-,xA'(«...«-i)r-î,-« 

—  N(u  +  ..n)T-*-*     +N{u...n)T-4-p->  —  N(u)p,-p-* 

Z^ff  Polynômes  Incomplets,  âC  des  Équations  incomplettes  % 
dans  lef  quels  deux  des  inconnues  (les  mêmes  dans  chaque 
Polynôme  ou  Equation}  ,  ont  ce  caractère  :  i.°  Que 
chacune  de  ces  deux  inconnues  ne  paffe  pas  un  degré 
donné  (  différent  ou  le  même  pour  chacune^  :  2.0  Que  ces 
deux  inconnues  ne  paffent  pas  ,  enfemble  ,  une  di- 
menfion  donnée  :  3.°  Que  les  autres  inconnues  ne  peuvent 
chacune  y  paffer  un  degré  donné  (différent  ou  le  même 
pour  chacune  )  ,  mais  dans  leurs  combinaifons  deux  k 
deux  ,  trois  à  trois  ,  &c.  tant  entr  elles ,  qu'avec  les 
deux  premières ,  elles  montent  à  toutes  les  dimenfions 
poffibles  jufqua  celle  du  Polynôme  ou  de  l'Equation. 

(74.)  Nous  reprcTcnterons  un  Polynôme  de  cette  efpece, 
par  l(uA,xl)B}yd .  ../z]r,  expreffion  par  laquelle  nous  en- 
tendrons donc  que  u  ne  parte  pas  le  degré  A  ;  x  ne  pane  pas  le 
degré  A  ;  u  &  x  ne  peuvent ,  enfemble ,  monter  à  une  dnnen- 

fion  plus  élevée  que  B  ;  les  autres  inconnues  y ,  1 ,  &c.  au 
nombre  de  n  —  2,  ne  peuvent  palfer  les  degrés  A ,  A , 
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refpe&ivement  ;  mais  tant  entr'elles  qu'avec  la  dimenfion  B  flc 
ks  dimenfions  inférieures  des  deux  autres  u  ôc  x,  elles  montent: 
à  toutes  les  dimenfions  poflibles  jufqu  a  T. 
La  nature  de  ce  Polynôme  eft  donc 

A  <  B;   A  <  B  ;    B  <  T  ;  //  <  T;   A  <  T,  &c 
y*  -4-  ^  >  B  ;    ^  -h  fi  >  Ti    A  -+-  B  >  T ,  &c. 
A  -h  A  >         A  -H     '>  T;         -h  ^  >  71 ,  &c. 

y*  -+-  yf  >  T;   A  -h  A  >  T ,  8cc 

Pour  ne  pas  charger  inutilement  nos  calculs,  nous  allons  dé- 
terminer le  nombre  des  termes  de  ce  polynôme  ,  en  fuppofant 
d'abord  A  =  A  mm  A  =  &c.  =  T.   Il  fera  facile  enfuice  d'à- 

voir  égard  aux  valeurs  de  ces  mêmes  quantités. 

Problème  XIL 

(750  On  demande  la  valeur  de  N[(uA,  x*)B,  y.  .  .n  JT 

Concevons  ce  polynôme  ordonné  par  rapport  à  l'une  quelconque 
des  deux  inconnues  u  &  jc,  par  rapport  à  x  par  exemple  :  &  nom- 
mant s  l'expofant  de  x  dans  un  terme  quelconque ,  la  totalité  des 
termes  qu'affectera  x' ,  fera  le  polynôme  (  a  j_y  •  •  —  1  ) T~  *  î 
c'eft-à-dire,  qu'un  terme  quelconque  fera  dé  la  forme 

x'  ( uA >y —  0T' 1  depuis  s  =  o,  jufqu'à  ce  que  s-i-A=:B, 
puifque  u&.  s  ne  peuvent  enfemble  pafler  la  dimenfion  B. 

Paifé  s-^A=B,  ou  s  =B—A>  chaque  terme  fera  de  la  forme 
*'  (  «*  "  '  y  y  •  •  •  «  ~  1  )T'  *  jufqu  a  s  =  A  puifque  x  ne  doit  pas 
pafier  le  degré  A  :  &  il  faudra  d'ailleurs  que  A>  B  —  A  ,  ce 
qui  a  lieu  par  la  nature  du  polynôme  qui  exige  que  A-+-  A  >  B. 

La  queftion  eft  donc  de  fommer 

i.°  N{uA}y . ,n — i)T"*  depuis  s=  o,  jufqu'à  s  =  B  —  Ai 

3.0  N(  uB  -  l,y . . .  n  —  1) T- ■  depuis  s  =»  B  — -  A .  exclufivement  , 
jufqu'à  s=*A, 
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2.0  N(u»-%y..m—i)T-*^N{u...n  —  i)T-'--N{u...n--i)T~*-''  ; 
nous  avons  donc  à  fommer 

i .°  N(  u . . .  n  —  i )T-  '  —  N{  u . . .  n  —  \)T'A ' '  ■ 1  depuis  j  =  o  , 

jufqu'à  5  —  B  —  y^. 
3.°  iV(  a .  . .  n  —  i  ) T"  •  —  JV(  u . . .  * —  i)T"B- 1  depuis  *  =B— A 

exclufivement ,  jufqu'à  s  —  A. 

Donc  par  ce  qui  a  <5t<5  dit  (  70  )  ,  on  trouvera  • 

Jir[(uA,xJ)B,y...n]T  =  JV(«...«)T-  JV(u...n)T*y4  l_JV(«...n):r"/î'<. 
*.  A^(W...n)r  -B-1-  A'(«)'4■h<'•2,•,  x  ^(«...n-.)2"--8-'. 

Corollaire. 

{J  6-)  Si  l'on  avoit  A-hA<B-,  alors  il  eft  clair  que  u  &  # 

n'atteindroient  pas  enfemble  la  dimenfion  B  ;  mais  que  A  -+-  A 

feroit  la  plus  haute  dimenfion  ,  à  laquelle  ils  atteindroient.  L'ex- 
preflïon  que  nous  venons  de  trouver  ,  ne  feroit  pas  alors  la  véri- 
table ;  mais  fi  au  lieu  de  B  on  y  met  la  valeur  A^rA  qui  lui 

convient  dans  ce  cas,  alors  on  aura 

Hl {uA ,  xA)B, y.^n}T  —  N(u..ji)T—  N{u..ji)T'A'  1  —  N(n...n)T'A' 1  +  N{u..*i)Z'A'A'% 

dans  le  cas  où  A-hA<B;  en  obfervant  que  AT(tf)-'  =  Oj 
puifquen  général  N{  u  )A+4~B' 1  c=A-i-A  —  B. 

Problème  XIII. 

On  demande  la  valeur  de  Nf(uA  ,  x£  )B,  y£. n)T,  ce  poly+ 
nome  ayant  les  conditions  mentionnées  (  74  ). 

(  77.)  H  manque  donc  à  ce  polynôme,  tous  les  termes  divi- 
fibles par  y»"*"1 1  par  ^.<î**'1,  &c.  Mais  les  conditions  que  nous 
fijppoions  ,  font  que  l'abfence  des  termes divifibles  par  jv»"*"'  par 
exemple,  n'entraîne  celle  d'aucun  des  termes  divifibles  par  ; 
on  verra  que  le  raifonnement  eft  le  même  pour  chacune  des  autres 
inconnues  ;  d'où  l'on  conclura  comme  on  Ta  fait  (  )  que  le 
nombre  des  termes  qui  manquent  en  y ,  eft  N[  u, . .  n  )T  A  ' 1  ;  que 
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le  nombre  des  termes  qui  manquent  en  eft  N(u.  ,.n)T'^"T ,  &C 
ainfi  de  fuite  ;  donc  &  de  ce  qui  vient  d'êW  dit  dans  le  problème 
précédent,  on  conclura 

Nt{uA,x?)B,y4...riïjr*m  N(u...n)T—  N(u...n)T-A'% 

—  N(u...n)T'<l-t  —  N(u...n)T-A-1  —  N{u...n)T-4.-1  &c. 
+  N(u...n)T-B'i  —  Niu)*-*-!-»-1  x  N{u.  ..n  —  ip'-'l 
que  par  abbréviation  nous  repréfenterons  par 

N{u...n)T—  N(u...  n)T~A'1  &c.  ' 
H- »)r-B**  —  N{u)A+A-B'1  xN(u...ri  —  i)T-B-f* 

Problème  XIV. 

(78*  ) 

[(  ua  ,  xî)b',  y1-' •  .  •  n]''=  o; 

[(ua\  x?  )"",  y?;.  .  .  n]<"«  o, 

[(U*%  xî")b",   y»".  .  .n]'*-*  o  &C. 

«n  nombre  quelconque  n — i  d'équations  à  un  nombre  n  d'inconnues, 
ayant  les  conditions  mentionnées  (  74.  )  6*  [  (  uA,  xA)B,  y A . . .  n  )n  un 
polynôme  qui  non-feulement  ait  ces  conditions ,  mais  tel  que  le  po~ 

lynome    [  (  uA  " a  - a  '  *  ,  &c.  xA  \a  "   ■  f ,  &c.  )  B  " b '  ' b  "  " b"  ,  &c. 

y.A\a  -  f.  -  ?." ,  &c. . . .  «]T*{  ' 1  "• r,  ficc.  ait  auffi  :  on  demande  combien ,  à 
taide  de  ces  équations ,  on  peut/aire  difparoître  de  termes  dans  le  po- 
lynôme [  (  uA ,  X*  )B ,  yA. . .  n  2  3  fins  en  introduire  de  nouveaux. 

En  appliquant  à  cette  nouvelle  efpèce  de  polynômes  &  d'équa- 
tions ,  mot  à  mot ,  les  raifonnemens  que  nous  avons  employés 
(  60  ) ,  on  verra  qu'à  l'aide  de  la  première  équation  ,  on  peut 
foire  difparoître  un  nombre  de  termes  exprimé  par 

qu'à  l'aide  de  deux  équations ,  on  peut  en  faire  difparoître  un 
nombre  exprimé  par 

—  NI  (  uA  ■  * d" ,  xl  ■  ?'-?")*- v'  * ,  yi-ï  s", . .  n2r- *' f  î 

<ju  a  l'aide  de  trois  équations ,  on  peut  en  faire  difparoître  un 
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nombre  exprimé  par 

\fff  A-d    A-d.B-b     A-d       ,  -T-i  A-d'     A-m'JB-V    A.*'*  r-f 

Ar  ri  ,A'd-  d'     A-d-d\B-b  -  b  '    A-a-a       .T-t'-t'   ,    ...  .  A  -  d"     A-tT.B-b"     A-d"  T-f 

&  ainfi  de  fuite. 

Problème  XV. 

(790    ^  demande  combien  après  avoir  fait  difparoùre  du 
polynôme  [(  uA,  xA)B,  yA . . .  n]1"  tous  les  termes  qu'on  peut  en  faire  , 
difparoùre  à  l'aide  a" un  nombre  n  —  i  d'équations  de  même  nature 
que  ce  polynôme  ,  on  demande  j  dis- je  ,  quel fera  le  nombre  des  termes 
reflans. 

D'après  le  problème  précédent ,  &  ayant  égard  à  ce  que  tou9 
les  polynômes  qui  entrent  dans  les  exprelïions  que  nous  y  avons 
trouvées  ,  font  tous  de  même  nature  ,  on  verra  facilement  que  s'il 
n'y  a  qu'une  équation  ,  le  nombre  des  termes  reftans  fera 

i,*„,  A    *B     A         T        tT       B        A       A  A 

d(Ni(u  ,*<;  ,jK"...nJ  ;...(_,,  :    t,  :  _a,  :  _j,  :  _  '  &c.  )  - 

s'il  y  a  deux  équations,  le  nombre  des  termes  reftans  fera 

dd(N{  (uA,  y*«*)TySï,-i»  :  -V,t»  ''  -Jï-a»  '  Jy-a»  -1  -a"  &C'  ) 

&  qu'en  général  s'il  y  a  n  —  i  équations  ,  le  nombre  des  termes 
reftans  fera 

T  B  A  A  a  tcc 

<.-<.-i\*à-v.*;b<,*<.  ' .     .w,ftc.  *'-     «v  f>t  ftc.;  -£.'/.-/>,*./ 

Problème  XVI. 

(SO.  )  On  demande  le  degré  d'équation  finale  refultante  d'un 
nombre  quelconque  a" équations  de  la  nature  de  (  [u»,  x<"]  b,  ySt^y  =o  * 
renfermant  pareil  nombre  d'inconnues  ? 

Si  on  conçoit  qu'on  multiplie  lune  de  ces  équations ,  l'équation 
£(u%  xf)h}  y,,,,  nj  ==  o  ,  par  un  polynôme  [fuA,  xlJB,jt„„ni T  dç 
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même  nature  :  le  produit  l(uA+'?  xA  +f]  *+-*,  yA.  n J7**' 

fera  de  même  nature  ;  donc  à  l'aide  des  «  —  i  autres  équations 
on  pourra  y  faire  difparoître  un  nombre  de  termes  ,  exprimé  par 

T+t  B  +  b  A  +  a  A+a  A  +  a 

r;  ;  ........         .  « 

■  i t'".  Set,  '  •  b',-  b         9k-  '  '     *»'»•  e"'<  *•'€.  "  a't  '  "\-      &e.°  -  a',  -  a",  -  a",  &c.'  J 

Donc  fi  D  repréfente  le  degré  de  l'équation  finale,  le  nombre  des 
termes  qu'il  reftera  à  faire  difparoître ,  fera 

jm.i  /„r ,  A  +  a       A+a B+b      A-i-a  ->T+t. 

y     T+t  B  +  b  A  +  a  A  +  a  A  +  a  , 

»*  <  -t,  -t\- 1        -  -  b',  ■  b",-  fc  .  Ae.  *  -  a,  -  *   -      *e.  •  -  f>  a  ',  a  .  Sec.  '  -  é,t    f,  »e.  '  / 

Or  (  7p  )  le  nombre  des  termes  reftans  dans  le  polynôme  multipli- 
cateur ,  lorfqu'on  y  aura  fait  difparoître  tous  ceux  qu'on  peut  en 
faire  difparoître  à  l'aide  des  n  —  i  équations ,  fans  en  introduire 
de  nouveaux  ,  eft 

d"  - 1  (Nl'uA.    xA)B,  yA. . .  .n]  T)  . . . 
.        T  B  A  A  A  . 

v--l-«.-iV«  .*c.  :-r. -b v*'.*c.;--, «v«".*c.  :-f.-fVf  ,&c.  :-f ;.-«Vf/.&c.:  *V 

on  aura  donc  l'équation  fuivante 

i"*(Nt(uA%  xA)B,  yA....n]T).... 
/      T  B  A  A  A  \ 

=  d-(Jvtr.uA+',  J+tf 

T+t  B+b     ■         A+a  A  +  a  A+a       .  , 

•;*(. ,> t, , \ *c. : - iv b'.- b-.tct. ' -  A> .  ,- a  -, ace/'- av  A *c. :- "a,-  "a  , acc**^"0*1' 
Donc 

I>  «  *  (tViC** +*  + 4 ,  yA+ S . . . .  »  ]r+   . . . 

IT-W       <        B-Hb  A+a  A+*  A~*~a,  .*e) 

»••!.«-/•.-  «  . 1  "  *c.:  -  ft  -  »  *V  *  '.ie. :  -  <.,-.*.-  -  ,4  .4c.        f  >  A,/- a,-  a^a.-a  .Ac/  ' 

Donc  différenciant  /i  fois  de  fuite  la  valeur  trouvée  par  ce  qui  a 
^té  dit  (7j  )fovafflfuA+%  . .  ,  on 

aur^ 
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aura  enfin 

D=  tiff  &C;  -l(t-aj*  (é-  d)  .        <?) .  (f>-  d") .  &c. 

—  <*  -  *J  •  (*  -  i)  •  (f  -  a'V  .  <Y"  - 

4-  (t  -  y  .  <Y  -  V)  .  fr"  -  ^/.Vi*  -    ; .  &C. 

—  (a  -f.?  -b  ).(e-V).(t"-b'').(t>"  -b"')%&c. 

-  /V  +  d -b').(t  —  b).  (t"—  b")  .  (V»  -  ^  ;  .  &c; 

-  f <z"  -H  a"  -  y  V  .(t-bj.tf^  V)  .  ^  _  ^  ;  a  &c> 

-  ^  +  f-V>).(t-.b).(t~ y)  .  f    _  y>  )  .  &c . 

Le  nombre  des  Meurs  dans  chaque  produit ,  étant  toujours  égal 
au  nombre  des  inconnues. 

(8  I.)  Si  on  fuppofe  *  =  f ,        *>,         r",  ôcc.  on  aura  donc 
I>«„V r"'&c.  ^(t-a).(t^  d) .  (t" -  a")  .(t"' -  d" ) 
—(t  —  a)  .  (t '  _  <f)  ,       _  j')  .  /r"'  ; 

ce  QT{1  ï* accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  (  62  ). 
-  I,  n  ï  a  iue  deux  inc°nnues ,  alors  on  a  néceflairement  b  =  t4 
,  &  ,?ar  conféquent  Z>      rr7  _  tf  —  fl  ) .         ^  )  ' 

f'—    •  pf—  fj  ,  ainfi  que  nous  l'avons  trouvé  (62). 

S'il  n'y  a  que  trois  inconnues,  on  a  donc 

D=te^(t-'a).(t'^d).(e'^d')^(t^a),(e^d).(i!'^d') 

f)  •       f)  +  (t-b)  (t!-  V) .  b") 

—  fa  +  a-bj.  (i-V) .  (t!'-b")-(d+d-  b') .  fi-bj .  (f-m 

-(d>+d'-b»).(t-b).(t!-.b>)y  '  • 

pour  l'expreulon  du  degré  de  l'équation  finale  réfutante  de  trois 
équations  de  cette  forme  lfx%y.J»,$  ]'=o, 

H  " 
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Des  Polynômes  incomplets ,  ÔC  des  Equations  incompleties, 
dans  le/quels  trois  des  inconnues  ont  ces  caractères  :  i ,°  Que 
chacune  n'y  paffe  pas  un  certain  degré  donné 9  différent  ou 
le  même  pour  chacune  :  2.0  Que  combinées  deux  a  deux,  elles 
ne  s'élèvent  pas  au-*dela  d'une  dimenjion  donnée  9  différente 
ou  la  même  pour  chaque  combinai/on  de  deux  de  ces  trois  in- 
connues :  3.0  Que  combinées  trois  à  trois,  elles  ne  s'élèvent 
pas  au-deffus  d'une  dimenjion  donnée.  On fuppofe  de  plus  que 
lesn —  3  autres  inconnues  n'y  paffent pas  chacune  certains 
degrés  donnés  ;  mais  que  dans  leurs  combinaisons  deux  à 
deux,  trois  à  trois 9  quatre  h  quatre,  SCc.  tant  en tr elles 
qu'avec  Us  trois  premières  9  elles  montent  à  toutes  les  di- 
menjions  poffibles  9jufqua  celle  du  polynôme» 

(82.)  Jufqu'ici  nous  n'avons  rencontré  qu'une  feule  forme  , 
pour  le  polynôme  multiplicateur  ,  &  par  conféquent  une  ex- 
pre/fion  unique  pour  le  degré  de  l'équation  finale.  Il  n'en  eft 
plus  de  même  lorfqu'on  s'élève  à  déplus  grandes  généralités.  Nous 
allons  voir  que  le  polynôme  multiplicateur  eft  fufceptible  de  plus 
d'une  forme ,  &  que  l'expreflion  du  degré  de  l'équation  finale 
n'eft  pas  unique.  Mais  avant  que  de  rien  faire  connoître  fur  la  mar- 
che que  l'on  aura  à  tenir  pour  fê  déterminer  enCre  les  différentes 
formes ,  nous  allons  traiter  cette  nouvelle  efpèce  de  polynôme  , 
^ans  tout  ce  en  quoi  la  marche  conferve  de  l'analogie  avec  ce 
que  nou*  avons  fait  jufqu'ici.  Nous  employerons  pour  repréfenter 
lefpèce  de  polynôme  dont  il  s'agit  ,   l'expreflion  fuivante  , 

(  l{u*,  x*)*9  (uA,y)*,  {**9y4)*}c>  qui  f.gnifiera 

que  de&  n  inconnues ,  il  y  en  a  trois  u ,  x,y ,  telles  i.°  que  u  ne 
pafle  pas  le  degré  A ,  x  ne  pafTe  pas  le  degré  A,yne  pafle  pas 

le  degré  A\  2.0  que  «  avec  oc  ne  s'élèvent  pas  au-defïus  de  la 

dimenfion  B  ;  u  avec  y  ne  s'élèvent  pas  au-deffus  de  la  dimenfion  B  ; 

jc  avec    ne  s'élèvent  pas  au-deffus  de  la  dimenfion  B  ;  3.0  u  avec 

x  &  avec  ^  ne  peuvent  enfemble  s'élèver  à  une  dimenfion  plus 
haute  que  C. 
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A  l'égard  des  n  —  3  autres  inconnues ,  chacune  n'y  paffe  pat 
.un  certain  degré  donné  ;  par  exemple,  ^  n'y  paflera  pas  leucgré  A  9 

1/  n'y  paflera  pas  le  degré  A ,  x'  n'y  paflera  pas  le  degré  A  ; 

mais  ç ,  u' ,  x?  ôcc.  combinées  deux  à  deux  t  trois  à  trois  ,  quatre 
à  quatre  &c.  tant  entr'elles  qu'avec  u ,  x  ôc  y  forment  toutes 
les  dimenfions  poflibles  jufqu'à  T  qui  eft  celle  du  polynôme. 

Problème  XVII. 

(83.)  On  demande  Vexpreflvon  des  conditions  générales  de 
Vexijlence  du  polynôme 

(l(uA,  x*)*,(*A*y*)i,(x*,y*)*1c>  i*-~.n)T 

Ces  conditions  font  de  trois  fortes  ;  les  premières  touchent  fur  les 
lettres  confidérées  feule  à  feule  ;  les  fécondes  (ur  les  lettres  confi- 
dérées deux  à  deux  ;  les  troifièmes  fur  les  lettres  confidérées  troig 
à  trois. 

Par  rapport  aux  lettres  confidérées  feule  à  feule  ,  les  conditions 
font    A<B,  A<Bi  A<B',  A<By  A<.B-,  A<Bi 

A<T-9  A<T,  &c. 

Par  rapport  aux  lettres  confidérées  deux  à  deux ,  les  conditions 
font   B<C;  2?<C;  B  <  C;  A-*-A>B-t  A-+*A>B\ 

A-h  A>B,  A-*-A>  T-,  A  +  A>Ti  ôcc.  A+A->T\ 

A>*-A>T,  ôcc;  A  +  A>T;   A A  >  T  ,  ôcc. 

toutes  ces  conditions  font  évidemment  néceflaires  ;  car  fi  ,  par 
exemple  ,  on  avoit  A  -h  A  <  JB ,  il  eft  clair  que  u  ôc  x  nç 

pourroient  pas  enfemble  atteindre  la  dimenfion  B;  ce  qui  eft 
contre  la  fuppofition. 

Par  rapport  aux  lettres  confidérées  trois  à  trois  ,  les  conditions 
font   C<T,  A+B>d  A  +  B>C->    A  +  B>C\ 

A  +  B>T\  A  -t~B>T;  Â  +  B>Ti  A+B>Ti 

A  +  B>T;  A  +  B>T,  ôcc.  B     B  -t-  B  >  2C. 

De  ces  dernières  conditions ,  il  n'y  a  que  B     B  -4-  B  >  2C  qui 

'Hij 
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ait  befoin  d'un  mot  pour  en  fentir  la  néceflité.  Or  cette  condition 
naît  de  ce  que  pour  aue  u  ,x  &  y  montent  en  effet  à  1  a  di«- 
menfion  C,  il  faut  que  la  fomme  des  trois  plus-  bas  degrés  auxquels 
u,  xQcy  puiflent  îe  trouver  dans  la  dimenfion  C,  foit  moindre 
que  la  plus  haute  dimenfion  où  ces  trois  mêmes  lettres  puiffent 
4e  trouver  enfemble ,  ce  qui  eft  évidemment  néceflaire.  Or  le 
plus  bas  degré  de  u  dans  la  dimenfion  C  eft  C —  B  ;  celui  de  x 

eft  C  —  B;  celui  de^yeftC  —  B\  donc  C—  S  +  C-  jB -H 

C—JB<C,  ou  B  +  B  +  B>2C. 

Problème  XVIir 

(g4.)  On  demande  la  valeur  dt  Nf[fu  A,  xty» ,  fu  a,  y#?> 

^x  ^,  y  ti)  S  ]  c,  z  Stt . .  nj r  i  ce  polynôme  ayant  Us  conditions  mention* 
nées  (  83  ). 

Nous  allons  chercher  la  valeur  de  N(l(aA}  xf)B,(uAyyt)B  , 
fxf, yAJBlc,  i...nJT}  c'eft-à-dire , ert fuppofant A^A  =  &C. 

<=  T.  Il  fera  facile  enfuite ,  comme  nous  l'avons  vu  (  77  )  d'en 
conclure  la  valeur  cherchée  ,  lorfque  ces  autres  inconnues  auront 
les  expofans  A,  A  y  ôcc. 

Concevons  donc  le  polynôme  fl{uA,  xA)B,  (uA,  yA)B  , 
(xA y  y* )"1C>\*"n)  ordonné  par  rapport  à  l'une  quelconque 
àe  trois  lettres  u  ,  x  ,y  ;  par  rapport  zy ,  par  exemple  ;  ôc  nom- 
mant s  l'expofant  de  y  dans  un  terme  quelconque ,  on  verra  que 
chaque  terme  peut  être  repréfenté  parv*  x  \_(uAy  xA  )B,  \...n — 1~} 
depuis i  =  o,  jufqu  a  ce  que  s  ait  atteint  la  plus  petite  des  va- 
leurs fournies  par  les  trois  équations  fuivantes    s^A  =  B  , 

=       s     B=C  ;  c'eft-à-dire  ,  jufqu 'à  ce  que  s  foie 

égale  à  la  plus  petite  des  trois  quantités  B  —  A  ;  B  —  A  ;  C —  B. 

Ge  qui  eft  évident,  purfque  u  &.y ,  par  exemple  ,  ne  pouvant 
pafTer  enfemble  la  dimenfion  B,  dès  que  s -h  A  fera  devenu  égal 

a  B',  s  continuant  d'augmenter  x  ne  peut  plus  avoir  pour  expo- 
fant  A,  &  par  confequent  la  formel  x  ( [« Ar  xA2B,  £  . .  n — 

doit  changer. 
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Il  fe  préfente  donc  les  fix  cas  fuivans  : 

C  —  B  <  B  —  A  <  J?  —  ^ 
C  —  B  <  B  —  A  <  B  —  A 
B  —  A  <  C  —  2?  <  B  —  A 

*  **  » 

B  —  A  <  B  —  A<  C  —  B 

£  —       c  —  *< *  —  ^ 

£  —  ^  <  ^  —  ^f<  c  —  ^ 

Premier  Cas. 

($$.)  Dans  ce  cas,  la  forme^v '(lu4,  xAlB ,  . .  n  —  1  flW 
aura  lieu  depuis  f  =  o,  jufqu  a  *  =  C  —  A 

-  rPa!Té  *=£-  ?  * elle  fera  y'(&*>  iF-*- 

jufqu  a  i  =  J  —  ^.  y  * 

PalTé  *  =  B  — A,  eUe  fera  y(l&-  %  xA2c'  K . . .  a—\)  *"â 
jufqu'à  s  =  B  —  A. 

;  PafTé  s  —B — A,  elle  &ny(0t?-,  t. . —  i^-^ 

jufqu 'â  s  — A. 

Il  s'agit  donc  de  fommer  i.°  Nrtu*.  stfl»  f . »— 1) r-« 
depuis  J=  o,  jufqu'à  $  =  C —  2?; 

^^YlK  x^)c-',^....az—  depuis  J==C—  B 

exclufivement,  jufqu  a  s  =  B  —  A. 

3.0  N(lu*  '9  x*]c~',  {...n  —  iJT—  depuis  5  =  5— A 
jExclufivement ,  jufqu'à  s  =2?  —  ^. 

N(Zu?-,  x»-)c-9  Kf„n—iJ*- depuis  s^B  —  A 

exclufivement,  jufqu  a  j  =  ^. 

<•  >  . 

Mais  comme  nous  avons  vu  ci-deflus  (  7  y  &  75  )  que  la  valeur  de 
N(luAt  xAlB,  iJT(  forme  qui  renferme  les  quatre 

que  nous  venons  cTexpofer  )  eft  fufceptibie  de  deux  expreffions 
félon  que  A +  A>B,  ou  A+A<B,  il  fàut  ,  avant  tout 

ue  nous  déterminions  lequel  de  ces  deux  cas  a  lieu  dans  chacune, 
e  ces  quatre  formes. 
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Dans  la  première  on  a  A  -H  A  >  B ,  par  la  fuppoftrion  même  î 
donc  depuis  s  =  o  ,  jufqu  a  s  —  C  —  B  ,  on  a  (7J) 

,\  N([uA%  x*]B,  x...n  —  \)  T  '  =  N(u  . . .  n — i)T'  *—  À^u . . .  n  — i  JT"y<',", 

T->4-j-i       .  ,  T-B-«  »       .  ,    A+A  B-i        ,  T-B  t-t 

~N(u...n-t)     •       +  N(u...n-i)  —  N(u)       '  xN(u.ji-x) 

Dans  la  féconde  ,  on  aura  A^rA  >  C — s  depuis  j  =  C—  B, 
jufqu  a  s  =  B  —  A. 

Car  pour  que  cette  condition  ait  lieu,il  faut  que  s>C—A— A; 

or  la  plus  petite  valeur  de  s  (  hyp.  )  eft  C —  B  ;  il  faut  donc  que 
C—É>d—-A—A,  ou  que  A -h  A  >B,  ce  qui  a  lieu  par  la 

fuppofition  ;  &  d'ailleurs  il  eft  facile  de  voir  à  priori  que  A-hA 

étant  >B,A-*-A  fera  >  C —  s ,  puifque  C—  s  eft  plus  petit  que  B, 

Donc  depuis  s  =  C —  B ,  jufqu'à  s  =  B-~Af  on  aura 

.„„    >4     AC-i  T-ê        „  T-*      .„  T-><-t-r 

t.*..  If  (tu   ,*-]     ,j.../>—  |J       =N(u...n—\)  —N(u...n—\) 

T-A  ,  i  T-C-i     _„  ^+>4-C+»-i    A/,  T-C-r  • 


Dans  la  troifième  on  aura  B —  s-i-A>  C—  s  ou  B+A^C* 

fcc  cela  par  les  conditions  générales  de  l'exiftence  du  polynôme  ; 
donc  depuis  .y  =2?  —  A,  jufqu  a  *  =  -B —  A,  on  aura 

ta*-i  .  /<+b-c-i    .  T-c-i- 

m-N(u.  ..n— ij     '      -hNfu. ,.n — i ;        —N(u)<     >      *N(u..ji~-i)  • 

Danslaquatrième,il  peut  arriver  qu'on  aiti? — S~*~B—  s>  C~~ s$ 

pu  £-f  +  £-j<  C— *  ,  ceft-à-dire,  £4-5—  C>*  , 

ou  2?  -4-  2?  —  C  <  j  ;  pour  favoir  dans  quelle  circonftance  l'unç 

pu  l'autre  aura  lieu  ,  on  fera  attention  qu'ici  la  valeur  finale  de  s 
eft  A  ;  le  premier  cas  aura  donc  lieu  fi  B  -h  B  —  C>  A  ;  &  le 

fécond  fi  B  •+•  B  —  C<A. 

i  if  ■  f 

ïl  fe  prdfente  donc  ici  deux  cas  ,  favoir  B-h  B  —  C>  A  , 
B  +  B—  C<A,  ou  B~A>C—  B  &  5—  A<C~ B. 

lu  *  l,  I  II  II  * 

Dans  le  premier  cas  on  aura  donc  depuis  s  =  B  —  A  juÊ 

&k*-4  
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AB-$    B- 1  C-s  T-*  T- $  T-B-i 

4.*..  NlÇv    yx"   )     ,i...n—  i]      =N(n...n—x)      —N(u...n—x)  > 

T~B-i  T-C-i  8+BC-t-i  T-C-i 

Dans  Je  fécond  cas  cette  expreflion  aura  lieu  depuis  s=*B — A , 
jufqu'à  j  =  2?  _  C;  &  depuis  s*=B+B— C  exclufivement, 
jufqu'à  s  =  A ,  on  emploiera  (  76  )  l'exprelfion  fuivante 

»     .  r  ,  B~g     B-s  C-ê  T-$  T-i  T-B-t 

fommant  donc  ces  quantités  dans  les  intervalles  que  nous  venons 
de  déterminer ,  &  ayant  égard  à  ce  qui  a  été  dit  (  73  )  on  xurà 

fi  B—A>C—B 

*§  19  t 

-,,ff  A      AB       A      AB       A   ABC  T 

Aïtf«         %(*  ty  )'>(*•  yy]  ,?...«; 

S=N(u...n)T \-N(u...n)T'A'1  -  N(u . . .  n)  T'A  " 1  -  N(u...n)T' 

-    A-t-A-B-l  T-B-i  A-t-A-B-t  T-H-i 

—N(u)       '      xN(u...n— 0  —N(u)+»"xN(u...n-i)TB* 

»  »/    A+A—B—l  T—B—l 

—  h(u...n)  -t-N(u)       •     »  xN(u...n— x) 

•     +w»...,/^-J,-+Nr  ;?+î-*-c- 

-  W*'~*",kJW***-*~,J  x  Wf.....-.,/"'-  1 

«c  fi  B  —  A<C — B 


4 


A     A   B        A      A  B        A    A  B  C  T 

\~N(u...n)T—N(u.  ,.n)  T"4""1  T~f-1 

T—B  — *  T—  B  —  i  T—B  —  % 

+  N(u...n)  +N(u...n)       »       ~hN(u...n)  - 

A+AB-l  T-Bi  A+A-B-i  T-B-t 

—  N(u)      '      xN(u...n—i)         —N(«)      "  *    xN(u..tn—x)  > 


...    A  +  A—  B  —  X  T-B-i  T+A-B-B—M 

—  N(u)>     •>     -      xN(u...n—x)       ■     +  N(u...n)      »     '  » 

T—C—i  T—C—i 
—  N(tt...n)  —  N(u.ttn) 

+  »f./  +  ^  +  ?  +  "  '  X  Wfu...»_,/-£- ' 
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Second  Cas. 
C—  B<B  —  A<zB—A. 

*i  t  | 

(86.)  Ce  fécond  cas  fe  fubdivifera  comme  le  précédent  en  ces 
deux  autres  B  — A  >  C —  B  & 5  —  A  <C  —  È  \  mais  comme , 

'd'ailleurs ,  il  ne  diffère  du  précédent  ,  que  par  le  changement 
de  B  en  B ,  de  A  en  A  ôc  réciproquement  ;  6c  que  ce  change- 
ment n'en  apporte  aucun  à  la  valeur  du  nombre  des  termes  , 
ainfi  qu'il  eft  facile  de  le  vérifier  i  il  s'enfuit  que  les  deux  va- 
leurs que  nous  venons  de  trouver  pour  le  cas  précédent  ,  font 
également  applicables  à  celui-ci. 

Troifième  Cas. 
B  —  A<C—B<B—A 

(870  I>ans  ce  cas  k  ^orm&y*(luA9  xA]  B ,  \.*.n — \)T~* 
aura  lieu  depuis  s  oc  o ,  jufqu  à  s  =  B  —  A. 

Paffé  s  =  B  —  A,  laforme  feray  /[>?-',  xAJB,  . 
jufqu  a  5  =  C  —  5. 

Paffé  s  =  C —  ,5,  elle  feray  ft^F— ,  ,    . .  «—  i^-*, 

jufqu'à  s  =  B  —  A. 

Paffé  5=  5-*^,  elle  ferayfO?-',  jc»-*]*-', .a—  ij3"-'* 
jufqu  a  5  =  A. 

Or  puifque  A-hJ>B,  on  aura 


t        ^     /<  B  T—i  T— «  T— 

*m[u  »*']   ,?...n— i;        =N(u...n~z)        —  ATf«  . . .  n—i  ) 

Depuis  j  —  2?  —  A  exclufivement  ,  jufqu'à  s  =  C —  B,  on  aurà 
i  — s*-A>B,  ou  s<A-+-B  —  B.  Car  la  plus  grande  valeur 
de  s,  dans  cet  intervalle  eft  C —  B ,  or  B<A-\-B  —  B, 
puifque  par  les  conditions  de  l'exiftence  du  polynôme  (83) 

f*$-G        .        •       .   _  ponft 
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Donc  depuis  «S=  fi  —  A  exclufivement ,  jufqu'à  5—  C —  fi , 
on  aura 

N([(u1?'ttxt)Byi...n-i}T~')=:N(u...n-i)T~' -N(u...n-i>T~?~r 

T-A-t-i      „  r-fl»-*  >4+B.B-«-i    mr,  T-B-i-tt 

—  N(M...n—i)     >        -*«  N<u . . .  n— i  j  — N(u)  •     '  xN[ii..n-:)  « 

Depuis  s  =  C — 5  exclufivement ,  jufqu'à  s  =  B  —  A ,  on  aura 
B  —  5  -+-  A > C— .y ,  c'eft-à-dire,  B  -\-A>C\  donc 

^tr»'  >*■;    1 1.-.»—  i]    ;  =  Ar"...o— o    —  N(*< ..»—  o 

—  iV(u...«—  i;      '         ■+- Nifu . . .n— ij  —  Ni'tf)  '     '         xA(u...n— ij  4 

Depuis  s  =a  B  —  ytf  exclufivement ,  jufqu  a  j  =  ./i  on  aura 
5  —  j-t-fl  —  J>C  —  j,  fi  B  —  A  >  C  ~  B;  mais  fi 
B  —  A<C  —  B ,  on  n'aura  B  —  i+  fi  —  s  > C—  j que  depuis* 
s  —  B  —  A,  jufqu  a  s  =*  B -+~  B  —  Ci  &  paffé  *  =  fi fi —  C, 
on  aura  fi  —  s  -+-J3  —  j  <C— 
Donc  fi  fi  —  A  >  C  —  fi,  on  aura 

—  n(u.  . .  »-,;1,-^,+ay«...»— ;  T"c^-Ar«/+?"c"",xNr«...n-l;T-c",j 

Jufqu'à  s=*A. 

Maisfi  fi  —  ^<C—  fi;  cette  expreflion  n'aura  lieu  que 
jufqu'à  j  =  fi-4-B  —  Cj  &  paffé  ce  terme ,  on  aura 

,  T—B— i  T—B—B  +  t  —  * 

+-N(u...n  —  i)        •        -t-  N(u...n—i  ) 

Sommant  donc  ces  différentes  expreflions  dans  les  différens  inter- 
valles où  elles  ont  lieu  pour  chaque  cas,  on  trouvera  que  fi 
2?  —  A>C — fi,  on  aura 

A      A  3        A      A  B    ,    A      A   BC  T—t 

N([(u  f  »•  )    ,  (u   ,  y  )  •  ,  (  x'  t  y  )']  ,  ,n) 

teNr«...njT-Nf„...„/'i,-,»^ra...n/-^,.Wr^.,.B;:^^-, 

1 
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+j,(U)A^+B+B-xC-1  x  ifo^j»)  T~c~* -  *  r«  ■  •  >»)  r-c"3 -  *r«. n)  T-c~* 

Et  fi  2?  —  A<C  —  5,  on  aura 

,,,,,   A      A   B         A       A  B        A      A    BC  T 

N([(u  tx'j  ,  (u  t  yy  ,(x-  %y  )'\ 

T  T—  A  — i  X— yl— i  3*— 'A^ m% 

ÇzN(u...n)   —N(u...n)  —  N(u...n)  —  N  (u...n) 

•  M  T—B—i  T—B—i  ,  T— ï  — * 

H-JVCu...*;  +N(u...n)  -hN(m,..n) 

-  *  r«;  xN(u...n-i)  T"3"'  -  AT  (*/+A~B~l  xN(«...n~*)  T~^*f 

A  +  A—B  —  i  T—B—i  ,  T+A—B  —  B  —  a, 

•4-  N  (  u  )  >       •  ••  x  AY  u  .  .  .  n  — ;  *  ; 

»  [  *f« . .  n(u) B+B-A~C-1  x  ayu;<*+?-C~ï]  x  A-f« . . .»  -  >;  T"^~f* 

.         Nous  obferverons  ici  r  que  ces  deux  réfultats  ne  font  pas  tels 
■  «qu'on  les  trouveroit  immédiatement,  par  ce  qui  a  été  dit (  73  )'$ 
mais  qu'ils  ont  éprouvé  quelques  réductions  dont  voici  l'efprit. 

Dans  l'application  immédiate  de  ce  qui  a  été  dit  (73),  on 
trouvera  des  réfultats ,  tels  que  (n  —  1  )  x  N  (u  . . .  n)  T~  c  "  * 

Ce  dernier  terme  n'eft  autre  que 

r<-f^-f-f —  c-i;xAT« .  .,ut)Tm°m*.  Or  — (-7— c— i;  xAT«...  «-i;r-C~* 
e  —  «AT*  .  .  .n)T~c~si  la  quantité  fr-  ^  x  N  (u.  . .  n)T~C~% 
H-  N(u)A+B~~Tx  N(u  .  .  .  n  —  t;T~c~1  fe   réduit    donc  à 

T — C— ?  T— C—  î  T— C— 1 . 
(t»t)xN(u...n)  —  nN(u..4i)  -f^-f-JP— C — i  )  xN(u~j*-i)  * 

*-  *     c'eft-à-dire,  z-jv(u... n)T"Cm'i+  (A  +  B~C)xN(u...n-i)T~C~% 
»tf(N,«,nri; T" Remarquons  de  plus  que. # (H . , . «j T"C^J 
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«*-  #('«.../!  —  i;r~c~*=A'Ctf...ii/)T~c~"t;  &  nous  aurons  enfin 

(n- 1)*  N(U . . .  »;r"c"V  jv  r«/+?":rx     • . .  *  -  i)TmmC~* 

a=  —  N  (u  .  .  .  »;T-C-*  -f-r^-4-^~r;  xN  (u...n-i  ;T_C-* 
=  -  N(u..  .n)T~~C~i  +.  tKutf+l-*-**  N  (u  . . .  „_  ,/_C~l.  Cet 

exemple  fuffit  pour  faire  trouver  les  réductions  que  peuvent 
avoir  fubi  tous  les  réfultats  des  différents  cas  que  nous  par- 
courrons. 

Quatrième  Cas. 
B  —  A  <,  B  —  A  <i  C  —  B. 

(880  Dans  ce  cas  la  forme j'YCu'4, je*] »     .  l)T~* 
aura  lieu  depuis  s  =  o  ,  jufqu  a  s  =  B  —  A. 
.  Paffé  s  =  B  —  A ,  elle  fera fi  u*- ,  xtj* ,v . .  n—iJT-< 
juCqu'i  s     B  -  A. 

?*ffés  =  2?  —  Ay  elle  fera/^C«?-»,  jcî"VB, i;r'» 
jufqu'à  s  —  C  —  2?. 

Paffé  s  =  C —  5, elle  feray  (lu jc?-*;c-,  t- •  V> T"1 
jufqu'à  s  =  A. 

Or  puifque^f-K4>£,  on  aura  depuis  s  =o,  jufqu'à  s*=B— A 

,*']  ,t.,.iwj      =^«...«-1/  ..n-i; 
•  „  Ï"-B-»-*  A-t-A-B  i  T-B-*-t , 

Depuis  B-—A  jufau'à  *=2?  —  A ,  on  aura  5 —  s  -t-A>B  , 
ous<.A+B  —  B  ;  car  la  plus  grande  valeur  de  s  dans  cet  in- 
tervalle ,  eft  I?  —  A  -,  or  B  —  A  <  A  +  B  —  B  ;  car 
u4-*-jB>C(83);  donc  ^  -4-  B  —  B>C— B;  or  (  kyp.  ) 
C—  B>B  —  A  -,  donc  À-*-B  —  B>B  —  A. 

Donc  depuis  j  s=a  5  —  ^  ,  julqu'à  s  sm  B  —  A ,  on  aura 

T       •  * 

1 1J 
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Depuis  s  =  B  —  A ,  jufqu'à  j  =  C  —  5  y  on  aura 

b+b-b 

2?—  s  +  B  —  s>B ,  ovt  f<      —  ,-car  la  plus  grande  valeur 

de^eft  C—  5;  or  C—  B<  x" —  ,  ou  2C<  S  4-  5  -hB,  (  83  ). 

Donc  depuis  s  =  2?  —  vf,  jufqu'à  x  =  C —  B  ,  on  aura 


Depuis  s  =  C — B  jufqu'à s  =  A,  on  ,  verra  en  raifonnant 
comme  ci-devant,  que  fi  B  —  A  >  C —  B ,  on  aura 

B-t      B-t  C-i  T-$  T-i  T-B-l 

Jfl(u'     »  )      ,?•••"  —  '}       —  N(\c.  .  .  «—  1)       —  #(u.,,tv—r) 

Mais  CiB  —  A<C—  B  ,  cette  expreflîon  n'aura  heu  que 
Jufqu'à  *  =  C  i  &  depuis  *  =  £  -4-B  —  C,  jufqu'à 

j  =  -4 ,  elle  fera 

»-!»     ~Ê -1  C—t  T-,  T—t  ï*— B— i 

Wl(w  ;      ,î...n-i]      =A^C«...b-i;       —  JV(u...n-i) 

T— B— 1     .  T— -B— B+«— » 

.    —  A'Cu...»-  1  ;  +A'C«...n  — 1; 

Sommant  donc  ces  différentes  quantités  y.  dans  lés  intervalles 
pour  lefquels  elles  ont  lieu }  on  trouvera  que  fi  B—  A>  C —  B, 

on  aura 

^  ...  A      A  S       A     A  B        A     ABC  T 

=  .  ^;T-iVCu,..„;:^-y4",_ArC«...n;:^■"^",- A'r«-..n;T~^'~C 

T— B  — »  T—B—  1  T— B  —  * 

-t-Aff«..,nJ  -H  /f  (h.  .«-n;  .4.  AY«»  •  •  nJ 

M,      A+A—B—x  T—B—i  A+A—B—x     ...  T— B— 1 


♦        T+A  —  B—B  —  i  yf  +  jj^B-f-B-jC-l     „r  ,r-C-< 


Digitized  by  Google 


EQUATIONS  ^ALGÉBRIQUES. 

T —  c  —  ?  T—C  —  % 

Et  fi  5  —  A<  C  —  B ,  on  aura 

B     ,   A     A  B    ,    A      ABC  T 
te^CB.-.n;    —  N(u...n)  -.N(u...n)      >       —N(u...n)      r  * 

-N(u)A+^^\N(u.,.n.l)T-*-l-N(u)A+A-*-\N(u...n-t) 

.  .     A-t-A—B—t  T—B—l 
—  N(u)'      -     i     x//(u.  ,  ,  n-t)      <  +N(u,..n) 

T+A-B-B-i  T+A-B-B—i 

^A'f....,;^ï+^-^^Ar^..„.,/^'_A'f„...„;T^'_îA'(•«...»;T-*-*^ 

Cinquième  Cas. 

Ê  —  A<C—B<B  —  A. 

(890  Ce  cinquième  cas  fe  fubdivife  aufli  en  ces  deux  autre» 
B  —  A>C~B  Ôc  B  —  A<C—B.  Maiscommeil  nediffèrC, 

d'ailleurs ,  du  troifième  cas ,  que  par  le  changement  de  B  en  B , 

de     en  ^  ôc  réciproquement ,  il  s'enfuit  que  pour  avoir  l'ex- 

preffion  du  nombre  de  termes  cherché ,  convenable  au  cas  a£tuel , 
il  n'y  a  qu'à  changer  dans  celles  du  troifième  cas ,  B  en  B ,  ôc 

'A  en  A  ôc  réciproquement. 

Sixième  Cas. 

B  —  A<B~A<  C~—  B. 

(90.)  Ce  (ixième  cas  fe  fubdivife  aufli  en  ces  deux  autres 
B  —  A>C — B  Ôc  B — A<  C —  B.  Mais  comme  U  ne  diffère  • 
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d'ailleurs,  du  quatrième,  que  par  le  changement  de  B  en  B ,  de 

A  en  A  &  réciproquement,  &  qu'il  eft  bien  facile  de  voir  que  ce 

changement  fait  dans  les  deux  exprefîions  propres  au  quatrième 
cas ,  n'en  occafionne  aucun  dans  leur  valeur ,  il  s'enfuit  qu'elles 
ont  lieu  aufli  pour  le  fixième  cas. 

Récapitulation  SC  Table  des  différentes  valeurs  du  nombre 
de  termes  cherché  dans  le  Polynôme  précédent ,  ainfi  que 
des  rapports  des  grandeurs  des  quantités  auxquelles  ces 
valeurs  font  relatives, 

♦ 

(91.)  Si  on  compare  entre  elles  les  conditions  auxquelles 
chacune  des  exprefîions  que  nous  venons  de  trouver  peuvent 
avoir  lieu  ,  on  verra  qu'en  général  la  queftion  fe  fubcfivife  en 
douze  cas.  Mais  fi,  pour  abréger,  on  repréfènte  par  P  la  quantité 

#(l (u* ,**)»,  (v*,?*)!,  (x* ,y<!J*l c,  l . . .  n)  T,  on  peut 

voir  facilement  que  P  n'eft  fufceptible  que  de  huit  valeurs  diffé- 
rentes ;  enforte  qu'il  ne  faut  véritablement  distinguer  que  les  huit 
cas  fuivans ,  auxquels  correfpondront  les  valeurs  de  P  fuivantes. 
Comme  ces  différens  cas  déterminent ,  à  proprement  parler,  autant 
de  formes  différentes  ,  puifque  leur  exprefOon  eft  celle  des 
conditions  auxquelles  le  polynôme  peut  avoir  telle  ou  telle  va* 
leur  pour  le  nombre  de  fes  termes ,  nous  leur  donnerons  le  nom 
de  Forme. 

Première  forme, 
C—B<B  —  Ai  C —  B  <B  —  Ai  C—B<B  —  A. 

l  m  t  *  >•  - 

(9  2).  P=zN(u,..n)T -N(u..*)T~A~l  -N(u..Ji)T~?~l  —N(u. .  .rQ  T~A~% 

T—B  —  i  T—B  —  i         ,  T—B—i 

-*-N(u...n)  +N(u...n)       •  +N(u...n) 

,  ,    A+A—B—i  T-U-i  A+A-B-i  ,r-?— * 


r-.    «.<  ^A  +  A+A—  C—i  T— C— »      ,  A+A  —  M  —  % 

M-  #(<<)       '     -  xAT(u...m-i)  [N(u  .  . .  *; 

l;  B+B-A-C-*      _    A+B-C-t     M    A+B-C-t      ,J  >xTmC**i 
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Seconde  forme. 

C-B<B—A}  C-B<B-A;  C-B<B-st. 

"      *  •     »  » 

(  9  3  •  )  f  -  *  (u  ...n)  T-  N(u  K(. ...  „/-*-  '  _  ^ ...  „; 


>'         »  M 


Troifième  forme. 
C-B>B-.As  C-B<B-sfj  C-S<*-^ 

Quatrième  forme. 
C-B>B-A;  C-B<B-A;  C-B>B-A4  ) 


xAr('a...n-i; 
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Cinquième  forme. 
C-B>n  —  A;  C-B>B-A;  C~B<B—A. 


lç6.)P=N(u...n)T-Ar(u...n)T  ^ -N  (u..  .n)T  4   *_ N(u . . .  n)T~» 

.A+A— *— I     ...  T— fl — i        ,    A  +  A—B—i  T— B— I 


Sixième  forme. 
C—  fljiB  — ^  C—B>B  —  Ai  C—  B>B  —  ^. 

\0J.)  P-N(u. .-.  n;  T-  ATO ., .  *;  —  N(u. . .  n;  T■~<<~,  —  N(u...  n)T~t~* 

T—B—l  T—B—z  T—B—t 

+  N(u.,.n)  +N(u.,.n)       '  +N(u...n) 

^N(u)A  +  ^-'-\N(....n.OT-a-'-N(u/+^f-\N(u...n.,)T^'-i'' 

~  AW  xw—  +WMJ  ■***-f-»  4.«rM;  »•*-*-*-* 

rt-^...n;r+^-?-î-,-t-.Nr«;ï*?+?-*e-xJVf«......;T-<r-' 

^N^.,;■B+?+?-*c-^A^r«.--.;^'c•,-Wf«...,;T-<:-5_î^f^JT-<:-•. 

Septième  forme. 
C  —  B<B  —  A;  C—B>B  —  A;  C—B<B  —  A. 


r— s — »  r  r-  a  —  x  t —  b  —  i 

*+-N(u...n)  -t-N(u...n)        *       +N(u...n)  " 

►«f,)"^-1-',  Wf,......;"--.  wf./+^-î<wf« . .  .»;T-?- 

^NW<,-,■^-^-'x^Y«...-.-.;;^^-,H-^Y«...B;T+•-,,■"î-,-^ï«•••»>^"^_, 
-Nf....»/^VAW^ï+?-,c-,xW..J,-.jM-V[Kf«..../+?^c-' 


». 

< 
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Huitième  forme. 
C—B<B  —  AsC  —  B>B  —  A;  C —  B>B  —  A. 

(<?90  P  =  K(u...n)T-N(u...n)T~A~l -N(u...n)T~^ -N(u...n)T~fm'1> 

T—B  —  t  T—B  —  i  T —  B  —  x 

-4-  N(u..  .n)  -+-K(u...n)        •  +K(u...n) 


A  +  A—B — 1  T—B—l      M_  A+A—B—i 

—N(m)       •         xN(u...n-i)  —N(u)       »    <  xS(u...n-i) 


~.N(u..n)  —%N(Um.n)  -hN(u)  »  xA(u-JJ-tJ 

... .  ,A+B— C—  *  B+B—A—C—l    xrx    A+B—C—i,     ...  T— C— i  • 

— [NC«...*;     "        +N(u)      >  xN(tt)     «        ]  xNf«t...n-*;  « 

Corollaire. 

(IOO.)  Donc  &  cnraifonnant  comme  on  Ta  fait  (77),  on 
Voit  que  pour  conclure  des  expreftions  précédentes  la  valeur  de 

ce  polynôme  ayant  les  conditions  mentionnées  (  82  ) ,  il  ne  s'agira 
que  d'ajouter  à  ces  expreflions  les  quantités  —  N(u. .  .n)T-£~\ 

Problème  XIX. 

1 1 0 1 .  )  Os  demande  la  manière  de  déterminer  la  valeur  de 

N  (  C(uA,  xA)B,  (uA,y*)?,  (x*,  yA)!]c,*Â..  .  n)  T,  lorfque 

quelques-unes  des  conditions  nécejfaires  à  l'exifience  du  polynôme 

([(uA,x*)B,  (uA,yA)B,  (xA,y»5]C,        .n)*  n'ont 
pas  lieu. 

.  Cette  recherche  nmtéreflè  pas  l'efpèce  d'équations  que  nous 
avons  en  vue  actuellement  ;  mais  elle  eft  néceflaire  pour  les 
ciaflfes  ultérieures  d'équations  incomplettes. 

.  Nous  nous  contenterons  de  parcourir  quelque  cas  ,  pour  faire 
voir  comment  on  doit  s'y  prendre  dans  tous  les  autres  cas. 
Suppofons  ,  par  exemple,  que  l'on  ait  B-+>B-i-B<2Ct 

foutes  les  autres  conditions  ayant  lieu  d'ailleurs. 
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Il  eft  clair  que  dans  ce  cas  ,  les  quantités  u,  x ,  &  y  ne  peuvent 
enfemble  atteindre  à  la  dimenfion  C  ;  il  faut  donc  concevoir  la 
valeur  de  C  diminuée  jufqu'à  ce  que  B     B  -+-  B  devienne 

plus  grand  que  le  double  de  cette  valeur  ;  c'eft-à-dire ,  qu'il, 

faut  fuppofer  C  =   ! — 1 — ,  r  étant  o  ou  i  félon  que 

J5      B  -4-  B  eft  pair  ou  impair» 

Alors  pour  déterminer  la  valeur  de  P  (  P  repréfente  fe  nombre 
des  termes  du  polynôme  ci-deflus) ,  on  examinera  quels  font  les 
rapports  de  grandeur  des  quantités  B  —  A ,  B  —  A ,  B  —  A  y 

C — B  &  C  —  B  ;  c'eû-à-dire ,  des  quantités  B  —  A,  B — A  t 

B+B  +  B—r  B-JfB  —B  —  r         B -h  B  —  B  —  r 

JB— ^  fl,ou   &   ï  .  Et  Ion 

fubftituera  pour  C,  fa  valeur  ! — - — ,  dans  celle  des  expreflions 

trouvées  dans  le  problème  précédent,  à  laquelle  ces  rapports  de 
grandeur  conviennent. 

Si  on  avoit ,  en  même  tems  ,B-4-B-l-B<2C;  &  A -h  B  <  C% 

alors  on  voit  d'abord  qu'il  faut  diminuer  C  jufqu'à  ce  que 
Ç — B-*-?+2-r  Mais  en  yertu  de  ce  que  A  ~\-B<C ,  il  faut 
diminuer  C,  jufqua  ce  que  C=A  -+-  B  ;  on  fera  donc  C  égal  à 

la  plus  petite  des  deux  quantités   ,  &  ^  H-  B.  Si  on 

avoit ,  en  même  temps  ,  B+B  +  B<aC  ;  A  +  5  <  C / 
A  +  B<C',  on  égalerait  C  à  la  plus  petite  des  trois  quantité» 

-  .  A     B  .  A  -h 

Si  on  avoit  B  -t-  B  -4-  B  <  2C,  ^-f-^<5,  on  fcroit  d'à- 

/      //  > 

bord  B=  A-i-A  -,  ôc  alors  ft^  +  ^+5+S>2C,  il  n'y 
aura  pas  d'autre  changement  à  faire  :  mais  fi^4-+--«4-f-B-+-B<  2C, 

A -h  A  ■+■  B  +B  — r 

on  fera, en  outre, C  =  '  >  r  étant  o  ou  1  félon  que 

A -h  A -h  B  >+-  B  eft  pair  ou  impair.  <- 
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"  Ces  exemples  fuffifent  pour  faire  voir  ,  comment  on  doit  s'y 
prendre  dans  tous  les  cas. 

Problème  XX. 

(  I02.)  Soient  un  nombre  n — i  d'équations  de  la  firme 

(£(«"',  (tt*',yft')^  UC.n)*  —  o 

ayant  les  conditions  générales  mentionnées  (  8  3  )       renfermant  urt 
nombre  n  d'inconnues.  Soit  de  plus 

(C(uA,x*)B,(u\y*)?,  (xf,yft)*Jc,  z*...n)T 

polynôme,  ayant  les  mêmes  conditions  générales ,  6*  fcs  conditions 
particulières  qui  déterminent  l'une  des  huit  formes  expofées  (p  1  ôc  f.). 
Suppofons  de  plus  que  ce  polynôme  /bit  tel  qu'en  mettant  A  —  a' 
au  lieu  de  A;  A  —  a'  au  lieu  de  A  &c  ;  B  —  b' au  lieu  de  B  / 

B  —  Wyaulieu  deB&c.  C  —  c'  aulieudeC;  T  —  t/  a«  //Va 

<fe  T  ;  Ze  polynôme  fatisfaffe  à  ces  mêmes  conditions.  Qu'il  en  foie 
de  même  ,  en  mettant  A — a",  A—  a",  ôcc.  B— b",B —  b",ôcc.  ôcc. 

au  lieu  de  A,  A,  ôcc.  B ,  B ,  &c.  &c.  Qu'il  en  foit  de  mime  en 

mettant  A  —  a'—  a*  A  —  a' — a",  ôcc.  B  ~  b'—  b",  B  —  b'— b", 

lit  lit 

&c.  Ôcc.  au  lieu  de  A,  A,  &c.  B  ,  B  t  &c.  &c.  &  ai«//  de  fuite  :  on 

demande  combien  3  à  l'aide  des  n  —  1  équations ,  on  pourra  faire  dif- 
paroître  de  termes  dans  le  premier  de  ces  polynômes  ,  fans  en  in- 
troduire  de  nouveaux. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  (  do  )  ôc  en  raifonnant  de  la  même 
manière ,  on  verra  que  s'il  n'y  a  qu'une  équation  ,  le  nombre  des 
termes  qu'on  peut  faire  difparoitre,  eft 

„„A-d     A-dB-V      A-d     A  d  B-b       À-d     A-dB-h'C-c1     A-d  IV, 

Que  s'il  y  en  a  deux ,  le  nombre  des  termes  qu'on  peut  faire 
difparoitre ,  (ans  en  introduire  de  nouveaux  ,  eft 

A  d      A-d  B-V      A-d     A-d  B-b'      A-d     A  d  B-b C-d    A-d  T-t 

tfccf-    »»»  ')    ,f*    ,  y  ') 1  ■>  (*'  1  >y   ")"  "]    ,1"  -..«>".  t 

„.     A-d*     A-d'  B.-h'      A-d     A-d   B-b"      A-d'    A-d'B-VC-d*    A-d>  Tf 

■+N([(*         *)'  ,(u    ,y«  -  ;  -  sf*'  '  >y  ■  ;  ■  -  J  ,r 

„,  A-d-d'    A-d-d'  B-b-b"  „  A-d-d"    A-d-d*  B-b-b"      A-d-d'    A-d- d'  B-b -h"  A-d- a"  T-i'-t1 

—  N([(u  tx>  >  >  )         t(u         ,y<  )•  >  •  ,(x'  '    '  J        ,1"'»"'^  t 

M 
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Que  s'il  y  en  a  trois ,  le  nombre  des  termes  fera  exprimé  par  une 
fon&ion  longue  à  tranfcrire  ,  à  la  vérité ,  mais  facile  à  imaginer 
après  ce  qui  a  été  dit  (  60  ) ,  ainfi  que  pour  quatre ,  cinq ,  &c. 

Problème  XXL 

(  I030  Les  mêmes  chofes  étant  fuppofées  comme  dans  le 
Problème  précédent ,  on  demande ,  quel  fera  le  nombre  des  termes 
rejîans  dans  le polynôme  t  lorfqu'on  en  aura  fait  difparoître  tous  ceuoa. 
qu'il  eflpoffibk  d  en  faire  difparoître  3  à  l'aide  des  n  —  1  équations, 
fans  en  introduire  de  nouveaux. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  (  60  &  ro2  ) ,  &  les  conditions  exigées 
dans  le  problème  précédent ,  qui  rendent  de  même  nature  tous 
les  polynômes  qui  entrent  dans  l'expreflîon  du  nombre  des  termes 
qu'on  peut  faire  difparoître,  le  nombre  des  termes  reftans  fera 

.        1   A      A  B       A      A   B       A      A   B  C     A  T 

d      (N(l(u  ,  (u    ,y  *)'  ,  f»      y»)*l  >i'...n)  .... 

T  C  B  B         B         A  A         A         A  ki 

Problème   XX IL 


♦ 


(104.)  Suppofant  un  nombre  n  d'équations  de  la'  forme] 

(i  (u*  x?/,  <V,  yljY,  ^xî,y?.;!i]S22....n;t  =  o,  ayant  les 

conditions  générales  mentionnées  (83),  &  renfermant  un  nombre  xv 
d'inconnues  :  on  demande  le  degré  de  l'équation  finale  refultante  de 
t  élimination  de  n  —  1  de  ces  inconnues. 

Concevons  qu'on  multiplie  l'une  quelconque  de  ces  équations  v 
celle,  par  exemple,  que  nous  venons  de  rapporter,  par  le  polynôme 

(l(uA,  xlJB,  (uA,yAJB,  (xA,  yt)B¥,       .  *n)Tq\ïi,  outre 

les  conditions  mentionnées  (  102  ),  ait  encore  les  mêmes  condî* 
tions  relativement  à  l'équation-produit 

éc  aux  polynômes  qui  peuvent  exprimer  le  nombre  des  termes 
qu'on  peut  en  faire  difparoître  a  l'aide  des  n  —  i  autres 
équations. 
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r  Alors  tous  les  polynômes  qui  entrent  dans  l'expreflion  du 
nombre  des  termes  reftans  tant  dans  le  polynôme-multiplicateur  , 
que  dans  l'équation-produit ,  étant  de  même  nature  ,  [fans  que, 
pour  cela,  il  foit  néceflaire  que  les  équations  foient  de  même 
nature ,  c'eft-à-dire ,  qu'elles  tombent  ou  ne  tombent  pas  toutes 
dans  une  feule  des  formes  expofées  (p  1.  ôc  fuiv.  )  ]  ;  alors ,  dis- je,  fl 
ne  s'agit  que  d'appliquer  mot-à-mot  ce  qui  a  été  dit  (62  ).  On  verra 
donc  facilement  que  la  valeur  du  degré  de  l'équation  finale  eft 

P  =  i»N(l(u  ')      ,(u      ,y    >)•    ',(*<    ;y>   *)•    >}    L,r    «  ,.,nJ 

s   *"-M    4    C  +  '    .  .  A  +  a>Hc  , 

*  •  •  f  4  &c.  •  êtc  1 

{ 1 0  J.y  Mais  il  fe  préfertte  ici  plufieurs  objets  à  difcuter. 

i.°  Il  faut  rendre  raifon  pourquoi  nous  avons  afliijetti  le  poly- 
nôme-multiplicateur aux  conditions  mentionnées  (102);  en  voici 
la  raifon. 

Demander  le  degré'  de  l'équation  finale ,  c'eft  demander  dô 
trouver  une  fonction  rationnelle  des  quantités  a  a  a  a,  &c. 

h  b  b;  c;  t;  4  <tc! ,  &c.  VVV\  c';  t!  h  d'à"  a"  a''  &e. 

l"b"y';  c"i  r";  &c<  &c.  indépendante  des  quantités  AAAA,  &c 

«B  -?  ?»      Tj  laquelle  foit  l'expreflion  du  plus  bas  degré  où 

l'équation  finale  puifle  être  amenée ,  fans  fuppôfer  aucune  relation 
particulière  entre  les  coëfficiens  des  équations  données. 

La  fonction  qui  donnera  D ,  doit  donc  être  telle  que  les  quarv* 
tités  A,  A,  &c.  B,  B  ,  &c.  en  difparoiflfent  d'elles --mêmes  : 

mais  il  eft  évident  que  pour  que  cette  condition  ait  lieu ,  il  faut 
que  tous  les  différeris  polyrtomes  qui ,  par  le  nombre  de  leurs 
termes,  expriment  la  valeur  du  degré  de  l'équation  finale  r  on 
la  valeur  de  D ,  foient  tous  des  polynômes  de  même  nature  ;  car 
•|il  n'en  étoit  pas  ainfi ,  l'expreflion  du  nombre  des  termes  de 
1  un  d'entre  eux ,  tombant  dans  une  des  formes  expofées  (p  1.  &  f.  ); 
tandis  que  celle  du  nombre  des  termes  d'un  autre  tomberoit  dans 
une  amre  forme,  ces  deux  expreflions  ne  pourroient  avoir  la  pro- 
priété^ de  fe  changer  l'une  en  l'autre  par  le  feul  échange  des* 
quantités  a  a  a,  &c.  d'une  des  équations ,  avec  celles  qui  appfc-r 
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tiennent  à  une  autre  équation ,  qualité  abfolument  nécéflâîré 
pour  que  le  réfultat  de  ces  différens  nombres  de  termes  forme  une 
différencielle  exa&e  d'un  ordre  égal  au  nombre  des  équations , 
&  devienne  une  fonction  des  quantités  a ,  a ,  a ,  &c.  in- 
dépendante des  quantités  A,  A9  A,  ôcc.  Toute  expreflion 
de  D  dans  laquelle  les  quantités  A  ,A ,  A ,  &c.  fubfifteroient , 

indiqueroit  que  la  forme  du  polynôme-multiplicateur,  ou  des  poly- 
nômes qui  concourent  à  l'expreflion  de  D ,  ne  peut  avoir  lieu. 

(  I  O  6.)  2.0  Puifque  (p  i .  &  fuiv.)  nous  avons  trouvé  huit  expref- 
fions  différentes  de  la  valeur  du  nombre  des  termes  de  lerpèce 
de  polynômes  dont  nous  traitons  a&uellement,il  s'enfuit  donc  que 
nous  aurons  aufïï  huit  expreffions  différentes  de  la  valeur  du 
degré  de  l'équation  finale.  Mais  ces  huit  expreffions  de  la  valeur 
de  D  font-elles  toutes  également  admiffibles ,  ou  bien  appartien- 
nent-elles à  des  cas  différents  dans  lefquels  les  équations  donnée* 
peuvent  fe  trouver  :  fie  alors  quels  font  les  moyens  de  diftinguer 
ces  cas? 

Sans  doute  ,  ces  huit  expreflîons  de  la  valeur  de  D  ,  appar- 
tiennent à  différens  cas  dans  lefquelles  les  équations  données  peu» 
vent  fe  trouver ,  fans  ceffer  d'avoir  les  conditions  générales  men- 
tionnées (  8$  ).  Mais  pour  diftinguer  ces  cas,  il  faut  actuellement 
nous  occuper  d'une  queftion  dont  nous  n'avons  fait  aucune 
mention  jufau'ici  ,  pour  ne  pas  charger  l'attention  du  Ledeur 
avant  que  cela  devînt  nécefTaire. 

Du  plus  grand  nombre  de  termes  qu'il  foit  pojjible  de 
faire  dlfparoître  dans  un  polynôme  donné ,  /ans  y  en 
introduire  de  nouveaux  ,  en  employant  un  nombre  donne 
d'équations. 

(107.)  Pour  ne  point  trop  charger  notre  difeours  de  calcul , 
nous  raifonnerons  fur  un  polynôme  d'une  forme  très-nmple  ,  ôc 
nous  fuppoièrons  auffi  que  les  équations  données  font  de  cette 
forme  que  nous  fuppofons  être  (uA  . .  .  n) r ,  les  eapofans 
A  A  A  y  &c.  n'étant  afluiettis  à  aucune  condition.  Il  fera  aifé 

0  H 

de  voir  que  ce  que  nous  allons  dire,  s'applique  également  à  toute 
forme  plus  générale. 
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"  Lorfqu'il  n'y  a  qu'une  équation ,  comme  (u*  . . .  n) 1  =  0 ,  le 
plus  grand  nombre  de  termes  qu'on  puifle  faire  difparoître  dans 
le  polynôme  ,  à  l'aide  de  cette  équation ,  fans  y  en  introduire  de 

nouveaux  ,  eft  N(uA-"'.  .  .  n}T-'  :  il  n'y  a  à  cela  aucune 
difficulté  (  6o  ). 

Mais  lorfqu'il  y  a  feulement  deux  équations  ,  le  plus  grand 
nombre  de  termes  qu'on  puifle  faire  difparoître  dans  le  poly* 
nome  (uA  .  <  ,n)T ,  à  l'aide  de  ces  deux  équations  ,  fans  en  h> 
troduire  de  nouveaux  ,  eft-il  toujours  exprimé  par 

comme  nous  parohTons  l'avoir  fuppofé  jufqu  a  préfent  ? 

Nous  l'avons  fuppofé  légitimement  pour  les  polynômes  qui 
peuvent  être  d'ufàge  dans  la  théorie  actuelle  :  mais  à  prendre  la 
queftion  que  nous  traitons  actuellement  ,  dans  toute  fon  étendue* 
cette  quantité  n'exprime  pas  toujours  le  plus  grand  nombre  de 
termes  qu'on  puifle  faire  difparoître  làns  en  introduire  de  nouveaux. 

Pour  en  donner  un  exemple  ,  fuppofons  qu'on  ait  le  poly- 
nôme complet  (  x,y  ,  \)% ,  &  deux  équations  incomplettes  telles 

que  [x ,  (y  9\JXY  =  o  ,  <f  eft-à-dire ,  qui  ne  font  incomplettes 

que  relativement  à  y  &  i  lefquels  ne  peuvent  ni  enfemble ,  ni 
fêparément  paffer  la  dimenfion  i. 

Le  plus  grand  nombre  de  termes  qu'on  puifle  faire  difparoître 
fans  en  introduire  de  nouveaux ,  femble  ,  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  jufqu'ici ,  être 

Ntx,  (y,  V     J~l + NOh  (y s  xp*l  ^  -  V^~*> 


ou  2Nlx,  (y y  —  Nlxffy,lJt'}    'i  mais  comme 

iXyfytl)']1  n'a  d'autres  termes  que  l*f(jr9  fc/']'  ou  que 

f*,y,xJ\k<!!*#l*>(y9  ïJ'lT1  "-^«jjf,  01 

on  a  donc  2N(x,y,  iJl,  ou  8  poûrleplus  grand  nombre  de 

termes  qu'il  femble  qu'on  puifle  faire  difparoître  dans  le  poly- 
nôme f x  ,  y  y  1  ) i    à  1  aide  de  deux  équations  telles  que 

C  x  >  (y  >  t)  1  ]  =  o.  En  forte  que  multipliant  la  première  par 
jLx  -h  By    Ci  4-  E  ,  &  la  féconde  par  Ax  -h  B'y  -t-  C\-h  E', 
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on  pourra,  fans  introduire  aucun  nouveau  terme,  faire  difparoîtrd 
huit  termes  dans  le  polynôme  (x,y,  ayant  des  coëfficiena 
quelconques. 

Cependant  on  peut  en  faire  difparoître  p ,  fans  en  introduire  de 
nouveaux.  Il  n'y  a  qu'à  multiplier  la  première  équation  par  le 

Îyolynomc  f x  ,y  f  i)  1 ,  &  la  féconde  par  un  pareil  polynôme  ; 
e  premier  à  caufe  des  termes  qu'on  peut  y  faire  difparoître  à  l'aide 
de  la  féconde  équation ,  ne  fournira  que  N(x  ,y,  r)1  —  N(x,y,^° 
de  coëfficiens  ;  le  fécond  en  fournira  N( *  »  1/  >  en  forte  qu'à 
l'aide  des  deux  ,  on  en  fera  difparoître  un  nombre  qui  fera  égal 
à  2N(x,y,^J* — N(xJyy^)<>.  Mais  comme  en  même 
temps  on  en  aura  introduit  10  dans  ladimenfion  quatre;  ceux-çi, 
pour  les  faire  difparoître ,  exigeront  i  o  coëfficiens  ;  on  aura  donc 
pour  le  nombre  de  termes  qu'on  pourra  faire  difparoître  ,  fans 
qu'il  s'en  trouve  de  nouveaux  ,  le  nombre  *N(x  ,y  ,i)x  — 
N(x>y9l)°  —  10  =  20  —  i  —  10== 

(108.)  Il  y  a  donc  deux  manières  de  fatisfaire  à  la  condition 
de  ne  pas  introduire  de  nouveaux  termes  La  première  en  n'enx 
introduifant  ni  dans  le  fait  ni  en  apparence  ;  c'eft-à-dire,  en  n'em- 
ployant pour  polynômes-multiplicateurs  des  équations  données  , 

3ue  des  polynômes  qui  dans  la  multiplication  ne  donneront  point 
e  termes  plus  élevés  que  ceux  du  polynôme  propofé.  La  féconde, 
en  en  introduifant  en  apparence  ;  c'eft-à-dire ,  en  employant  pour 
polynômes-multiplicateurs  des  équations ,  des  polynômes  qui  dans 
la  multiplication  produiront  à  la  vérité  des  termes  plus  élevés 
que  ceux  du  polynôme  propofé  ,  mais  que  l'on  pourra  faire  dif 
paroître  enfuite. 

(109.)  On  voit  donc  que  fi  l'on  demande  quel  eft  le  plus 
grand  nombre  de  termes  qu'on,  puiffe  faire  difparoître  dans  le 
polynôme  (uA  . .  .  n)  T,  à  l'aide  des  deux  équations  fu*.  ,.n)t'  =  o9 
(u a ". . .  n)  '  "  =  o  ,  fans  en  introduire  de  nouveaux  ;  il  faut  conce- 
voir qu'on  ait  multiplié  la  première  par  le  polynôme  indéterminé 
fuA' .  .  .  n) T' ,  &  la  féconde  par  le  polynôme  indéterminé 
fuA" . .  ,n)T\  &  qu'on  ait  ajouté  les  deux  produits 
(u*,+''...n)T'+,',(liAt'+*"**.n)T"+t ",  au  polynôme  pro- 
pofé (uA  ...n)T. 

s  Alorsfuppofantr-H/y>7',  T"+t">T,  A'  +  J>A3bjï. 
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il  faudra  pour  que,  par  l'un  des  deux  polynômes,  on  puin*e  faire 
difparoître  les  nouveaux  termes  introduits  par  l'autre  ,  il  faudra  , 

dis-je,  fuppofer  T" -+-  r*  —  T  -+-  r7 ,  A"    a"  =  A'  -+-  a' ,  &c. 

d'où  l'on  tire  T»  =  T'-4-      r",  .4"=  ,4'-+- a7  —  <r",  ôcc. 

d'où,  l'on  voit  que  l'on  a  jufqu'à  préfent  un  nombre  de  coèVS- 

cîens  =  N(uA'...n)T'  4-  N(uA'+  *— \.. *)T'+<-*. 

Mais,  comme  à  l'aide  de  la  féconde  équation  ,  on  peut  faire 
difparoitre  dans  le  premier  polynôme,  fans  y  introduire  de  nou- 
veaux termes,  un  nombre  de  termes  exprimé  par 
N(uA'—*"..  .n)1 '  ~t"i  nos  deux  polynômes-multiplicateurs  ne 
donnent  véritablement  qu'un  nombre  de  coëfficiens 

«=  N(u*.\ ,  nJT'-h  N(aA +*—\.jiJt       —  N(uA  — \ . .  n)*-*. 

Or  pour  faire  difparoître  les  nouveaux  termes  introduits ,  il  faudra 

un  nombre  de  coëfficiens  =  JSI(aA  +*' . . .  n)  T '+*  '  —  N(uA. . .  nJTi 

donc  le  nombre  des  termes  qu'on  pourra  véritablement  faire 
difparoître ,  fans  qu'U  s'en  trouve  de  nouveaux  ,  fera 

N{uA...nJJr  —lN(uA'+'...n)T'+<  —  N(uA'...n)T 
i-  *...nj  r+  M     N  (u*~*. . .  n)  r'~  *  ]. 

(I I O.)  Pour  diflinguer  les  deux  cas ,  nous  dirons  dorénavant 
que  les  termes  que  Ion  introduit  ainfi,  pour  les  faire  difpa- 
roître enfuite  ,  font  des  termes  ctintroduâion  fictive. 

(III.)  Donc  pour  qu'en  admettant  des  termes  d'introduction, 
fictive ,  on  puiffe  faire  difparoître  plus  de  termes  qu'en  ne  les  ad- 
mettant point ,  il  faut  que  le  nombre  des  termes  reftans  dans  le 
polynôme ,  foit  plus  petit  dans  le  premier  cas  que  dans  le  fécond  j 
il  faut  donc  que 

K(U  ,.Jl)  r~N(u      m»)      -r-N(il  ~M)  +N(u  .fJlJ 

T  étant  >T—t'i  A'>4—J,  &c. 

Donc  s'il  eft  poflîble  de  fatisfàire  à  cette  condition  ,  on  pourra 
faire  difparoirxe  plus  de  termes  par  l'introduction  fictive  que  fans  elle. 
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Et  pour  faire  difparoître  le  plus  grand  nombre  de  termes  pô& 
fible,  il  lâudra  que  V,  A',  &c.  aient  des  valeurs  telles  que 

N(u       ...n)        —  NCu   ..m)    —  N(u  ,.J»;  -4-N(u 

(bit  un  minimum. 

(112.)  Quoiqu'il  en  foit ,  remarquons  aue  cette  dernière  ex- 
preflion  eft  précifément  celle  du  nombre  aes  termes  reftans  dans 
le  polynôme  f uA' ,nJT  +  lorfqu'on  en  a  fait  difparoître_, 
à  1  aide  des  deux  équations ,  tous  les  termes  qu'il  eft  poflible  d'en 
faire  difparoître  fans  en  introduire  de  nouveaux  ,  &  cela  fans 
introduction  fictive. 

Donc  il  eft  toujours  poflible  de  trouver  un  polynôme  (^...n)* 
tel  qu'en  ayant  fait  difparoître  ,  fans  introduction  fictive  ,  tous  le* 
termes  qu'il  eft  poflible  d'en  faire  difparoître  à  l'aide  de  deux 
équations,  le  nombre  des  termes  (bit  le  plus  petit  qu'il  eft  poflible  ; 
c'eft-à-dire,  ne  puiflê  pas  être  diminué  en  y  employant  l'intro- 
duction fictive. 

Voyons  maintenant  pour  trois  équations. 

(113.)  Concevons  qu'on  multiplie  la  première  par  le  poly- 
nôme (uA\  ..nJT',h  féconde  par  le  polynôme  (u*\  ..nJT\ôC 
la  troifième  par  le  polynôme  (  uA'\  ..n)  r ',  &  qu'on  ajoute  les 
trois  produits  au  polynôme  propofé  (uA. . .  n)T\  on  aura  en  tout, 
«n  nombre  de  coëfficiens  =  N ( uA\ . .  n /*"-+-  N (u*'. . .  nJT" 

N(uA'\  ,.nJT~i mais  tous  ces  coëfficiens  ne  feront  pas  égale- 
ment propres  à  faire  difparoître  des  termes  dans  le  polynôme  propofé. 

Suppofons  T  +  t'>  T;  A '+  <{>A\&c.  T"+t">T; 
4»+<f'>A\&c.T"  +  i!">T;  An,-*d»>A\  &c.  ;  pour 
plus  de  généralité. 

Remarquons  d'abord  qu'une  des  conditions  eflentielles  ,  pour 
pouvoir  faire  difparoître  les  termes  d'introduaion  fictive,  eft  que 
deux  au  moins  des  quantités  T'-h  S,  T"-*-  r",  T"  -+-  I*',  foient 
égales  entr'elles;  qu'il  en  foit  de  même  à  l'égard  des  quantités 

A'  +  J,  Au+J',  A!n+d\  &c. 

Ajoutons  que  pour  que  le  nombre  des  termes  qu'on  fera  dif- 
paroître foit  le  plus  grand  qu'il  eft  poflible,  il  faut  que  ces  troia 
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quantités  foient  égales  entr'clies;  car  il  cft  clair  que  fi  on  en 
luppofoit  une  plus  petite  que  les  deux  autres  ,  on  auroit  évi- 
demment moins  de  coëfficiens ,  qu'en  les  fuppolànt  toutes  trois 
égales. 

Nous  avons  donc  T" ^V-hS—t",  T'"=  T t?  —  Ft 

A'^A'  +  J  —  a»,  A'"  wm  A'     d  —  a'",  &c. 

Suppofons  actuellement  (ce  qu'on  peut  toujours  faire  )  que  le 
polynôme  (w4  -  ••  n)T'  foit  tel  que  l'introduction  fictive  ne 
puiffe  pas  faire  difparoître  plus  de  termes  qu'on  ne  le  peut  faire 
làns  elle  ;  alors  le  nombre  des  coëfficicns  utiles  du  polynôme 


»(»   ~Ji)    —  N(u        ..Ji)         —N(u         ,Mn)         +N(u  ..Ji)  I 

en  vertu  des  termes  qu'on  peut  y  faire  difparoître  à  l'aide  des 
deux  dernières  équations. 

Le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  polynôme  (uA\ ..n)7"  0 
c'eft-à-dire  ,  du  polynôme  (uA .  .  n)T  ^M  fera 

caufe  des  termes  qu'on  peut  y  faire  difparoître  à  l'aide  de  U 
dernière  équation. 

Enfin  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  polynôme 

(u*\ .  .n)T'  fera  N(uA '+-'--•. .  .  n) 

Sur  la  totalité  de  ces  coëfficiens  utiles ,  il  faudra  en  employer 
pour  détruire  les  termes  d'introduftion  fictive  ,  un  nombre 

=  N(uA'+a'...n)T'+t'  —  N(uA...n)T>  retranchant  donc  le 
refte,  de  N(uA. .  .nJT9  on  aura  pour  le  nombre  des  termes 
reftans  fans  qu'il  s'en  trouve  aucun  d'introduit ,  la  quantité 

A+d  T'+f  ,  A  T'  A+d—d'  T'+i-—  tr  a— **  T'—i» 
W(»       ...n)        —N(u  ...n)    -N(u  „m)  +N(u  ..*) 

r  '  w  *  »• 

A+d-d*       r'+*'-«»         A-r  T'—* 

—  N(h  ...n;  -+-  N(u  ...n) 

-*-N(u  ....n)  —N(u  ...n)  } 

il  faudra  donc  que  cette  quantité  foit  un  minimum. 

Lij 
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Remarquons  que  cette  expreflion  eft  précifément  celle  du  nom- 
bre des  termes  qui  refteroient  dans  le  polynôme  (uA+  •'. . .  n)1"-*- 
après  en  avoir  fait  difparoître  tous  les  termes  qu'il  eft  poflibie  d'en 
faire  difparoître ,  à  l'aide  des  trois  équations,  &  fans  introduction 
fictive. 

(  I  1 4-  )  Donc  il  eft  toujours  poflibie  de  trouver  un  polynôme 
(uA . .  ,n)T ,  tel  qu'en  ayant  fait  difbaroitre  ,  fans  introduction 
fictive,  tous  les  termes  qu'il  eft  poflibie  d'en  faire  difparoître  ,  à 
l'aide  de  trois  équations  ,  le  nombre  des  termes-  reftans  foie  le  plus 
petit  qu'il  eft  poflibie  ;  c'eft-à-dire  ,  ne  pairie  pas  être  diminué , 
en  y  employant  l'introduction  fiaive.  On  voit  maintenant  ce  qu'il 
y  a  à  dire  pour  un  plus  grand  nombre  d'équations. 

Mais  s'il  eft  poflibie ,  comme  nous  venons  de  le  démontrer , 
de  trouver  toujours  un  femblable  polynôme ,  il  peut  ne  l'être 

Î>as  toujours  que  les  polynômes  partiels  qui  entrent  dans  l'expref- 
ion  du  nombre  des  termes  reftans ,  foient  tous  des  polynômes  de 
même  nature.  Or  comme  la  détermination  de  la  valeur  du  degré 
île  l'équation  finale  (roj')  exige  néceflairement  cette  condition, 
SI  s'enfuit  que  c'eft  à  la  poflibilké  ou  impoflibilité  que  tous  ces 
polynômes  foient  de  même  nature ,  que  nous  pourrons  recon- 
noître  entre  les  différentes  valeurs  de  D  qui  fe  préfèntent  (  \o6), 
«quelle  eft  ceMe  qui  peut  être  admife  légitimement. 

(  I  I  5  •  )  Comme  nous  avons  établi  que  le  plus  petit  nombre 
de  termes  reftans  dans  le  polynôme-multiplicateur  avoit  pour 
expreflion  néceflaire  la  quantité  d"-1  N (uA  .  .  .n)T ,  il  faudra 
xlonc  que  cette  quantité  foit  un  minimum. 

Or  en  la  fuppofant  telle ,  il  faut  que  par  introduction  fictive  , 
/bit  à  l'aide  de  polynômes  de  même  nature ,  foit  à  l'aide  de  poly- 
nômes de  différente  nature  ,  on  ne  puifle  faire  difparoître  qu'un 
moindre  nombre  de  termes  ,  ou  que  le  nombre  des  termes  reftans 
foit  plus  grand  ;  concevons  donc  un  polynôme  de  même  nature 
&  repréfenté  par  (u* . . .  n)  T  tel  que  F  >  T,  &  A  '  >  A>  &c„ 

II  faudra  donc  que 

t/"-1  N(uA\  .tnJT>d"-i  NfuA.  ..nJT 
- 1     Ou  plus  fidèlement , 
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Donc 

ou  ^"  N(u/i\ . .n; .. (  ( r, _  ^  ^  ^  l^.^  -(  ^  )  >  o< 

(  1 1  6*.)  Ceft  donc-à-dire ,  que  fi  on  différencie  n  fois  de  fuite 
la  quantité  N(uA' . . .  n)  T',  dans  laquelle  ( uA\  . .  n)  T'  reprefente 
un  polynôme  quelconque  ;  fi  on  la  différencie  n  fois  de  fuite  en 
faifant  varier  T' ,  fucceffivement  de  t'y  t",  &c.  &  de  la  quantité 
quelconque  T* —  T;  en  faifant  varier  A'  fucceffivement  de 
<z',  d\  &c.  &  de  la  quantité  quelconque  A'  —  A ,  &c.  le  réfultat 
de  ces  différenciations  doit  être  plus  grand  que  o ,  quelque* 
foient  F—  T,  A'  —  A,  &c. 

Donc  fi  on  raffemble  tous  les  termes  affeûés  de  T'  —  Ty  il 
faudra  que  leur  fomme  foit  pofitive  ou  plus  grande  que  o  ;  il  ea 
fera  de  même  de  la  fomme  des  termes  affe&és  de  A'  —  A  j  6c 
ainfi  de  fuite. 

Détermination  des  fymptômes  auxquels  on  feconnoît  parmi 
les  différentes  expreffions  de  la  valeur  du  degré  de 
V équation  finale ,  quelle  eft  celle  que  l'on  doit  choijir  ou 

■  rejetter, 

(  1 17.)  On  voit  donc  qu'il  y  aura  toujours  autant  de  condi- 
tions à  remplir ,  que  le  polynôme-multiplicateur  renferme  d'ex- 
pofans  différens.  Si  toutes  ces  conditions  font  remplies,  la  valeur 
de  D  eft  admiffible  ;  fi  une  feule  manque ,  elle  eft  a  rejetter. 

Mais  il  faut  obferver  que  comme  rien  ne  détermine  à  pren- 
dre l'une  des  équations  Dropofées  ,  plutôt  que  toute  autre  , 
pour  équation-multiplicanae ,  il  faudra  faire  autant  de  fois  l'exa- 
men de  ces  conditions,  qu'il  y  a  d'équations  ou  d'inconnues  :  ÔC 
l'on  ne  fc  déterminera  pour  une  valeur  de  D ,  que  dans  le  cas 
où  elle  aura  été  confirmée  par  toutes  ces  différentes  épreuves. 

On  ne  doit  pas  craindre,  au  refte,  qu'il  ne  s'en  trouve  aucune 
qui  fàtisfàflé  ;  car  on  voit ,  à  priori ,  qu'il  y  a  toujours  au  moins 
une  valeur  de  D  poffible.  Mais  il  pourra  arriver  que  phifieurs 
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fyftèmes  de  conditions  fatisfaffent ,  &  alors  toutes  les  valeur! 
de  D  correfpondantes  ,  feront  également  admiflibles. 

Sur  cela  il  faut  obferver,  i.°  que  toutes  les  valeurs  de  Dquî 
réfulteront  d'une  nouvelle  combinaifon  des  équations ,  c'eft-à- 
dire,  de  l'échange  tacit  de  l'équation  multiplicande  ,  feront 
toutes  les  mêmes ,  c'eft  ce  qu'on  verra  facilement  dans  peu  ,  par 
le  développement  de  la  valeur  générale  de  D  trouvée  (104); 
développement  dans  lequel  il  fera  facile  de  voir  que  l'échange 
des  expofans  d'une  équation  avec  ceux  d'un  autre ,  n'apporte 
aucun  changement  dans  la  valeur  de  D. 

a.0  Que  les  valeurs  de  D  fe  trouveront  encore  égales ,  toutes 
les  fois  que  les  équations  pourront  appartenir  indifféremment  à 
une  forme  ou  à  une  autre. 

3.0  Que  s'il  arrive  que  l'on  trouve  plufieurs  valeurs  inégales 
pour  D,  elles  finiront  par  être  réduites  à  une  feule ,  par  l'examea 
que  l'on  fera  en  échangeant  les  expofans  dans  l'épreuve  des 
conditions.  On  fent  bien  que  cela  doit  être  ainfi  f  puifqu'il 
ne  peut  y  avoir  qu'une  feule  éauation  finale  ;  mais  comme  on 
pourroit  croire  qu'il  feroit  pomole  que  quelqu'une  des  formes 
introduisît  un  facteur  fuperflu  dans  l'équation  finale ,  ce  qui 
donnerait  lieu  en  effet,  a  différentes  valeurs  de  D,  il  faut  faire 
voir  qu'il  n'en  fera  pas  ainfi ,  c'eft-à-dire ,  que  s'il  y  a  plufieurs 
valeurs  de  D ,  elles  ne  pourront  fubfifter,  après  toutes  les  véri- 
fications des  conditions  ,  qu'autant  qu'elles  feront  égales. 

En  effet,  fi  deux  valeurs  inégales  de  D  pouvoient  coéxifter  , 
ides  deux  équations  auxquelles  elles  appartiendraient ,  l'une  feroit 
néceflâirement  fadeur  de  l'autre  :  celle-ci  auroit  donc  au  moins 
une  racine  qu'il  feroit  poffible  d'éviter  $  donc  il  ferait  poffible 
de  faire  difparoître  dans  l'équation -produit  qui  l'a  donnée  ,  un 
terme  de  plus  qu'on  ne  l'a  fait  ;  mais  l'examen  des  conditions 
pour  la  vérification  de  la  valeur  de  D ,  conftate  ou  on  y  a  fait 
difparoître  le  plus  grand  nombre  de  termes  poffible  ;  donc  il 
n'y  a  lieu  à  aucune  racine  qu'on  puiffe  éviter  ;  donc  il  ne  peut 
fubfifter  de  valeurs  inégales  de  O.  Donc  fi  l'examen  des  condi- 
tions donne  plufieurs  valeurs  de  D,  ce  ne  pourront  être  que  des 
valeurs  égales  ;  c'eft  qu'alors  les  équations  propofées  appartien- 
nent tout  a  la  fois  à  plufieurs  formes. 
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Développement  des  différentes  valeurs  du  degré  de  t Equa- 
tion finale ,  résultantes  de  Vexprejfion  générale  trouvée 
(104);  êC  développement  des  Jyflèmes  de  conditions 
qui  légitiment  ces  valeurs. 

(  1 1  §.)  On  voit  donc  1 .°  que  pour  avoir  les  différentes  valeurs 
de  D  qui  peuvent  avoir  lieu  pour  les  équations  incomplettes  de 
l'efpèce  dont  il  a  été  queftion  (  8a.  &  fuiv.  ) ,  il  ne  s'agit  plus  que 
de  concevoir  qu'on  ait  fùbftitué  dans  la  valeur  de  P  propre  à  l'une 
quelconque  des  formes  expofées  (pi.  ôc  fuiv.),  les  expofans  dû 
1  équation-produit  ;  de  différencier  cette  valeur  n  fois  de  fuite  , 
en  fàiiànt  varier  chaque  expofànt  de  l'équation-produit ,  fuccef* 
fivement  de  tous  les  expofans  correfpondans  dans  les  équation» 
données.  2.0  Que  pour  avoir  les  conditions  qui  rendront  adrrûf- 
ftble  cette  valeur  de  D,  il  faut  (11 6)  différencier  n  fois  de  fuite 
la  valeur  de  P  appartenante  à  la  même  forme ,  en  faifànt  varier 
fucceffivement  chacun  de  fes  expofans ,  de  tous  les  expofans  cor» 
refpondans  de  toutes  les  équations ,  autres  que  celle  qu'on  prend 
tacitement  pour  équation-multiplicande ,  6c  d'une  quantité  arbi- 
trai re  ;  puis  fuppofer  la  fomme  de  termes  qui  multiplie  chaque 
quantité  arbitraire ,  plus  grande  que  2érc* 

Or  il  eft  facile  de  voir  que  les  réfultats  de  la  première  opé- 
ration fourniront  immédiatement  ceux  de  la  féconde  ;  &  que 
l'opération  pour  déterminer  les  conditions  dont  il  s'agit ,  fe  ré- 
duira à  prendre  la  fomme  de  termes  qui ,  dans  la  valeur  de  D  , 
multiplieront  l'un  des  expofans  de  l'équation -multiplicande  ,  ÔC 
de  fiippofer  cette  fomme  plus  grande  que  zéro. 

Pour  ne  pas  multiplier  les  calculs ,  nous  bornerons  ce  déve- 
loppement au  cas  où  l'on  auroit  feulement  trois  équations  Ôc  trois 
inconnues.  Les  procédés  étant  abfolument  les  mêmes  pour  un 
plus  grand  nombre  d'équations  ôc  d'inconnues  ,  &  n'y  ayant  de 
différence  que  dans  la  multitude  des  termes  des  réfultats ,  nou9 
ne  limitons  rien  en  prenant  ce  parti ,  Ôc  nous  répandrons  plus 
de  clarté. 
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Application  de  la  Théorie  précédente  aux  équations 

à  trois  inconnues. 

(Iio.)  Les  huit  expreflions  que  nous  avons  trouvées  pour  P 
(pi.Ôc  fuiv.) ,  fe  Amplifient,  lorfqu'il  n'eft  queftion  que  de  trois  in- 
connues ;  parce  qu'alors  on  a  C==  T,  ce  qui  annéantit  les  termes 
où  entre  T—  C;  car  N(u. . .  n)  T"c-1 ,  N(u...n)T-c~*9 
&  Nfu  . . .  nJT~c~i  deviennent  Nfa. . .  nj~*  ,N(u..  .n)-* 
N(n  . .  .  nyJ"~î  qui  font  chacun  =  o  (  39  \ 

Réduifant  donc  les  valeurs  de  P  d'après  cette  confidération  * 
éc  différenciant  comme  il  vient  d'être  dit  (118),  on  trouvera, 
pour  chacune  des  huit  formes ,  les  différentes  valeurs  de  D  ,  Ôc 
les  conditions  correfpondantes ,  fuivantes. 

Première  Forme. 

(120.)  Le  polynôme-multiplicateur  étant  fuppofé  tel  que 
Ton  ait 

C—  £<B  —  A;  C-*B<B—A;  C—B<B~A. 

j>  ssiiv— fr  —  a;.(V— «';.(<"-«";— r<  — -f  —  «0  •  f   —  fi 

—  (t-  a ) .(-«•— «'j. f «"-«";  ■+■  o  - >  ; •  c «'  —  w ■  ( '" - *" ) 
+  J\').(t"-b;')  +    —  «"  -  *"  ; 

j.rv-  ^m*— f;  t*  f*  *)•(*—*)•(*— 

—  (a''+â"  —  t").(t—  t).(t'  —  y  )  —  (a  +  a*-b  )•<*  —  ?) 

—  (a'+'a'  ~y ).(t- f  /.{P—  *";  —  (•«"«• —  *)'(*'— t  > 

-(f+f W-ïh 

Conditions  pour  que  çette  valeur  de  D  <w> 

Ces  conditions,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit  (1 18)  fe  trouvent 
$n  prenant ,  par  exemple ,  tout  ce  qui ,  dans  la  valeur  de  D ,  eft 
piultiplié  par  t,  Ôc  le  Uippofànt  >  o  j  en  prenant  tout  ce^^ 
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multiplié  par  b ,  &  le  fuppofant  >  o ,  ôc  ainfi  de  fuite. 

c  /'  _  a1) .  (t"  -  o — (v-  a'; .  f  i"—  f  -  r  «'  -   .(*•*-  <fy 
+        .  (t»-*")  +  (V— *';.r«"— *";-*-c»'— /jr;«r«"— 

«  (a'+ji'  — .  (t"—b")  —  (a"  +  —  *'*;  .  f «,—*'J 
_  (a'-4-a'--*';  .  (-!"—*";—  fa»      a"—  *'»J  .  C  t' —  b'  ) 

—  ra'+a'— .  r<"— —  c^"  -4-  «" — y) .  c  i'— 
r*'-a'; .  r*"-"";  —  f«*— *M .  r        -  (v— («"-*";>« 

(V  — a'j  .  fi«  _a"  j  —  •  (t"—*")  —  f**— ^)»(^— £')>  * 

(*>-*') .  -  (v-*-; .  fi"-f  ;  -  <v-*>  (*"->";><>« 

Conditions  dont  la  féconde  ,  la  j.me  ôc  la  4.me  auront  toujours 
lieu,  parce  que  (  83  )  les  conditions  générales  de  l'exiftence  des 
équations  dont  il  s'agit,  exigent  que  d -4-  d > y  \  a"-f-a">£"i 

ft+d>V\  d'+d'>t>''i  d  +  d>b'ï  d'  +  d'>b". 

99  9  I»  9  i  $9  $t  99  99 

Seconde  Forme. 
C—B<B  —  A;  C—B<B—A;  C—B>B  —  A. 

1 12  I .)  D <=t *V'—  (t—a).  (V—a';  .  (V'-  a")  —  (t—a).  (V—  a')  .  (f—  a") 
—  (t—a).(t'  —  f).(t"  —  a")  -f-  (,_*;.(,'  —  b').(t"  —  b"  ) 

+  ft— »;.<v— .fi"— ï";    f *—# 
■+•  a  —  *  ;.  (t'  —  y),  (t"—»»)  —  (a>  ■+-  a'  — i'j.Cr— *  ;  .  (V— J"; 

*-(*"«+•?"  —  A";,  f  r  —  *  ;  .f»'— — f  4-4-  «  —  *  ).(t'—b')  .  (t"—b") 

*fa'+a'  —*';•(<—  f  ;  •  ('"—>")—(*"+?'— b").(  t—b) .  r  i»— *j 

—  (a  -fa         ;.C  i»— *';.(«"— J»;  —  (a'-f-  a'—  i';.  f*—  *j  .  (t"—b") 

—  fa"  +  a"—      .  f  r  —  i -  J  .  (  t '  —  V  ) 
+  (  t      a  —b  —  b)  ,(Y-|-a'  —  *  —  b')  .  (V'  +  a"—  A"  -  i"  j. 


M 
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«  ■ 

Conditions, 

+  .  (,<•-*»;-♦-(,'  -  a;;  . 

—  fa"-»- a»—  A"J.(V  —      —  (  *')• 

-(a«+a>-h;<).(t>-b>)  +  r;^?;-*;-A;;.f*»H-â»-i,'-r> 

—  A',)  •  (V — b"  ) (an  +  a" —  b"  )  .  (V—  l'J  >o. 

fa'^-â'-A';.rt"-^';-^-^'»"-^-â"-*,';  .  (V—  A';  > 

— ( t'+a'—b' —  y) .  r«"-+-  û"  —  y — y )  c 

fa'  +  a'  —  y).(t"—y')  +  (a"+d'  —  y').(t'—y)  i 

—  (  t'-t~  a'  —  y  ~  y  )  .  C  «"-*-  a"  —  b"  —  h")  {  ^ 

Troifième  Forme. 
C—B>Ê  —  s4j  C—B<B  —  /Î;  C—B<E—A. 

'(l2  2.)Z)=tlV'-a-a.J. ftW ; . «") —(t— ).  f«M- 

f*-*j .  <v-?j .  r»"-V^  +  r*— iJ  •  r** — *tj  •  f*"-*?) 

r(a       ^A  ;  .  (t>—y).Xt"^b")  —  (af  +  a'—i').(t  —  *)>(*"  —  b")  ; 

^(a"-ha"—y) .  c«— *;.(V— ^ ;  —    -h*—*  •(*"'—%') 

f-fa'-ha'  — .  /*  —     .  (t"-—}")  ^  (a"+a"—b")  .(t—i  )  .(t' —  b' ) 
*-(a+a—b).  (t'—b')  .  (<"—  b")  —  (V  -t-  a'  —  b'  )  .  <  i  —  b  ) .  (t"-*t")  - 

Conditions. 

,v  -  c  ,»  -  a-; .  f  t"  -  a»;  -  r  <'  -  # .  r  «"  -  f  "  J  -  f r  '  -  s')  -  ( 1  "-  f)  ") 

+  (t>-yj.  d"  —  y)    f  t'-—  f  ; .  f<"  -  f  ;  -f-  r  *'  -  £  J  •  (  f  -  J"  À  I 

^Ca'-Ka'  — A' ;  3";  —  (>-+-«"  —  b").(t'—  b')—  b').(ï'—  b")  /><V 

.  fi«      -  (<*•  f«w«;  -(-"-h ^  -  f  J I 

-t- f *'  -J-  a'  —  A'  —  A' j .  T'" —  b"  —  b" ) 
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r«»-*Tf'-  V)  .  (t"  -  -+-  Ca"  -f-  a"  -  3";  .  (t'-b'J  y 
<V-H«'—      .       —  b")  -+•  C*"  +aB-  *" ;  .<Y  —  f  J  •» 

(V— a';.(V— a"j  — <v— *'j.c*"— b")  —  (t'~ *»j  .  c*"— f";  * 

H-Ct'-f-a'  —    —  b1)  .O" -«-«-"  —  *"— /  >  « 

rr;-5'j.r«»-a";-c/'-*';.(''"-*";-r*,-i';.r'"-r;  >  * 

(  Quatrième  Ferme,  > 

C—B>B  —  A;  C—S<  B  —  Ai  C—B>B  —  Ai 

(  1 2  3 .)  z> = i  t'i"  -  c»-  a  ) .  Ci'-  a'; .  c<"-  a";  _<v— f;.  c*'-  a-; .  C<"  -  f "> 
-O— f  )  +  (*—V)  .(ï'-h 

).(,>-.?). p-n  -  (j+j-r).(4~i) .  (t»-b») 

_ ca'v  a"-  *»J .  f«  -  *; .  c*'  -  ;  -  C «  -i-  a  -  3  ; .  (  t>-  p)  .(r-f) 

~(a  +  a -b).«<-b>).(t»-b")  -  (é+f^fy.O-è)  .  C'W  Jt 

—  (a"+       *"J  •  ('  —  *  J  •  (*'  —  V  ) 
H-ft  +  a  — *  —  *j  .  C<'-H  «'—  i'  —  *"J  .  (t"+  a"— 3"— 

Conditions. 


>4 


Ca'-»-a'-  A'; .  Ci"-  *"J  H-  Ca"-+- a"- ; .  C*'  -  b')  —  (  «'-+•  a'-  b'-  b') .  (t"  -+■  a"- b")  >  a 


M  ij 
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f  1  +         <"  -  r  )+ <  f + r  -  r  ;  •  r  '  -  **;  i  >  a 

(  /   a'  ; .  (  t " — m"  ) — (  t' — v) .  c<" — v ) — c< ' — »'  ; .  r»"  —  *" ;  > 

4*  Ci'  Ci" 4- a"  —     — i"j  J  >0 

(*«' — a'^  .  c*" — «"^  —  c«' — *v .  c  «" — 3"^)  —  c«' —  tf  ).  (<"_.*")  >  # 

Ci'  —  a1)  .  (  t"  —  a" )  —  (  t'  —  b')  .(  t"  —  b")  —  (t'  —  b').  Ci"  —  *"; 


C r  —  *') .  C  '  —      —  C 1  —  b '  )  .  C '  —  b"  )  > 

t   *  *  tf   *  "  \i 

(t'-ha'  —  b'—b').  Ci"-f.a"  —  i"  —  *")  J 


Cinquième  Forme. 

0  ff  f  t  If  t 

(12  4.)  X>=«  Af  —  (t^a).  (l'—a'j .  (t'f—  a")  —  (t  —  a).  (t'—  a')  .  (  1»'—  a") 

C»»—  *').(*>  —  fl")  +  f*- f )•(?'—  b1)  ,(t"  —  b") 
^(t—b)  .  (S  —  b1)  .  (t"—b")  +  (t—b).  (t'  —  b').(t"—b") 
^.(a  +a  —  b  ).  (ti  —  b>).(t"  —  b'})—(a'  +  a,—b').(i  —  b).(t')  —  b") 
~.(  a"+?—b")  .  (  t  —  b  )  .  (  t'  —b'  )  —  (  a  +a  —b  ).(t'—b')  ,(t"  —  b")' 
^(ar+a'~b'  ).(t  ~b).(t"—b")  —  (a"-ha"—b").(t  —  b  ).(t'  —  *«  / 

- fd      —  i  ; .  c i'^-C^'— f'';  — Cf'^û'— i';.c»~f;-C'''— 

*  (t  +  f  -  *  -  *  ; .  (  *'  +  «'  -    *•  ;  •  (  f + a  -  -  *«  -  *?• 

v<    .     ...    .      .....  ..   .    ...      .#  .  - 

Condition** 


-f-ci'-j';.c f *»—  *o  . (t"-f")  +    — •     £"3  I 

—  (V  +  3';  .  Ci"  —  *"J  —  C«"-+-«"—  .  (ï—  b')  —  (a'  +  a'  —  b') .  (("—  b")  f 
^. (é*+àt>~ y*).(f—y  )  —  (a'  +ar—  P)  .  {t,,—bn)  —  {a"-ha"—b").(i,  —  'b;  )  i 

•+-C«'-+- b'-  b') .  -  b"-  b")  -i-  fi'i a'  —  i'  — •  jf»; . Ci"  -4-  f  "  —  *M  —  J 


Ca'4-?'-      .  Ci"-  *M;-H  C*"-*-f         •  (''-  b')  -  (''+*'•  b'-b')  ■  (ï'-+-o!'-b"-b»)  1 

_  (  t,+  a<  -  b<  -  b;  ) .  c  1"  +  «"  -  *"  -  f  ;  J 

(a<+  a'-b>).  f*"—       -H  C*"+  fi""     j  .  (''-  f)  —  b'-  b')  ' 

a'—  b' ) .  (t"~  *";•+-  Cû"4-û"-  *"J .  C*'-  *V  —  f»'-*-  *V  •  f*""»-  a"-  >o 

#         **         f*  '     1  t»    *  *  rt       »t   '  f»  '  " 

(S -a')  .(t»-a")-(i'-b')  .(*"-b")- (<>-!,•).(<"-?") 

-h  C 


, .  (-  r«  _  v»)  _  c  1'  -  V) .  (  1"  -  b"  )  -i 
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(C-  a!)  .  (  t"—a?')—  (  t'  —  b'  ) .(  t"  —  b")  —  (  t' —  b' )  .  (  t"  —  b")  ~\ 

+  <V+  a'-b'-b')  .  <V» +  J>q 

(t>-a;).(t»-4')-(tl-bi).(t"-b^-(i>-b;).(t"-b")>oi> 

Sixième  Forme. 
C  —  B>B  —  A;  C—B>B  —  Ai  C—B>B—A. 

(I  a  5).Z>=*fV'—  (r— «;.(V  —  a').  (t"—a<<)-.(t—a).  (t'—ar).  (  t"  —  a»  ) 

f >)+($-*).(*-. V).(^vi)-i(t-b).(t^b')?(t"Lt^ 

+  (t-b).(t'-b<).(,"-b>')-  (a  +  a-b).(t>-b>)  .  C  /"  —  b"  ) 
—  (a'  +  a'  —  6,).(t-b).(t"-b")  —  (a"+a"-b')).(t—b  ).(,<-t>) 
~(a+a-b).  (Y- b') . <V'- b»)  -Ca'+a'-b'  ).  (t-b).(  i<<-  b") 
~(a"+*"-b»).(<-b).(t'-b')-(*+a  -b  ).(<•-£).(<"-*>) 
-(a<  +  a>-b>).(t- f) .  f *  ";  -  (  *"  —  b"  )  .  (t  —b  ).(t'  —  b') 
H_  (  ,  +  a  —  *  —  (V H-  a'- —  V  ).(t"  f"; 
^-  C  ,     <y  -  *  -  î  ;  .  (V -H    - —  *'  J .  (  «"  H-  a"  — 

t  (  1  c     -  f  -h-  ('" + «"     r  > 

Conditions. 

» 

+  r<» _ . (y < _ 4";  +  f _V ; .  <Y' -V +  r -b' ) .  f 1" - Ï'Ô 

a'— *'  —  f  ; .  (V'— *"  —  f"J  •+■  (  t'-h  a'  —  b'—  b') .  (t"-ha"  —  b"—  b") 

■+-  (t'+'a'  —  b'—"b,).(t"+a"-b"  —  b") 

i-      1      a  *  v      'h       1        a  ' 

(a<+a'-b').(t''-b")+(a"+f-bn).(i'-b<)-(t'+a<-b<-b').(^^^ 

—  (t'+a'-b'  —  b'  )  .  (t"-t-a"—b"  —  b»)ï>â 

(é4*t— f~fr).  (t'-b')-(t'+a>-b'-.y)  .  (t"+a"-b»-b")'l 

—  (V  +  d'  —  b'—b')  .'(V-4-a"  —  i"-- 

11         1  11  *  h  1  „    r  J 

f-M-*-     .  <V'_  fj  +  *"J  •  (ï-b!)  -  (M-  b'-  V)  .  (V'+a"-  1 

—  (V  ■+■  a'  — *'  —  *')  .  Ci"4-û"— i"  — ' 

(,'—«';.  (Y'  —  a";  —  (t'—b'  ).  (t"  —  b'')—(i'  —  b').(t"  —  b")  «1 

-t-  Çt'+a'—è'—  b').(t"-£a"+b"-b")  f>Q 

s 
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+  f;1  +  a'  —  ^  —     ,(V  -+-    —    —  j>0* 
Septième  Forme, 

fr-fl  —  a)  .  (  t'-a')  .  (t"  —  f)  +  (t  —  b  )  .  (Y-  b>)  .  f    —  ; 

frli—j).(i~f).(i'—P)+(Ê—*).(i<->jf)m(i'**fl) 

—  (a+a  —b).(t!—bf).(t"—b")—  (a'  +  *'—b').(t  —  b).(t"—b") 
*-(a!*+a"—b").(t  —  b).(S—b')  —  (a+.a  —b  )  ,(S—b')  ,(t"—b"  ) 

Jx*+a;-b> ).(t-b). (t>'~ b")  -  ( cp -t-a"—  * "; . (t - i ; . <y -  f  J 

Conditions* 

t>t» — <y — o»; .  (V — a";  —  r*'—  f .  («" — —  r** — *) .  f<" — <?"  ; 

*' — *'J  .  <Y'_*";-k(Y_*';  .'(Y'-*"/-+-  (t'-bj).(t" -V;. 

—  fa'  —  J.f  t"  —  b")  —  f  a" —  b").(t'—  b'  )\ 
^(a'  +  j—b').(t"—b")  —  (V'H-g"—  f*)0(i-.  VU 
*-(a'  +  a'-b'  ).(t"—'b")  —  (*«-»-*"-.*";.  (Y  — i'  ; 

+  (V .  (Y'-*-?"1- 

(V  +  jx'  — f  ;.(V  — i";  +  (a" -f-a"  — .  (V  — >« 

Ci"  —  a";  —  (-,•—*';.(-«'•  —  *";  —  fi'— *';.(«"— >6 
(t-f).(i'-f)  -  (Y_*';.f,«-*»;  -  f*'-i,M<"-rA>, 
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Huitième  Forme. 
'  C-JB<B  —  A;  C—B>B  —  A;  C-B>B  —  A. 

(I  2  7.)  />  =  /*'/"-  (t—a)  .  (t'—a')  .  (Y'—  a")  -  (t- a)  .  (t'~  a')  .  (t"-a") 
~(t-a).(t'--a').(t''-a;')  +  (t-b).(t'-b'j'.(i"-b") 
+  (  t  —  b  )  .(  t'-b>  ) .(  t"  -  b"  )  +  (  t-b  )  .  (  t' -b'  )  .(  t"  -  b"  ) 
*-(a-*-a—b  ).(t>-b').(t"—b")  —  (a'  +  a'  —     ).(t  —  b)'.(t"—  b") 
*-(a"+a"—b'').(t  —  b).(i'  —  b')  —  (a  +  *—b  ).  (t'—b')  .(Y'-  b") 
-(a'+a]-b>  ).(t-b).  (t"-b")  -  (  a"+  f—  b"  )  .  (t -b  )  .  (t>  -  b>  ) 
T<f  +  «  .(t'-b>).(t»-b<>)  -  (a>+a>-b>  (t-bl.d'.-b') 

~(a"+a"-b")  .(t—b).  (t'-b1)  +(t  +  a—b-b).  (t'+a'-  b'  -  b') .  (t"+  «"-  b"-  S") 

Conditions. 

4-  («• - 1 .  <Y' -  b")  -h  (V-r  f  )  .  (t"  —  b"  j  +(t>-b<)  .( t"  —  W)J 
±(a'  +  a'— b' )  .(t»—b")—(a''+a"— b'>). +  b1  )  .  (t»—'b»)  l 
—(a"-t-o"—  b").(i'  —  b')  —  (aJ-k-a?—bl).  (Y'_  b")—(a"-i-  a"—  '%')•(''—)?){ 
H-  (t'-i-a' —  b' —  b')  ,  (t"-j-a"—b" —  b")     ( r'-f-  a' —  b' —  b')  .  (  t" +a" —b" —  b"  )  J 

(a!+a'—b')  .  (Y'—  b")  +  (a"  +  a"— b" )  ,(t'  —  b')  •» 
—  f  <'      a>  —  b'—b').(t"+a"  —  b"  —  b")  J 

y  C*'+a;—?).(t"  —  b")  +  (a"-i-a"  —  b»).(t>—b')  T 

(  cf+J—v  ).(  t"-v<  )+(  a"+a;< -y>  ).(,<—$;  y 

^(t>+a>-b>-b')  .  (,»+a "-i"-b> b>- V ^"^a"-} 

f  l'-a'J.  Ci"— û";  —  (  t' — b')  .(  t" — b"  )  —  (  t'  —  b'  )  .  (ï'—b"  )  -1 

+  (t>+a'  —  b'  —  b;)  .  (tH-i-a"-  i"—b")  J>9 

(  t'—a')  .(t"—a")  —  (t'—b>)  .  C  <"  —  i";—  (V  —  £  ; .  <V'—  b»)  ■> 

4-  C/'-f-û'  — A'  — A'  ;  .  (t"+a"  —     —  i"  )  J  *? 

k-  M        «         «   '      '  «  «         n    '  i 


>« 


b"-b»)J  w 


V,  - 
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'Remarque  générale. 

(128.)  La  méthode  que  nous  employons  pour  arriver  à 
l'expreflïon  du  degré  de  l'équation  finale  ,  confifte  donc ,  comme 
on  le  voit ,  dans  l'énumération  du  nombre  des  termes  de  l'é- 
quation-produit ,  &  du  plus  grand  nombre  de  termes  qu'on  peut 
faire  difparokre  dans  cette  équation ,  à  l'aide  des  n  —  i  autres 
équations  ;  enforte  que  la  valeur  de  D  augmentée  de  l'unité  eft 
l'expreflion  du  plus  petit  nombre  de  termes  auquel  l'équation- 
produit  puiffe  être  réduite.  Rien  n'y  exprime  fi  tous  ces  termes 
reftans  doivent  être  en  x  pur,  ou  en  y  pur,  ou  en  çpur,.&c. 
ou  en  x  &jy  ,  ou  en  jc  ôc       &c.  ou  en  x ,  y ,  &c. 

Nous  pouvons  donc  delà  tirer  cette  conclufion  générale ,  que 
h  degré  de  l'équation  finale  résultante  d'un  nompre  quelconque 
d'équations  à  pareil  nombre  d'inconnues  ,  eft  le  même  pour  cha- 
cune de  ces  inconnues.  Nous  fuppofons  toujours  ici  la  plus  grande 
généralité  ;  c'eft-à-dire  ,  que  nous  faifons  abftraclion  ae  toute  re- 
lation particulière  entre  les  coëfficiens  des  équations  propoféesf 
f^ous  verrons  dans  le  fécond  Livre  quelles  peuvent  être  lfcs  rela? 
lions  entre  ces  coëfficiens  ,  qui  donneraient  lieu  à  l'abaiflement 
de  l'équation  finale  de  quelques-unes  des  inconnues ,  fans  donne* 
lieu  à  l'abauTement  de  quelques  autres. 

Applications  à  divers  exemples, 

(129.)  Suppofons  d'abord  que ,  des  trois  équations  propofées, 
l'une  foit  feulement  du  premier  degré  :  fuppofons ,  par  exemple, 

a"  =  a"  «  a"  ^  b"       b"  5=  b"  =  f"  =  1. 

•  «  t  m 

Alors  toutes  les  différentes  formes  calculées  (  120  &  fuiv.  )  s'ac^ 
corderont  à  donner 

ôt  les  conditions  relatives  à  chaque  forme  fe  réduifent  toutes  à  la 
feule  condition  V  •+-  2^ ,  laquelle  (83  )  a  nécefTaire- 

ment  lieu. 

,  Comparons  préfèntement  ce  réfultat  avec  celui  qu'on  pourrôit 
attendre  de  la  méthode  d'élimination  fuccefliv*. 

Les 
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•  les  trois  équations  propofées  font 

U*\y*)hf  (*m*  i'>)!>  (y%  ttWtr— o, 
l(*é,y*)9t  {**',  tf)*>  (y-y  iW'~o, 

Si  on  conçoit  que  dans  les  deux  premières  on  fubftitue  la 
'valeur  de  r  donnée  par  la  troifième  ,  avec  un  peu  d'attention 
on  verra  qu  elles  deviendront  de  cette  forme 

f  x*>  y*)*  =  o, 
Or  le  degré  de  l'équation  finale  de  ces  deux  équations  doit 

(62)  être  te—(t*-$).(t—y)  —  (t—b).(t!-y);  w 

excède  donc  le  véritable  degré,  de  la  quantité  (t  —  b).(t!—b'). 

Si  au  lieu  de  fuppofer  a"  =  a"  =  f = b"=  b"=  b"=t"  =  1  , 
nous  avions  fuppofé  a'=a'=  a!  =  b'=  V  «  V  wm  f/—  1  m  nous 

aurions  été  conduits  aux  mêmes  concluions  que  nous  venons 
de  trouver  fur  les  valeurs  de  D ,  Ôc  fur  les  conditions. 

Mais  fi  nous  avions  fuppofé  a  =  a  =  a  =  b  =  b  =  b=  t  =  i. 

nous  aurions  trouvé  toutes  les  formes  s'accorder  à  donner  encore 
la  même  valeur  pour  D  ,  mais  les  conditions  ne  feroient  pas 
généralement  les  mêmes  ;  ce  qui  fait  voir  qu'alors  le  polynôme- 
multiplicateur  ne  peut  pas  avoir  indifféremment  chacune  des  huit 
formes;  mais  (117)  il  y  en  aura  toujours  au  moins  une  qui  lui 
•conviendra» 

(I3  0.)  Suppofons  b  =  b  =  b  =  t  ;   t/  =  V  =  b>  wm  t1  ; 

b"=b"=  Visa  fi  nous  tomberons  dans  les  équations  de  la 

forme  (x*.  . .  3^=0,  avec  les  conditions  mentionnées  (  y  8  )  ; 
c'eft-à-dire,  que  les  inconnues  x , y ,  ^  dans  leurs  combinaifons 
deux  à  deux  ôc  trois  à  trois ,  montent  à  toutes  les  dimenfions 
poffibles  ,  jufqu'à  la  dimenfion  t  de  l'équation  ;  mais  feule  à 
.feule,  elles  ne  peuvent  pafierles  degrés  a,  a.  a. 

N 
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Dans  le  cas  aduel ,  on  trouvera  que  des  huit  formes  expof&s 
(i  20  &  fuiv.),  il  n'y  a  que  la  première  qui  puuTe  avoir  lieu  ;  &  que 
dans  chacune  des  fept  autres,  il  y  a  quelques  conditions  qui  ne 
peuvent  être  fatisfâites.  Cette  première  forme  donnera 

D  =  rrV  -  (t-a).(t  —  d).(f~d*) 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  (  62  ).  Et  les 
conditions  pour  l'exiftence  de  cette  valeur  de  D ,  fe  réduifent  à 
la  feule  condition  fuivante 

_  (V _  a»)  .  (t»-a")  ~  (i'-a>)  .  (Y'- a")  -  </- jfl  .  o,' 

condition  qui  ne  peut  manquer  d'avoir  lieu  dans  le  cas  aûuel ,  où; 
l'on  fuppofe  d  -4-  a!  >  g» ,  a"  -H  a"  >  /" ,  d  d  >  t!  9 
d'+d'X',  &c. 

En  effet  le  cas  ou  la  valeur  de 

eft  la  plus  petite  qu'il  eft  pofïïble,  eft  celui  ou  t! — d  ,^  f —  a"V 
/  —  a',  &c.  ont  les  plus  grandes  valeurs  poffibles  î  c'eft-à-dire ,  le 

cas  où  l'on  a  t—d**d,  f—d'e^d*,  f7  —  d=ç{,  &c.  Or 
dans  ce  cas  la  condition  fe  réduit  à  a/a">  o. 

Il  n'en  feroit  pas  de  môme  fi  quelqu'une  des  conditions 
c'     d  >  t!,  &c.  n'avoit  pas  lieu  ;  alors  on  trouveroit  qu'aucune 

des  huit  formes  ne  peut  avoir  lieu  :  &  cela  eft  tout  jimple ,  puif- 
qu'alors  on  aurait  fauffement  fuppofé  V  =  ^ ,  puifque  d  d 

étant  <  t! ,  par  l'hypothèfe ,  il  ne  feroit  pas  poflTible  que  V  qui 
(  85  )  eft  plus  petit  que  d  -t-  d  fut  =■  t'. 

Si  Ion  demandoit,  par  exemple,  quel  eft  le  degré  de  l'équation 
finale  réfultante  de  trois  équations  de  cette  forme 

axy  -h  b  xi  -h  cy  x  -h  dx  -+-  cy  -+-  /ï  "f-  #  =  °  > 

c'eft-à-dire  ,  de  trois  équations  telles  que 

on  aurait  D  =  8  —  1  —  1  —  1  =  ?  ;  &  la  condition  unique  ci- 
delfus  fe  réduiroit  à  1  —  1  —  1  >  o  ,  ou  1  >  o,  ce  qui  a 
lieu. 
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Mais  on  aurait  tort  de  vouloir  conclure  de  la  même  formule  , 
la  valeur  de  D  pour  trois  équations  de  cette  forme 

c*eû-à-dire,  pour  trois  équations  telles  que 

axyi+ixy  -h  cxi       dyi  +  ex      fy  +  gi  +  h  =  o , 

parce  que  dans  celle-ci  les  combinaifons  des  inconnues  ,  deux  à 
deux  ,  n'atteignent  pas  la  dimenfion  même  de  l'équation. 

Pour  avoir  la  valeur  de  D  pour  ces  équations ,  il  faut  employer 
les  expreflions  générales  des  valeurs  de  D  trouvées  (  1 20  &  fiùv.  )\ 
eu  fuppofànt 

b  mm  M,  +  m  ,  b  =  a  •+■  a  ,  b  =  a  a  ; 
b'  —  a'  -t-a' ,  V  =  a'  +  a'  ,  b1  mm  a'  -H  a*  ,• 
J"  =     +        *"=a"-f-a",  a"-+-  a"; 

on  trouvera  D  =  6. 

Si  pour  trois  équations  telles  que  celles  dont  nous  parlonf 
dans  cet  exemple ,  on  vouloit  employer  le  procédé  de  îa  mé- 
thode d'élimination  fucceflive  ,  en  fubftituant  dans  deux  de  cet 
équations  la  valeur  de  ç ,  par  exemple ,  tirée  de  la  troifième  ;  on 
aurait  d'abord  deux  équations  en  x  &  y ,  de  la  forme  f x\yx)  *  =  o. 
Puis  éliminant  y  à  l'aide  de  ces  deux -ci  ,  on  ferait  conduit 
(  62  )  à  une  équation  du  degré  i5  —  4— 4,  c'eft-à-dire,  du 
degré  8. 

(131.)  Suppofons  b=b  =  tj  b'=b/  =  t/ ;  b"  =  b"=t". 

On  verra  qu'il  n'y  a  que  la  forme  première  (120)  qui  puuTe 
fubfifter  ;  elle  donne 

X>  =  fiV—  (t-~a).(t'  —  a').(t"  —  a")  -  fi—  a)  .  (t1- a')  .  ( ,"- a") 
-  (t-a).(t>-a').(t"-a")  +  (  t-b  ).(' S  -  b>)  .'(*"- b») 
-  (f^a^b)^^b;).(t'>^)^(a'^a'^V),(t^b)^'^b") 
—  (  a" •+-  a"  -  b" ).(  t  —  b )  .  ( t'  —  b' ) 

4c  pour  conditions ,  la  feule  condition  fuivante 

toutes  les  autres  ayant  évidemment  lieu.  Quant  à  celle-ci ,  elle 

N  ij 


ioo     ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

ne  peut  manquer  d'avoir  lieu  non  plus  par  ce  que  nous  avonâ 
dit  (117)- 

Il  eft  poflible  ,  généralement  parlant,  que  cette  condition  ne 
foit  pas  latisfaite  ;  mais  ce  ne  fera  que  quand  les  conditions  né- 
ceflaires  à  l'exiftence  des  équations  propofées  (  83  ),  n'auront 
pas  lieu  ;  par  exemple  ,  fi  Ton  avoit  a  -+-  a  <  b,  a' -H  a!  <^ 

&  ainfi  de  fuite  ;  mais  il  eft  vifible  qu'alors  l'expreflion  de  la 
forme  des  équations  feroit  faune,  6c  réductible  à  une  autre  : 
Voye^  (  101).  Ainfi  la  valeur  de  D  que  nous  venons  de  donner  , 
èlï  l'expreflion  générale  &  unique  du  degré  de  l'équation  finale 
dans  trois  équations  de  cette  forme  C  x" ,  (ya.  zîj»  2 ,t!=  °» 

Suppofons  ,  plus  particulièrement  ,  que  a  =  a  =  b  =  1  ; 
c'  =  fl/  =  y=  1  ;  cl'  —  a"  =  b"—  u  Alors  a  ne  peut  avoir  que 

ces  deux  valeurs  a  =  t,  ou  a  =  t  —  i  ;  de  même  a'—i!  ou 

d  =  t!  —  1,  &  /  =  r"ouû"=f"  —  1 .  Dans  le  premier  cas ,  la 

valeur  de  D  eft  D  =  r-h  S -h    —  2  ;  &  dans  le  fécond  cas 

D  =  t  -\-  t!  -t-  tn  —  3. 

En  effet ,  dans  le  premier  cas,  les  trois  équations  peuvent, 
être  repréfcntées  par 

(x...i)    -h(x..,i)      •y-h(x..,T)  *t=a 

y     ,         t-i       ,  «-1 

(x...t)    +f  •  jr  H-  (  x...  t  J  ^=0 

(x...t)    +f*...lj       7  +  fx...iJ  'ï=s:o. 

Or  il  eft  facile  de  voir  que  fi  on  fubftitue,  dans  la  première,  les 
valeurs  de  y  &  de  1  tirées  des  deux  autres ,  on  aura  en  x  une 
éqaation  cm  degré  f+f'  +  i" —  2.  Mais  on  ne  verroit  pas  auflî 
facilement  qu'il  doit  en  être  de  même  de  l'équation  eny,  ôc  de 
l'équation  en  ç  :  au  lieu  que  l'efprit  de  la  méthode  par  laquelle 
nous  arrivons  à  la  valeur  générale  de  D  ,  fait  voir  que  le  degré 
de  l'équation  finale  eft  toujours  le  même  pour  chacune  des  trois 
inconnues ,  du  moins  abftra£lion  faite  de  toute  relation  particulière 
entre  les  coefficiens. 

(I  3  2*  )  Suppofons  que  des  trois  inconnues  x ,y ,     il  n'entre 
dans  la  première  équation  que  les  deux  x  ôty  : 
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Que  dans  la  féconde  ,  il  n'entre  que  les  deux  inconnues 
fe  &  ç  : 

Et  que  dans  la  troifième ,  il  n'entre  que  les  deux  inconnues 

y  &  * 

On  aura  a  =  o,  fl*n=o,  a"  «  b. 

De-là  il  fuit  que  b  =  a,  b  —  a  ,  ^=f,^  =  a',  1/  mm  f  $ 

t>'=a',  V'=*a"9"b"=za!',  V»  .  r". 

Si  on  fubftitue  ces  différentes  valeurs  dans  chacune  des  formes 
de  la  valeur  de  D  données  (  lao&fuiv.  ),  on  trouvera  qu'elles 
S'accordent  toutes  à  donner 

I>='t't'r-  t.(t'~ a')  .  (  t»- a»)-t>. (t-a).  (t" -a")  -  t".(i -  a) . (t'-a') 

èc  les  conditions  relatives  à  chacune  de  ces  valeurs  égales  déter- 
mineront dans  quelle  forme  doit  être  pris  le  polynome-multiplw 
cateur. 

Pour  terminer  ce  qu'if  y  a  à  dire  fur  les  équations  analoeues  à 
celles  que  nous  avons  confidérées  jufqu'ici,  nous  allons  donner 
une  idée  de  la  manière  de  déterminer  le  nombre  des  termes  des 
polynômes  de  cette  efpèce  ,  recherche  à  laquelle  nous  avons  ré- 
duit celle  du  degré  de  l'équation  finale. 

Conf dérations  générales  fur  le  degré  de  V Equation  finale  , 
dans  les  autres  équations  incomplettes  analogues  à  celles 
que  nous  avons  traitées  ju/qu'ici. 

(1330  Après  tout  ce  que  nous venons  dé  dire ,  on  voit, 
fans  doute  ,  que  ce  que  nous  entendons  par  équations  analogues 
à  celles  dont  il  a  été  queftion  jufqu'ici ,  ce  font  celles  où  fur  un 
nombre  quelconque  n  d'inconnues  ,  il  y  en  a  un  nombre  n'  telles 
i.°  Que  chacune  de  ces  n*  inconnues  ne  paffe  pas  un  certain  degré 
donné ,  différent  ou  le  même  pour  chacune  :  2°  Que  ces  mêmes 
inconnues  ne  peuvent  ,  dans  leurs  combinaifons  deux  à  deux  , 
s'élever  au-delà  de  certaines  ditnenfions  :  3.0  Que  dans  leurs 
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combinaifons  trois  à  trois ,  elles  ne  peuvent  s'élever  au-delà  de 
certaines  dimenfions  données  :  4.0  Que  dans  leurs  combinaifons 
quatre  à  quatre  ,  elles  ne  peuvent  s'élever  au-delà  de  certaines 
dimenfions  données  ;  6c  ainfi  de  fuite ,  jufqu'aux  combinaifons 
ri  an':  j.°  Et  qu'enfin  les  autres  inconnues  au  nombre  de  n  —  n'9 
peuvent  tant  entr'elles  qu'avec  les  ri  inconnues ,  fe  trouver  à  toutes 
les  dimenfions  poflibles  jufqu'à  la  plus  haute  dimenfion  de  l'é- 
quation. 

(  I  34«)  Nous  entendrons  ,  par  polynômes  ou  équations  de 
même  forme  ,  ceux  dont  la  compofition  eft  analogue ,  comme  l'eft 
celle  des  équations  que  nous  venons  de  décrire  ;  &  par  polynômes 
ou  équations  de  même  nature ,  ceux  dont  l'expreflion  du  nombre 
des  termes  eft  de  même  forme ,  c'eft*à-dire  ,  eft  compofée  de  la 
même  manière. 

Par  exemple  ,  à  l'occafion  des  équations  traitées  (  82  ),  nous 
avons  vu  que  l'expreflion  du  nombre  des  termes  du  polynôme- 
multiplicateur  eft  fufceptible  de  huit  formes  différentes  ,  le 
polynôme  ayant  toujours  la  forme 

Si  on  conçoit  en  même  temps  un  autre  polynôme 

ce  polynôme  eft  de  même  forme  que  l'autre  5  mais  il  peut  être 
de  même  nature  ,  ou  de  nature  différente  :  il  fera  de  même  na- 
ture ,  fi  les  relations  entre  fes  différens  expofans ,  étant  les  mêmes 
que  celles  des  différens  expofans  du  premier,  permettent ,  pour 
avoir  l'expreflion  du  nombre  de  fes  termes ,  a'employer  la  même 
formule  qui  fert  à  trouver  le  nombre  des  termes  du  premier  :  il 
fera ,  au  contraire  ,  de  nature  différente  ,  fi  pour  avoir  le  nombre 
des  termes  de  l'un ,  on  eft  obligé  d'employer  une  formule  diffé- 
rente de  celle  qui  peut  donner  le  nombre  des  termes  de  l'autre. 

(135.)  De  même  que  nous  avons  vu  (  84  6c  fuiv.  )  que  l'ex- 
preflion du  nombre  des  termes  du  polynôme 

af"A,*VB,  (*A,yA)B'>  (*A,  yAjne,  iA--.n)T 

&oit  fufceptible  de  huit  formes  différentes,  6c  qu'il  en  réfultoit, 
j)Our  la  valeur  de  D  ou  de  l'expreflion  du  degré  de  l'équation 
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finale  ,  huit  formes  différentes;  de  même  en  général  ,  pouf 
toutes  les  autres  équations  dont  nous  venons  (133)  de  décrire  la 
compofition  ,  D  aura  autant  d'expreflions  différentes ,  que  pourra 
en  avoir  l'expreffion  du  nombre  des  termes  d'un  polynôme  de 
même  forme. 

(136.)  Ên  général  on  concevra  toujours,  à  l'inftaf  de  ce  que 
nous  avons  fait  jufqu'ici ,  l'une  des  équations  multipliée  par  un 
polynôme  de  même  forme  :  le  produit  ou  l'équation-produit  qui 
en  réfultera  ,  fera  toujours  dans  ces  fortes  d'équations  ,  de 
même  forme  ;  &  par  les  mêmes  raifonnemens  que  nous  avons 
employés  jufqu'ici  ,  &  appliqués  mot-à-mot  ,  on  verra  de 
même  que  l'expreffion  du  nombre  des  termes  reftans,  tant  dans* 
le  polynôme-multiplicateur  que  dans  l'équation-produit  ,  après 
qu'on  en  aura  fait  difparoître  le  plus  grand  nombre  de  termes  qu'il 
eft  poffible  d'en  faire  difparoître  à  1  aide  des  n  —  1  autres  équa- 
tions ,  fans  en  introduire  de  nouveaux  ,  fera  toujours  une  diffé- 
rentielle exaûe  de  l'ordre  n  —  1  ;  ôc  qu'enfin  la  valeur  de  D 
qui  en  réfultera  ,  fera  une  différentielle  exacte  de  l'ordre  n  } 
laquelle ,  par  conféquent ,  ne  renfermera  plus  aucun  des  expofàns* 
du  polynôme-multiplicateur ,  mais  fera  une  fonction  des  différent 
expofàns  des  équations  données. 

(  I  3  7«  )  On  voit  donc  que  la  queftion  de  trouver  la  valeur 
de  D  dans  toutes  ces  équations ,  eft  réduite  actuellement  à 
trouver  l'exprefïion  du  nombre  des  termes  d'un  polynôme  quel- 
conque de  la  forme  de  ceux  dont  il  s'agit  ici.  Il  ne  s'agira 
plus  que  de  la  différencier  de  la  manière  que  nous  avons  aflez 
expofée  jufqu'ici. 

(  I  38*)  Mais  comme  toutes  les  différentes  valeurs  de  D  qui 
réfulteront  des  différentes  expreflions  que  l'on  trouvera  pour  le 
nombre  des  termes  du  polynôme-multiplicateur  ,  ne  feront  pas 
toutes  également  admiflibles  dans  tous  les  cas  :  on  voit,  par  ce  qui  a 
été  dit  (  1 1 7  )  que  pour  avoir  les  fymptomes  qui  détermineront  la 
légitimité  de  l'admiflion  de  l'une  quelconque  de  ces  valeurs ,  il 
faudra ,  dans  chaque  valeur  de  D,  prendre  la  fommedes  termes  qui 
multiplient  un  même  expofant  de  l'une  quelconque  des  équations, 
&  examiner  Ci  elle  eft  plus  grande  que  zéro  ,  c'eft-à-dire  ,  pofi- 
tive  :  fi  cet  examen  fait,  par  rapport  à  chacun  des  expofàns  de 
la  même  équation  ,  donne  tous  réfultats  pofitifs  ,  la  valeur  fera 


v  Digitized  by  Google 


ta*     ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

admiflible,  lorfquelle  foutiendra  cette  même  épreuve  à  l 'égare! 
de  toutes  les  équations  ;  dans  le  cas  au  contraire ,  où  l'on  ren- 
contrera un  feul  réfultat  négatif,  la  valeur  de  D  ne  peut  conve- 
nir :  néanmoins  il  s'en  trouvera  toujours  au  moins  une  qui 
loutiendra  cet  examen  :  &  dans  le  cas  où  il  s'en  trouvera  plu- 
sieurs ,  elles  feront  égales. 

(  I  3  9  -  )  La  fimilitude  de  ce  qu'il  y  a  à  faire  actuellement  , 
avec  ce  que  nous  fait  jufqu'ici ,  nous  difpenferoit  donc  de  pour- 
fuivre  davantage  cette  branche  d'équations  incomplettes.  Mais 
nous  ne  devons  pas  la  quitter  avant  que  d'avoir  du  moins  donné 
une  idée  des  différentes  formes  des  termes  que  l'on  rencontrera  à 
fommer  dans  la  recherche  du  nombre  des  termes  des  polynômes 
de  cette  clafle ,  ôc  de  la  manière  de  les  fommer.  D'ailleurs  nous 
devons  auffi  acquitter  la  promeffe  que  nous  avons  faite  (  6j  )  de 
donner  la  valeur  du  degré  de  l'équation  finale  dans  toutes  les 
équations  de  la  forme  (ua . . .  n)'  =  o,  les  expofans  <z,a,<z,  &c. 

n'étant  aflujettis  à  aucune  condition  que  celle  de  a  -H  a  -h  a 

H-  as  &c.  >/,  en  comprenant  tous  les  expofans  a,  a, 

condition  fans  laquelle  l'équation  ne  peut  exifter. 

Nous  allons  commencer  par  cette  recherche. 

Problème  XXIII. 

-  • 

(  I  4  O.  )  On  demande  la  valeur  de  N  (u  \  .  .  n  ) T  ,  Us  expofans 
A,A,A,&c.  étant  quelconques. 

Cette  valeur  eft  très-facile  à  déduire  de  ce  que  nous  avons  dit 
(41);  mais  il  ne  fera  pas  inutile  de  la  rechercher  ici  par  la  mé- 
thode que  nous  avons  déjà  employée ,  &  que  nous  emploirons 
toujours  dorénavant  pour  ces  fortes  de  recherches. 

Suppofbns  d'abord  qu'il  n'y  ait  qu'un  feul  expofant  A  ;  c'eft- 
à-dire,  que  toutes  les  autres  inconnues  montent  au  degré  T. 

Concevons  le  polynôme  ordonné  par  rapport  à  la  lettre  à 
laquelle  cet  expofant  appartient,  par  rapport  à  u  ,  &  nommons  s 
l'expofant  de  u ,  dans  un  terme  quelconque.  Chaque  terme  fera 
'fie  la  forme  u1  (x ...  n —  1  )T" ,  depuis  s  —  o ,  jufqu'à  s-*=A. 

Il 
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Il  faut  donc  fommer  N  fx .  ».n  —  1  )  T~',  depuis  s  =  o  ,  jufqu'à 
îsc^.  Or  cette  fomme  eft  Nfu...n)T  —  N (u...n)  T-A-*9 

(  1 4 1 .  )  Suppofons  actuellement  que  n  —  2  inconnues  feule- 
ment ,  montent  au  degré  T\  &  que  les  deux  autres  u  Ôc  x ,  ne 
paffent  pas  les  degrés  A6lA  refpecHvement. 

Je  conçois  le  polynôme  fuA ,  xA  ,y  ,  \. .  ,n)r  ordonné  par 
rapport  àjc;  chaque  terme  fera  de  la  forme  x'(uAyy,^. . .  n  —  \)T~* 
depuis       o,  jufqu'à  s  «  A ,  ou  jufqu'à  s     A  —  T ,  felon  que 

<  r —    ,  ou  A  >  T —  A  ;  U  fe  préfente  donc  deux  cas, 

S  « 

Premier  Cas, 

A<  T—  A,  ou  A  +  A<  T. 

Dans  ce  cas,  la  forme  x'fu-4,  y9  .  n — i)T-'  aura  Heu 
dans  toute  l'étendue  du  polynôme  :  il  n'eft  donc  queftion  que  de 
fommer  N  (uA,yf  ^ . .  .n  —  \)  r~*  depuis  fao,  jufqu'à  s  =A. 

Or  nous  venons  de  voir  que  N(uA,  y ,  .  .n  —  1  )T~* 
=  2V/k  . . .  n  —  1  )T—  —  N(u ...  n  —  1  )  t-a-.-î  sommant 
donc  cette  quantité  ,  on  aura,  pour  le  cas  de  A<T — At 

»»'  »/»  Î««*J    =N(ut..n)  —N(u...n) 
T—A—i  T—  A— A — * 

Second  Cas. 

A>  T—A,  ou  ^-*-^>T. 

•  < 

Dans  ce  cas,  la  forme  x*(uAl9y%  \.  ^n—\) T"  n'aura  Keu 
que  depuis  s  =  o  ,  jufqu'à  j  =  T —  A  ;  pafTé  j  =  T —  ^  , 
elle  ferax'  (u,y,  i^T~'ou  x'(u...n — i^7*-'  jufqu  a.*==/f. 

Nous  avons  donc  à  fommer  i.°  N(uA9  y,  \. .  ,n —  1  )T~* 
depuis  s  =  o ,  jufqu'à  j  =  T  —  ^  ;  2.0  N ( u  . . .  n  —  \)  r~* 

(depuis  s  ==  T—  ^  exclufivement  ,  jufqu'à  s  =  A.  Donq 

o' 
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on  trouvera  pour  le  cas  de  A  -+-  A  >  T, 

a      A         T  T  T-A-x      „,  T-A-i 

N(u    ,  x  -...n)     =N(u...n)   -N(u...n)  -N(u...n)      •  • 

(142.)  Suopofons  que  n  —  3  inconnues  feulement ,  montent 
au  degré  T,  &  que  les  trois  autres  ne  panent  pas  les  degrés 
A,A,<4  refpecBvement. 

Je  conçois  le  polynôme  (uA,  xA,yA,\. ..  n)  T  ordonné  par 
rapport  à  y  ;  chaque  terme  fera  de  la  formey  (uA,  xA,  \. .  ./i—  v)T- 
depuis  i  =  o,  jufqu  a  s  =  A ,  ou  jufqu'à  s  +  A  =  T ,  ou  juf- 
qu'à  s  -4-  A  =  T;  ceft-à-dire  ,  jufqu'à  s  égale  à  la  plus  petite,  des 
trois  quantités  A  ;        A  ;  T —  A. 

Il  fe  préfente  donc  les  fix  cas  fuivans 


A  <  T—  A  <.  T-A 

/r  / 

<?<  T-A<T~A 
T-  A  <A  <  T-A 


T—A<  T—  A  < 

r  —         <  r— ^ 


Premier  Cas. 
'A<T-A<T-A. 

Dans  ce  cas  la  forme  y*(uA  yxA.  ..n—  i)T—  aura  lieu 
dans  toute  l'étendue  du  polynôme  :  on  a  donc  à  fommer 
N(uA,  xA . . .  n  —  \)  T~"  depuis  s  =  o ,  jufqu'â  s*=>  A. 

Or  (  141  ) N ( uA y  xA.„n  —  i)T^=*N(u*..n—i)T— 
~~N(u„.  n — 1 JT~A~*~ 1  —Nfa^t— iJfr-4*-t+N(u,.jt—i)T**t-%, 

fi  A  +  A<T—Si 
&  N(uA,  x*...n  —  iJT—  =  N(  u  .  .  .  *  —  i;r— 
-~N(u  .  ..n —  \)  t—a—'—i     at^m  ...  «  -  ï)^f^T%  , 

Ç\  a    ^  >r—  j. 

Or  comme  la  valeur  finale  de  j  eft  A ,  le  cas  aauel  fe  fub- 

M 

divife  donc  en  deux  autres ,  favoir 

A      A<  T~A;  A+A>  T—  A. 
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Et  comme  la  première  valeur  desefto,  il  peut  arriver  auflï 
deux  autres  cas  i  ravoir  A-¥A<zTi  &  A  -+-  A>T,  dont  le 

fécond  ne  pouvant  avoir  lieu  avec  le  premier  des  deux  autres ,  il 
il  en  réfulte  feulement  les  trois  cas  fuivans 

A      A  <T;  A  -h  A  <  T  —  A  ; 

A  ■+■  A  <  r,  4  +  a>  r  —  A; 

A+A>TiA+A>  T  —  A. 

Bans  le  premier  cas ,  on  aura  à  fommer  feulement  la  première 
exprefïion  depuis  s  =  o ,  jufqu  a  s  — A. 

Dans  le  fécond  cas,  on  aura  àfommer  i.°  la  première  exprelfion 
depuis  s  =  o  ,  jufqu'à  s  =  T —  A~-A\  2/  la  féconde ,  depuis 

5  =  T—  A  —  A  y  exclufivement  jufqu'à  s  =  A. 

Dans  le  troifième  cas ,  on  aura  à  fommer  la  féconde  expreffion 
feule  ,  depuis  5  =  0,  jufqu  a  s  =  A. 

Donc  fi  A  -f-  A  <  T;  A  -t-  A  <  T —  A,  on  aura 

.  A     A    A  T     ,„  T  T— -4— 1  i  T— f 

»!•••«.)  s=N(u...n)   —N(a...n)  —  W(u...n)  > 

T—  A  —  i        .         t—A  —  a  —  x      .  ,  ;  -  ;  -  •;  -  » 

T—A—A—t        ,  — —    — J 

H-^C«...n;       '     «      —  N(u,..n)  >      »  • 

Si  A-+-  A-K.T  ;  A-¥-  A>  T —  y/ .  on  aura 


A     A     A  T  T  T  A—\ 

T—A  —  I       .  „  T— —       l  T—  >4  — >l  —  « 

r—  ><— 

Si  A-¥-A>T;  A-hA>  T—A,  on  aura 


>•     >l     A  T  T  ■  - 

'li(u.  x...n)  =N(u.,.n)   -~N(u...n)  —N(u...n) 

Oij 
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Second  Cas. 

A  <  T  —  A  <  T  —  A. 

Comme  ce  fécond  cas  ne  diffère  du  premier  que  par  le  change- 
ment de  A  en  A  &  réciproquement ,  &  que  ce  changement  n  en 

apporte  aucun  à  l'expreffion  du  nombre  des  termes ,  ce  cas  ne 
fournit  rien  de  nouveau, 

Troifième  Cas. 
T- A<A<T  —  A. 

Dans  ce  cas  ,  la  forme  y'  (uA  yxA  r\..  ,n)Tmmt  n'aura  lient 
que  jufqu'à  s  =  T  —  A  ;  paffé  s  =  T  —  A  ,    elle  fera 

y*  (uA . .  .  n  —  iJT~'>  jufqu  a  s  =  A.  On  aura  donc  à fommer 

i.°  N(uAi  xA  ,i...n  —  iJT-'  depuis  5=0,  jufqu'à  s=T~—jf; 

*.°  N(uA.. .  n—  i)T—  ,  depuis  s  »  T—  A  exclufivemeat  r 

jufqu'à  s  =  A.  Or  on  a 

_  A     A  T—w         ,  7*—»  r-^-i-» 

N(u   (*',|<,.H'>tJ        =  A^fu. . .  n  —1  ^        —  JV(u...n—  ij 

—  W(u...n—i)      '        H-JVfo...*— 0  '  * 

A^C«   ,  *  -  ,f**.«—  1;    ~  =  JV(u...n—  t)  JvY«..,n—  «J 

—  JV(«...n— 1  ;     »  > 
R  A-h  A>  *; 

&  A^r«><...»-i;T"'=jvr«...n-i;:r~,-A'r«..."-i/-'<~'"ï' 

Or  comme  j  a  pour  première  valeur  zéro ,  il  peut  arriver  que 
A  -h  A  <  f ,  &  que  A      ^  >  T. 

Dans  le  premier  cas  ,  on  aura  à  fommer  1 .°  la  première  ex- 
preffion  depuis  s  =*  o  ,  jufqu'à  j=  T—A  —  A. 

a,°  La  féconde  depuis  s  =  T  —  A  —  A  exclufivement  j 


» 
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jufqu'à  s=>  T —  Ai  3.0  k  troifième  depuis  s  =  T —  A  exclufi- 
vement ,  jufqu'à  s  =  A. 

Dans  le  fécond  cas ,  on  aura  à  fommer  i'.°  ta  féconde  cxpreffion 
depuis  s  s=a  o ,  jufqu'à  s  —  T  -~  A  ,  Ôc  la  troifième  depuis 

*=  T —  A  exclufivement ,  >ufqu'à  s  =  A. 

Donc  fi  A  H-  A  <  Tj  on  aura 

» 

A      A      A  T  T  T    A—t~  T—A-kt 

•  r— >i—>»— i  r— /i— /f— x . 

—  N(u...n)       »       +tf(u...n)  •       +  ff(u...n)  «  1 

&fi^4-^>rr  on  aura 

A      A     A  T  T  T—  A  I 

AYk   1  {•••"j   —  N(il..tn)  —N(u...n) 

T—A—t       .    •  T—A--1  T—A—A  —  -K 

Quatrième  Cas, 

T  —  A  <  T—  A  <A. 

Dans  ce  cas ,  la  forme  y'fuA,  ,  % . , .  n  —  i) naur£ 
lieu  que  depuis  s  —  o  ,  jufqu'à  s—T —  A* 

PalTé  s=T*-A,  elle  fer*  ./'f***  *>  i;2""" 

jufqu'à  *  =  T  —  ^. 

Paffé  *  =  T—  y*,  elle  fera  ;Ytt)*)î  —  fl-  \)T"  ou 
•  (fjfr«  . .  n  —  1  )  T~t  jufqu'à  s  =  A. 

On  aura  donc  à  fommer  i.°  N(uA9  odAf  . .  n  —  \)T-' 
depuis       o ,  jufqu'à*  =  T —  A;  2.0  N(uA,  ..n—iJT~' 

depuis  s  =a  T  —  A  exclufivement  ,  jufqu'à  s  =  T  —  A  y 

3.0  N(u. . .  »—  i  J  r~'  depuis  j  =  T — A  exclufivement ,  jiiA 
qu'à  s  «=  ^. 

»•     •  « 
Or  on  a 

...  T— >4— #  — 1  ,   „,  ( T—A—A—i  —  i 

fi  A  +  A  <,  T—  s, 
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KuAtxAtV..n-x)T-'=N(u...n-0T"-M(u...u-i)T-Am"-$ 

T— >«—«—» 

—  N(u...n  —  \)       >  > 

fi  A     A  >  r~ s, 

&  N(u...n  —  t)         =  JVf«  . . .«  —  i; 

I 

Donc,  comme  s  doit  avoir  zéro,  pour  première  valeur  ,  il 
peut  arriver  deux  cas ,  fcavoir  A  -h  A  <  T,  &  A  -+•  A>T. 

Dans  le  premier  cas ,  on  aura  à  fommer  i.°  la  première  ex- 
preffion  depuis  s  =  o ,  jufqu'à  s  —  T—  A  —  A  ;  2.0  la  féconde 

expreflion  ,  depuis  5  =  T  —  ^  —  A  exclufivement  ,  jufqu  a 

s  =T  —  As  3.0  la  troifième  depuis  s  =  T —  A  exclufivement- 

jufqu'à  j=T — Ai  $.°  la  quatrième  depuis  s  =  T—-A  ex^ 
clufivemenp ,  julqu'à  s  —  A, 

Dans  le  fécond  cas ,  on  aura  à  fommer  1 .°  la  féconde  expreflion 
'depuis  isso,  jufqu  a  s  =>  T  —  A  i  2.0  la  troifième  depuis 

»s  =  T—  A  exclufivement,  jufqu  a  s  ■=  T—A;  3.0  la  quatrième 

idepuis  s  s=  T —  A  exclufivement ,  jufqu'à  s==Am 

Ponc  fi  A     A  <  T,  on  aura 

W(uA,  xAyyAyi...n)T=  N(u...n)T—  N(u,..n)T 

T-A-i       .  ^  T-y4-i  ,  T— /!  — — 

M-N(u...n)      '      ~N(u...n)      »     -t-JV  (u...n)  »  t 

fc,  fi  A       A  ">  T,  on  aura 

T  —  A~  1  T—  -<4  —  1 
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Cinquième  Cas. 

T—  A  <  A  <  T—  A. 

Comme  ce  cas  ne  diffère  du  troifième,  que  par  le  changement 
<fe  A  en  A  ,  &  réciproquement ,  on  fera  ce  changement  dans 

Texpreflion  du  nombre  des  termes  propre  au  troifième  cas. 

Sixième  Cas. 

T—  A  <  T—  A  <  A. 

Comme  ce  cas  ne  diffère  du  quatrième,  que  par  le  changement' 
de  A  en  A  ,  ôc  réciproquement ,  &  que  ce  changement  n'en 

produit  aucun  dans  l'expreiïion  du  nombre  des  termes  propre  au 
quatrième  cas  ,  il  s'enfuit  que  ce  fixième  cas  n'offre  rien  de 
nouveau, 

(  1 4  3  •  )  Raffemblons  maintenant  tous  les  différens  cas  ,  & 
les  valeurs  correfpondanr.es  du  nombre  des  termes }  &  nous  ver-' 
rons  que  le  tout  fe  réduit  aux  cas  &  aux  expreffions  fuivantes* 

i.»  A  +  A+A  <T,  A +A<T;  A  +  A<T,<  A+A<T. 

T-A-l      .  ,  T-A-A-i       .  ,  T-A-A-* 

—  N(u...n)      »      -t-N(u.,.n)  '       -+-N(u...n)  « 

_/  T—A-A—x  T—  A  — A  — A  — J 

A+A+A>Ti  A  +  A<Ti  A  +  A<T;  A  +  A  <T. 

A     A      A  T  T  T  —  A  —~  T 

N(u    ,x  •  ,  y  "  ,f  ..  .n)    =s]Ç(u.,.n)     — N(u,,.n) 

\,  ,  T-A-i  ,  T-A-l  .  T~A-A—i 

9*V(u,,,n)        '       —N(u...n)        •>       +  N(u...n)  ' 

■  T—A  —  A—i  T—A—A  —  i 

}.°  A  +  A  +  A>T{  A+A>T,  A  +  A<T;  A  +  A  <  T. 
i*  '  »y»f.».lO    s»JVf»-.»»j    —  N(u...n)    "       —  N(u,..n)  1 
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4.°  A-t-A  +  A>T{  A  +  A<  T;  A  +  A<T;  A+A>  T, 


T—A—i  T—A— A—*  T—A—A—t 

m~N(u...n)       -       +N(u...n)  '       +N(u...n)  «  • 

5.^  +  ^  +  ^>r;  A+A<Ti  A-hA>T;  A  +  A<T. 

A      A      A  T  jT  fa  ^  _  i  ^tf — ■  f 

—  JV(u...n;       «      +AT(u,..n)  +N(u...n)       •     <•  • 

<.°  A  +  A+A\>Ti  A  +  A>T;  A  +  A>T{  A  +  A<T. 

ff(u   9X'ty,lf*)   mM[U:m9)   —N(v...n)  —  N(u...n)  • 

T—A—  l         s  T—A  —  A  —  t. 

~-N(u...n)       "      +N(u...n)       >      »  > 

7/  A  +  A+A>T;  A  +  A>Ti  A  +  A<Ti  A  +  A>T. 

A      A    A  T  T  T—A—  i  T— yf^l 

JlVCa    ,*',>"  »I---n^   =-N(u**>n)   —N(u...n)  —N(u...n)  ' 

T—A—i  T^A—  A—l 

8/  A+A  +  A>Ti  A+A<Ti  A  +  A>TS  A  +  A>T. 

M"   »*  '  ,y'*l->")   —N(u,..n)   —N(u...n)  —N(utp.n) 

T—  A  —  t  T — A  —  A  —  x 

r-N(u...n)       "       +N(u..,n)  '  • 

9?  A  +  A  +  A>T;  A  +  A>Ti  A  +  A>Ti  *  + 

m  ,  A      A      A  T  T  .  T—A—% 

AT"  t  *   »  y  "il  •     n)    =zN(u»..n)  —N(u...n) 

T—A  —  l  T—A  —  ï 

—  N(u,..n)  ,-N(u..,n)       "  * 

(144.)  D'après çes  exemples  il  eft  trop  facile  de  voir  com- 
ment ,  par  la  même  méthode  ,  on  peut  déduire  la  valeur  de 
J$(uA  ...nJT9  pour  quatre ,  cinq  ,  &c.  expofans  différens ,  êc 
pour  tous  les  différens  cas  qui  peuvent  fe  préfenter,  pour  que  nous 
croyions  devoir  pouffer  plus  loin  ces  calculs  ,  dans  lefquels 
on  n'aura  jamais  à  fommer  d'autres  quantités  que  de  la  forme 
W{u...n — \Jp-\  Mats  nous  pouvons  faire  remarquer  com- 
ment on  peut  facilement  ,  de  ce  qui  précède  ,  conclure  pour 
quelque  cas  que  ce  foit,  la  valeur  de  2v  (uA . . .  n)T,  Voici  la 
*  règle 
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règle  que  l'infpe&ion  des  expreflions  précédentes  fournit ,  &  que 
\on  peut  d'ailleurs  confirmer  parplufteurs  raifonnemens  a£tuek 
lemene  très  -  faciles. 

(  r  4  ?  •  )  Ori  combinera  par  addition  ,  tous  les  expofans 
A  A  A  A,  ôtc.  deux  à  deux ,  trois  à  trois ,  quatre  à  quatre  , 

&c.  &  on  en  comparera  les  réfultats  avec  T,  par  les  fignes  > 
&  <.  Toute  combinaifon  avec  le  figne  >  devant  T  ,  n'entrera 
point  dans  l'expreffion  de  la  valeur  du  nombre  de  termes  cherché  : 
ce  fera  le  contraire  pour  toute  combinaifon  avec  le  figne  <C  de- 
vant T  ;  6c  alors  cette  combinaifon  augmentée  d'autant  d'u- 
nités qu'il  y  entre  de  quantités  A  A  A ,  &c.  Ôc  retranchée 

de  T ,  donnera  l'expofant  de Nf u...n)  dans  le  terme  qu'elle 
doit  .fournir  à  l'expreflîon  générale.  Le  figne  de  ce  terme  fera  -t- 
'cru  —  félon  que  le  nombre  des  quantités  A,  A>  ôcc.  qui  entrent 

dans  fon  expofant ,  fera  pair  ou  impair. 

Par  exemple  ,  fuppofons  qu'on  demande  la  valeur  de 

Nf iLAy  xA ,  y  A ,     ,  u' . . .  n  )T ,  dans  le  cas  de  A-h  A  <  T  ; 

A+-  A<T  i  A~t-A<T  ;  A  +  A<T;  A  +  A<Tj 

A+A<T;   A  -h  A  -t-  A<T  ;  A  -f-  A  +  A  <  Ti 

A+A+A>T;  A  +  A  +  A>Ti  A  +  A  +  A  +  A>T> 

il  ut  tu  4ii         "  •  n  m 

on  trouvera 

A      A      A     A  T  T  T  1  '  jf  j 

N(u   ,  *  '  ,  y  >  ,  i  »,  u'.  ..  n)     =JVCu...n;  —N(u...n) 

C,  T—A  —  A—i  T—A  —  A  —  x  T-A-A-i 

«+■  N(  u..,n)  '       +N(u..,n)  «       +N(u...n)  " 

T-A—A—i  T—A  —  A—i  T—A—A— 

+  N(u..,n)       •      «       +N(u...n)       >     >•>      +Nf«..jij       «  mi 

T-A-A-A-l  T-A-A-A-l 
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Détermination  générale  de  la  valeur  du  degré'  de  F  équation 
finale  dans  quelque  cas  que  ce  foit  des  équations 
de  la  forme  (  ua , . . .  n  )l  =  o, 

(  1 4  6.  )  Puifque  d'après  tout  ce  qui  a  été  dit  jufqu'ici ,  il  n'eft 
plus  queftion  que  de  différencier  N(uA  +  *.  .  .  wjT+',  ou 
ftmplement  N  (uA.. .  n)T,  en  faifant  varier  fuccefïïvement  T 
de  r,  f7,  r",&c.  A  de  a,  a',  a" ,  &c.  ^  de  a,  a',  û",  &c.  & 

ainfi  de  fuite  ;  rien  n'eft  donc  plus  facile  que  de  calculer  toutes 
les  différentes  valeurs  de  D  qui  peuvent  donner  le  degré  de  l'é- 
quation finale  dans  les  équations  dont  il  s'agit ,  &  les  conditions 
qui  rendront  admiffibles  ces  valeurs  de  D. 

C'eft  ainfi  qu'on  trouvera  donc  facilement  que  pour  trois  équa-r 
tions  &  trois  inconnues ,  on  aura 

Première  Forme. 

A  +  A+A<T;  A  +  A<T;  A  +  A<T;  A+A<T. 
2>  =  rx'i"_  (,~.a).(t'-a')  .  (t"-a»)  —  (  t—a).  (  t'  —  a'  ).(  t" — a") 

Conditions, 

t>t"-(t'-.a') .  (  i»  -a»;  -  (  t'-  b'j  .  r  t"  -      r«r-  *')  •  («"r  î">  1 

-t-<Y— a'  —  a').  (  <"  — a"  —  a»;  +.  (  j  —  a'  —  a'  j.  (P  —  d>—f)  \  >° 
4-  r  «'  -  f»  -4»  ;  .  T  I  "  -  f  "  -  a  "  )  -  (    -a'  -  a    a<  )  .  (t"  -  a»  -  a»  -a")  ) 

fi»-  a';  .  (t"~a")  -  (V-a'-  a'; .  (V-  •  ('"-«"-«"Jl 

ifi'—  ?«; .  o" - ?";  -  r*'-      •  r*"- f)  -  f«'- «*—  •  r«M— # 

'  +<v-a'-a'-a/;.(VW'_a''-a'';J 
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Seconde  Forme. 

rA+A  +  J4>T{  A  +  A<T(  A+A<T;  A  +  A<T. 

2>  =  tt't"  —  (t  —  a)  .  (t>  —a';  .  (V'  — a"j  —  (  t—  a )  .  (V  —  a')  .  (V'  —  a*; 
(t—a)  .  C    —  a'j.(V'  —  a";  -h  (r  —a  —  a)  .  (  t'  —  a'  —  a'  )  .  (t"—a"—a"  ) 

Conditions* 

«V  -  <v  -  a»; .  r ,»  -  a"j  -  (  a';  .  C  t"  -  a"  ;  -  Y/'  -  a'  ; .  (  t"  -  a";)  •  1 
t+-  r     -a'  -  a')  .  <V'--a"-a";  -f-  (V  —  â«  -  a';  .  (V'- a"  -  a"A  >  | 

<V-  a*;  .  (Y'  -  a")  -  Ci'-  a'  -a»  ; .  <V'  -a"-  a»;  -  (V  —  a'-a' ; .  C  *»_  a"-  a"  ;  >  f 

Troijième  Forme* 

A  +  A  +  A>Ti  A-t-A>Ts  A+AKTiA+AKZT. 

jy=  tt't"  —(t  —  a)  .(t>  -  a>  ).  (t"—  a")  —  (  t—*)  .(  t< -a' )  .(  S -f  ) 
*~  (f~  ?)'(*'  —  %')'('"—'$"  )  ■+■  (t~-  a  —  a).(t'  —  a'—  a').(  t"  —  a"  —  «'»  J 

Conditions* 

+         a'— a';(V'— a"  — a/' j+(v'— a/—a' )  .  '(t"—f —  tf)  J 

f    a'; .  r/»-a";  -  <v  -     '  ; .  («"-a» ;  >  o 
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Quatrième  Forme. 

A  +  A  +  A>T;  A  +  A<T;  A-**A<T;  A^A^T. 

Conditions. 

+  (l'-S-a').(i"-a»-f")-*-(l'-a'-a;).(t"-a  "-*')}  ■ 
(t'-a').{t"- a")  — (*'-*'-?')  .  (t"-a"-  a")  —(i'—a'-a')  .  (t"-a"-a"  )  ><* 

Cinquième  Forme. 

A  +  A  +  A>T;  A  +  A<T;  A  -h  A  >T;  A  +  A  <T. 

Z>  =  <i<"  —  ($  —  a).(if—a').(i"  —  a")  —  (t  —  a)  .  (ï  —  a' )  .  (  t'r—f) 
|  ~-Çt  —  a).(t'~a').(t"- a")-h(t-a-a).(t'-a'  —  a' )  .  (  t" ~  a»— f  X 

Conditions*. 

t't"  —    —  û'j  .<v»—  û";  -  <Y-  û'j  .  Ci"— ?  —  r  «' — sr;  •  f  '"— *")  \>0 

+  (t<^a>—,l').(i"^a''—d,;+(t,—  a,—  a'j.(t'4—<i"—*'';> 
f(if-a').(i"-an)-(t'-a>  —  a').  (t"—a"—a')  >  o. 

Sixième  Forme. 

A+A+A>T  :   A+A>T  ;  A -h  A>T  ;   yf  ■+■  /  <  T. 
D  =  tt't"—  (t-  a).(t'  -  a').  (t"~  a»)  — (t-«).  ('-*')•('"-?  ) 
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Conditions. 

(t'  —  a').(t"  —  a")>o 

( t'  —  a')  .  (  t"  —  a"  )  —  ( t'  —à' —a' )  .  (  t" -  a"  —  a" )  >  o 

»  '  t  iê    *      x  >  M 

il      A  '-+-  yf  >  t;  A  -h  A  >T;  A  -h  A<T;   A      A  >  T. 
Z>  =  rxV-  C  r  _  û).(t  —  —  a")  —  (Y  -  a<  )  .  ( t'^a" } 

Conditions. 

4.  (t>- a>  -a>)  .  (    -  a"  -  '*"}  J><9 
(t'—a').(t''  —  a")-(t'-a'-a').(t"-a'r—a")>  o 
(,<-?•).(<»-«"  )>0 

(  i'-a'),(<>>-a><  )-(<>-*< -S  ).(t" -a"-*')  >«, 

Huitième  Forme, 

A+A+A>T;  A  +  A<Ti  A-y-  A>T;  A  + A>T. 

Z>  =  m'/"  -  Ci—  a).(t'  —  a').(t"-a")-(t-a).(t>^a').(t"-a"). 
'-('-?.)*(<'-*')'('"- f}")     (  r  -  <*—  a;  .  (t>-a'  —ap .  (V— a"  -  â"> 

■+*  r*'  —    —  a"  —  a")  J  >0 

r        .  (*"  -f)-(t<-  a'-?  ) .  (  i"  -  a"  -<»";>  o 
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Neuvième  Forme. 

A  +A+A>T;  A  +  A>Ti  A  +  A>Ti  A  +  A>T. 

Z>  =  tt't"  —  (t  —  a).  (V—  a') .  (V'— a")  —  (t—f).(i'  —  f),  ($"—  a") 

—  (t  —  a).(i'~a').(t"  —  a") 

Conditions. 

ït»-(t>-a').(i«-a")-(t>-*').(t-'-f)-(t'-a').(t»-f)>4 

<V-?»;. (,»-«»;  >  o 

+ 

Il  eft  donc  bien  facile  actuellement  de  déterminer  pour  un 
nombre  quelconque  d'inconnues ,  toutes  les  valeurs  de  D  pour 
les  équations  de  la  forme  (ua...n)  '=  o ,  a  ,  a ,  a  ,  Ôcc.  étant 

quelconques ,  &  les  conditions  particulières  à  chaque  valeur  de  D. 
Ce  que  nous  avons  dit  (  14  j  ) ,  met  en  état  de  calculer  avec  la 
plus  grande  facilité  ,  toutes  les  différentes  formes  que  peut  avoir 
la  valeur  de  N(uA.-..n)T,  qui ,  par  la  différenciation  ,  donne 
immédiatement  la  valeur  de  D ,  laquelle  donne  en  même  tems  , 
avec  facilité ,  les  conditions  qui  lui  font  propres  :  il  n'y  a  plus 
fur  tout  cela ,  que  le  plus  ou  le  moins  de  longueur  de  calcul. 

Remarques* 

(147.)  i°.  Dans  le  cas  de  trois  équations  &  de  trois  incon- 
nues feulement,  nous  aurions  pu  déduire  les  formes  que  nous 
venons  de  donner  (145)  de  celles  que  nous  avons  données  (120  & 
fuiv.)  dans  lesquelles  (  à  l'exception  delà  premiere,dortt  nous  parle- 
rons tout  à  l'heure  )  elles  font  comprifes  comme  cas  particuliers. 
Dans  le  cas  d'un  plus  grand  nombre  d'inconnues ,  les  équations 
de  la  forme  (uA . . .  n)  '  =  o,  feront  auffi  des  cas  particuliers  des 
équations  dont  (  155  )  nous  avons  décrit  la  compofition.  Mais 
comme  le  nombre  des  formes  de  celles-ci  s'accroît  confidéra- 
blement  avec  le  nombre  des  inconnues  ;  que  d'ailleurs  les  ex- 
preffions  deviennent  de  plus  en  plus  compofées  :  nous  avons 
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jugé  devoir  faire  remarquer  par  l'exemple  des  équations  à  trois 
inconnues ,  comment  on  peut  plus  facilement  trouver  les  valeurs 
de  D  pour  un  nombre  quelconque  d'inconnues  &  d'équations  de 
la  forme  (uA . .  <  n)*  =  o  i  qu'en  dérivant  ces  valeurs ,  des  formes 
plus  générales  dont  nous  venons  de  parler, 

(  148O  2.0  La  première  des  neuf  formes  que  nous  venons  de 
préfenter  (  1 46  )  ne  peut  fe  déduire  d'aucune  des  huit  que  nous 
avons  expofées  (  1 20  ù  fuiv.)  ;  &  la  raifon  en  eft  fimple.  Ceft  qu'à  par-" 
1er  exactement,  il  ne  peut  y  avoir  d'équations  ou  de  polynômes  qui 
tombent  dans  cette  forme.  En  effet,  dans  le  cas  de  trois  in- 
connues ,  fi  l'on  avoit  û+j  +  û<î;  il  eft  clair  que  ces  Crois 

inconnues  ne  monteraient  pas  enfemble  à  la  dimenfion  t ,  ce  qui 
eft  contre  la  fuppofition  :  elles  ne  pourraient  monter  qu'à  la 
dimenfion  a  -+-  a  -+■  a ,  &  alors  elles  tombent  dans  les  forme* 

données  (  120  &  fuiv).  Dans  ce  que  nous  avons  dit  (83  &fuiv.)  nous 
avons  expreffément  exclu  le  cas  de  A     A  -+■  A  <7,  il  eft  don<2 

tout  fimple  qu'il  ne  fe  trouve  pas  compris  dans  les  huit  formes 
données  (  1 20  &  fuiv.  ). 

Pour  terminer  ce  qu'il  y  a  à  dire  fur  les  équations  analogues  à 
celles  que  nous  avons  confédérées  jufqu'ici ,  nous  allons  donner 
une  idée  de  la  manière  de  déterminer  le  nombre  des  termes  des 
polynômes  de  cette  efpèce  ,  recherche  à  laquelle  nous  avons 
réduit  celle  du  degré  de  l'équation  finale. 

Confîdérations  générales  fur  le  nombre  des  termes  des  autres 
Polynômes  analogues  à  ceux  que  nous  avons  examinés, 

(149.)  La  recherche  du  degré  de  l'équation  finale  dans  les 
équations  analogues  à  celles  que  nous  avons  confidérées  jufqu'à 
préfent,  eft  donc  réduite  à  celle  du  nombre  des  termes  des  poly- 
nômes. Avant  que  de  paffer  à  des  polynômes  d'une  autre  forme, 
il  n'eft  pas  inutile  que  nous  donnions  une  idée  des  attentions 
qu'il  faut  avoir ,  pour  ne  laiffer  échapper  aucunes  des  formes 
différentes  que  peut  avoir  l'expreffion  du  nombre  des  termes  de 
ceux  dont  il  s'agit  ici ,  ainfi  que  pour  ne  point  en  admettre  de 
fàuffes  ,  ce  à  quoi  on  pourroit  être  expofé.  Nous  dirons  auffi  un 
mot  des  différentes  elpèces  de  quantités  qu'on  aura  à  femme r,  6c 
de  fe  manière  de  les  lommer. 
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(150.)  Suppofons  donc  un  polynôme  renfermant  un  nombre 
n  d'inconnues ,  dont  chacune  ne  peut  pafler  un  degré  donné , 
différent  ou  Je  même  pour  chacune  ;  mais  dont  quatre  de  ces 
inconnues  foient  telles  que ,  deux  à  deux ,  elles  ne  pujiïent  s'éle- 
ver au-delà  de  certaines  dimenfions  dormées  \  que  trois  à  trois  , 
elles  ne  paflçnt  pas  certaines  dimenfions  données  ;  que  quatre  à 
quatre ,  elles  ne  paflent  pas  une  dimenfion  donnée  ;  fie  qu'enfin 
les  autres  ,  dans  leurs  combinaifons  tant  entr'elles ,  qu'avec  ces 
quatre ,  s'élèvent  à  toutes  les  dimenfions  pofiibles  jufqu'à  celle  du 
polynôme.  Nous  repréfenterons  un  pareil  polynôme ,  par  l'expref- 
fion  fuivantç 

• 

(ri    A     A  \B   1    A     A\B    t    A     A-.B-\C   rf   A     A\B  (  A     A^B  1    A  A\B->C 
%LV«  jxt)  )U  yy  "  )  '  >\x  •  yy)  •  J  yl\u  t  te  •  )  y\u  y  \x  >  jf»  inJ')  — 

ri  A    A\B  1  A     A\B  1   A    A\B-f   rf  A     A\B  1   A    A\B  /  A    A^B-iC    A  VT. 
P#»L\n  )y<)<y\u  y \'*  I  "i \y  »  y\ ■■  )»  J  '  y  Lv  x  ■  yy  • ')  ••y \x 1  j  j  " /,T>  *y  y  \  '  ;»  J'"yr^ ..  •n)  • 

Pour  montrer  comment  on  en  déterminera  le  nombre  des  termes, 
bous  commencerons  ,  comme  nous  l'avons  fait  (  84  )  par  fuppofer 
que  les  expofans  A ,  A  ,  &c.  des  inconnues  autres  que  u,x,yy 

font  chacun  tca  T;  parce  qu'il  eft  facile  (77)  quand  on  a  le 
nombre  des  termes  dans  ce  cas,  de  l'avoir  dans  l'autre. 

Concevons ,  préfentement ,  le  polynôme  ordonné  par  rapport  à 
l'une  quelconque  des  quatre  lettres  u ,  x ,  y  ,  1  y  par  rapport  à  j  , 
par  exemple  i  chaque  terme  fera  de  la  forme 

V(U* %**)**(** (**>y4)W>  r...n-x)T- 
depuis  î  =  .o,  jufqu  a  9  égale  à  la  plus  petite  des  fept  quantités 

B  —  Ai ,  B  —  A{  B  —  Ai  C—Bt  C -,  B;  C  —  B  ;  E  —  C. 

t         "     n        *      m  m       m'    —         •  i 

De  tous  les  diflférens  cas  que  ceci  peut  préfenter  ,  prenons  le 
fuivant  qui  peut  nous  fournir  plufieurs  exemples  des  attentions 
dont  il  s'agit. 

B  —  A<B  —  A<  B  —  A  <C  —  B<C  —  B<C  —  B<E—C. 

ïl  s'enfuit  que  depuis  s  —  o ,  la  forme  de  chaque  terme  fera 

l'(tf*9  x*)»i(u\yA)%(x*)y*)nc,r...n- x)*~t 
>uf(ju'à  i=s  J  —  A. 

Paflé 
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Vaiïé  s  =  B  —  A ,  la  forme  fera 

jufqu'à  ics  B  —  A. 

Paflé  s***B  —  A  t  elle  fera 

jufqu'à  ^  =  5  —  A . 

Paffé  ^  =  5  —  ^  ,  elle  fera 

jufqu  a  s=C—B. 

tu  ** 

Patte"  s  =  C  —  B,  elie  fera 

jufqu'à  j  =  C—  J5. 

PalTé  j  elle  fera  . 

jufqu'à  *  =  C  —  B.  •  • 

Patfé  j  =  C— 5,  elle  fera 

jufqu'à  j  =  £  —  C 

PaiTé*  =  £  — C,  elle  fera  k 

jufqu'à  *  =^  qui  eft  la  plus  grande  valeur  que  s  puifle  avoir. 

Il  n'eft  donc  plus  queftion  que  de  trouver ,  par  ce  qui  a  été 
dit  (84 &fuiv.) ,  le  nombre  des  termes  de  chacun  de  ces  huit  poly- 
nômes ,  ôc  de  fommer  ces  huit  expreffions ,  chacune  dans  l'étendue 
dans  laquelle  elle  a  lieu. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  l'étendue  dans  laquelle  chaque 
polynôme  a  lieu ,  ne  détermine  pas  celle  dans  laquelle  l'expremon 
du  nombre  de  fes  termes  aura  lieu.  Par  exemple ,  le  troifième 
polynôme  aura  lieu  depuis  s  =  B—A,  jufqu'à  s  =  B  —  A  à, 

Q 
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mais  l'exprefTion  du  nombre  de  fes  termes ,  appartenant  à  l'une 
quelconque  des  huit  formes  données  (  92  &  fuiv.),  aux  premiers  in£ 
tans  où  ce  polynôme  a  lieu  ,  peut  enfuite  appartenir  à  une  autre  de 
ces  huit  formes  avant  que  s  foit  devenu  —  B  —  A  :  elle  peut 

appartenir  confécutivement ,  à  plufieurs  de  ces  huit  formes  avant 
•que  j  =  B — A  ;  lamêmechofe  peut  avoir  lieu,  pour  les  autre» 

polynômes  ;  6c  même  il  peut  arriver  que  l'expreffion  du  nombre 
des  termes,  appartienne  à  des  formes  que  l'on  déduit  des  huit  ex- 
pofées  (  92  ùjuiv.) ,  que  l'on  en  déduit ,  dis-je ,  en  vertu  de  ce 
qui  a  été  dit  (  101  ). 

En  effet,  fuppofons  par  exemple  ,qvzA,A,A;  B  ,  B ,  B  ;  C, 

foient  tels  que  l'exprefTion  du  nombre  des  termes  du  premier  ôc 
,  du  fécond  polynôme  ,  fe  trouvent  appartenir  chacune  à  la  forme 
fixième  ,  qui  fuppofe  C  —  B>B  —  A  ;  C—B>B  —  A; 

Ç—B>B—A. 

En  paflànt  au  troifième  polynôme ,  rexpreiïïon  du  nombre  de 
fes  termes  appartiendra  encore  à  cette  même  forme  fixième,  tant 
qu'on  aura 

C—B>B  —  A;  C — B>B —  B  -h* ;  C — B>B  —  B-i-s, 

Mais  dès  que  s  qui  croît  continuellement ,  aura  changé  quelque 
ehofe  à  ces  rapports  de  grandeur,  on  tombera  dans  une  autre 
forme ,  &  Ton  conçoit  auffi  ,  que  ces  variations  de  forme  feront 
encore  plus  fréquentes  dans  les  polynômes  qui  fuivent  le  troifième  , 
&  pourront  être  telles  qu'elles  donnent  lieu  à  parcourir ,  non- 
feulement  les  huit  formes  expofées  (92  &  fuiv.) ,  mais  encore  toute» 
celles  qu'on  peut  en  dériver  de  la  manière  enfeignée  (  10 1  ). 

Pour  pouvoir  juger  quelles  font  les  différentes  formes  dans 
lefquelles  on  pafTera  fucceffivement ,  il  faut  obferver  que  l'état 
de  la  queftion  ,  &  le  cas  dans  lequel  on  fuppofe  être  ,  fuffi-» 
font  toujours  pour  en  décider. 

Par  exemple ,  fuppofons  que  les  rapports  de  grandeur  des  quan- 
tités A y  A,  A,  B,  B,  B;  &  C,  foient  tels  que  l'expreffion 

du  nombre  des  termes  du  premier  de  nos  huit  polynômes  appar- 
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tienne  à  la  fixième  forme  ;  on  aura  donc  : 

C—  *>B  —  A;  C—B>B—A;  C—  B>B  —  A. 

le  premier  de  nos  huit  polynômes  ayant  d'ailleurs  les  condition* 
générales  énoncées  (  83  ). 

Le  fécond  de  ces  huit  polynômes  appartiendra  encore  à  la 
même  forme  tant  qu'on  aura  C —  B>B  —  A  s  C —  B>B~-  A  * 

C  —  JB  >  B  —  B  -hs,  parce  qu'ici  ,  ce  qui  étoit  A  dans  le 

premier  polynôme ,  eft  devenu  B  —  s.  Or  dès  l'inftant  qu'on  aura 

C  —  #  <  ?  —  ?  ■+•  Jr,  l'expreflion  du  nombre  des  termes  ne 

Îourra  plus  être  prife  dans  la  forme  fixième,  mais  elle  appartiendra 
la  forme  cinquième  ;  il  refte  donc  à  Ravoir  fi  Ton  pourra  avoir 

C  —  2?  <  2?  —  R-\-s  avant  que  d'avoir  s  =  F  —  A  ,  c'eft-à- 
dire  ,  avant  que  de  parvenir  au  trentième  polynôme.  Or  pour  que 
cela  ait  lieu,  il  faut  que  C—  J3  —  2?  -+-  B  <  jB  —  A.  Ainfi  ,  fi  Pou 
à  C —  B — B  -H  B  >  B  —  A ,  Pexpreflion  du  nombre  des  termea 
du  fécond  polynôme  appartiendra  à  la  fixième  forme  depuis 
s  —  B  —  A  jufqu'à  s  =  B  —  A9  c'eft-à-dire ,  dans  toute  l'éten- 

due  dans  laquelle  ce  polynôme  a  lieu.  Mais  fi  au  contraire  ,  or* 
a  C —  B  —  B-+-  B  <  fl  —  A  ;  l'expreffion  du  nombre  de» 

termes  du  fécond  polynôme ,  n'appartiendra  à  la  forme  fixième 

que  depuis  s  =  B  — A  ,  jufqu'à  f  =  C  —  B  —  2?  -h  £  ;  ôc  pafle*  ca 

terme,  jufqu'à  s  —  B — A ,  elle  appartiendra  à  la  forme  cinquième» 

Mais  il  faut  de  plus ,  pour  que  ce  fécond  cas  ait  lieu  ,  que 

C~B  —  B-4-B>B  —  A,  c'eft-à-dire ,  que  C>  2?  H- 2? — A; 

condition  qui  a  lieu  par  l'hypothèfe ,  puifqu'elle  n'ell  autre  que 
C-B^B-A. 

Venons  au  troifième  polynôme  ;  &  fuppofons  que  des  deux  cas 
que  nous  venons  de  voir ,  ce  foit  le  premier  qui  ait  eu  lieu  ,  dans 
le  fécond  polynôme.  Alors  l'expreflion  du  nombre  des  termes  du 
troifième  polynôme  continuera  d'appartenir  à  la  forme  fixième 
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tant  qu'on  aura 

C-B>B-A;  C-B>B—B  +  t  s  C  —  B>B—B+s} 

"      »»  »        -  r 

donc  elle  peut  cefler  d'appartenir  à  cette  forme  ,  dans  deux  cir- 
conftances  :  la  première ,  lorfqu  on  aura  C—  B  <  B  —  B s  ,  h 

féconde,  lorfqu'on  aura  C  —  /?  <  B  —  B -4- s.  Mais  "pour  que 

cela  empêche  l'expreflton  du  nombre  des  termes  f  d'appartenir  à» 
la  fixième  forme  ,  il  faut  que  s  foit  plus  petit  que  B  —  À  ;  il  faut 

donc  que  C— B—B-hB <B—J .  ôc  C— B— B  -H  ff<  B—A  S 
il  fe  préfente  donc  quatre  cas 

C—B—B-hB<B  —  Ai   C—B  —  Ê  +  B<B~A; 

C—B—B+B<B—A  ;   C  — B  —  B +  B>  B -A ; 

"         tf       ">  r  ti         T  ni 

C~B-B+B>B— A  ;  C- B  —  B  -f-  B  <  B  -  A  ; 
C—B—B+B>B—A  ;  C— B  —  B -h  B  >  B  —  A, 

I)ans  le  dernier  cas ,  l'expreffion  du  nombre  des  termes  conti- 
nuera d'appartenir  à  la  fixième  forme ,  dans  toute  l'étendue  du 
troifième  polynôme. 

Dans  le  troifième  cas ,  elle  n'appartiendra  â  cette  forme  ,  que 
depuis  s  m*  5  —  A,  jufqu'à  s=C  —  B  —  B-*-Bi  après  quor 

elle  appartiendra  à  la  forme  cinquième  depuis  j  =  C— B— B-+-A, 
Jufqu'à  s  =  B  —  A. 

ut 

Dans  le  fécond  cas ,  1  expreflîon  du  nombre  des  termes  ne  conti- 
nuera d'appartenir  à  la  forme  6.m<  que  jufqu'à  s  =  C —  B—  B  -h  B; 

pafïé  ce  terme,  elle  appartiendra  à  la  forme  quatrième  jufqu'à 
s  =  B  —  A. 

Dans  le  premier  cas ,  l'exprelfion  du  nombre  des  termes  ne 
continuera  d'appartenir  à  la  forme  fixième  ,  que  jufqu'à  s  =  à  la 

plus  petite  des  deux  quantités  C—  B  —  B-4-B.  6c  C— B — B-h  B; 

'     "     »  *     »»  ' 

ce  qui  donne  ces  deux  cas 

c-f-?  +  B>C-B-B+  B  , 
&  C  —  B  —  B-f-W<C  —  B  —  B_f_y 

©u-fi-i--B>B  +  ^ÔcB-*-iS<B,V^ 
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*  SiB-hB  <B  H-  fi  /  paffé  s  —  C — B  —  B  -4-  #,  l'expreflion  du 
nombre  des  termes  appartiendra  à  la  forme  cinquième  nifqir*à 
jssC— 5— ;  &  paffé        C— fi— fi -t- fi  ,  elle 

appartiendra  à  la  forme  troifième ,  jufqu'à  s  =  fi  —  On  voit 
ce  qu'U  y  a  à  dire  dans  le  cas  de  fi  -h  fi  >  B  -h  B, 

(1  5  1 0  Voilà  qui  fuffit  pour  voir  comment  on  doit  lé  conduire 


pour  les  polynômes  fuivans ,  tant  qu'on  fuppoferâ ,  comme 
l'avons  fait  tacitement  jufqu'ici  ,  que  ces  polynômes  ont  les 
conditions  énoncées  k(  8  j  ). 

Mais  ces  conditions  n'ont  pas  toujours  néceffairement  lieu  :  il 
c  (1  donc  à  propos  d'ajouter  ici  les  caractères  auxquels  on  diftin- 
guera  les  cas  où  ces  conditions  doivent  avoir  lieu ,  de  ceux  où 
elles  ne  font  pas  néceffaires. 

Remarquons  d'abord  que  le  premier  de  nos  huit  polynômes 
doit  néceffairement  avoir  les  conditions  mentionnées  (83)  9 
fans  auoi  le  polynôme ,  dont  nous  traitons  actuellement ,  ne  fèroit 
pas  de  la  claffe  dont  nous  le  fnppofons. 

2.0  Le  fécond  polynôme  doit  avoir  aufli  ces  mêmes  conditions  î 
mars  on  ne  le  voit  pas  auffi  évidemment  :  voici  comment  on  peut 
s'en  convaincre,  ouppofons  qu'il  manque  à  quelqu'une  :  par 

exemple ,  fuppofons  qu'on  puiffe  avoir  A-*rB~-s<By  avant 
que  d'arriver  à  s  =  B  —  A  ;  alors  il  eû  clair  que  paffé 
s  =  A  -+-  fi  —  R  ,  les  deux  inconnues  x  &  y  ne  pouvant  plus 
former  enfemble  que  la  dimenfion  A  -h  B  —  s  ,  £  ne  pourroit 
plus  avec  x  6c y  monter  à  une  dimenfion  plus  élevée  que  A-+*B  ; 
or  la  fuppofition  que  A  -+-  B  —  B  <  B  —  A  ,  &  celle  que 
B  —  A<:B  —  A<C—BÏ  donnent  A -h  B  —  B  <  C  —  B  , 

n        t         m  mu'  ï  v         ir       «w  m 

ou  A-*-B<Ci  donc ,  on  ne  peut  fuppofer  que  A  -+-  B  —  s  <  fi 
avant  que  s  =*  B  —  A  ,  fans  contredire  l'état,  de  la  queftion  qui 
exige  que  x  ,y  ôc  \ ,  puiffent  enfemble  atteindre  la  dimenfion  C# 
On  verra  de  même  que  toute  autre  fuppofition  que  le  fécond 
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polynôme  puifle  manquer  à  l'une  des  conditions  mentionnée* 
(  8  3  ) ,  ne  peut  avoir  lieu. 

(Ijî.)  Mais  ce  que  nous  devons  faire  remarquer  auffi  ,  c'eft 
qu'en  même  tems  qu  on  découvrira,par  cette  méthode,  fi  le  poly- 
nôme partiel  qu'on  examine,  eft,  ou  non,  aflujetti  aux  condi- 
tions mentionnées  (83  ),  on  découvrira  aufli  les  conditions  de> 
l'exiftence  du  polynôme  principal.  C'eft  ainfi  qu'ayant  vu  tout 
à  l'heure ,  que  l'on  ne  pouvoit  fans  contrarier  l'état  de  la  queftion  , 
luppofer  A      B  <  C,  j'en  conclus  que  ^  +  B>Ceft  une 

t  ^  tu  I  ^  w> 

des  conditions  de  l'exiftence  du  polynôme  principal ,  de  celui 
qui  fait  l'objet  de  toute  cette  difcuflidn.  On  verra  de  même  que 
foh  doit  avoir  A -h  B —  ou,  en  mettant  pour  $  fa  plus 

grande  valeur  ,  dans  le  même  fécond  polynôme  , 

A  -h  B  —  B-t-A>  B  ,  ou  A     B  —  B>B —  A  *  &  par 

conféquent  (  hyp.  )  A  -h  B  —  B>R — A,  ouA<+-A>B, 

iutre  condition  de  l'exiftence  du  polynôme  principal. 

Dans  le  troifième  polynôme ,  on  verra  de  même  qu'il  doit  avoir 
dans  toute  fon  étendue ,  c'eft-à-dire,  depuis  s  =  B  —  A  jufqu'à 

IT  ' 

s  —  B  —  A,  toutes  les  conditions  mentionnées  (83  ).  Par 
exemple,  on  y  aura  toujours  2?  —  s*hB—  s>B;  car  fi  or* 
flippofoit  B-hB  —  aj<#avant  que*  =  2?  —  A,  x,y  ôcçne 

ir  v  "  "' 

pourroient  plus  former  enfemble  que  la  dimenfion  B     B  —  jf 

nr  v 

B+B-JJ 

dès  qu'on  auroit  paffé  s  =  — — v— —  ;  donc  lorfqu'on  arri- 
veroit  à  s  =  B  —  A ,  ils  ne  pourraient  former  enfemble  que  la 

B  +  B  —  B 

dimenfion  B-*-B  —  B-i-Aj  mais  puifqu'on  a  — — - — —  <B  —  A* 

mna  B  -h  B  —  B  —  B  -h  A<B  —  A<C  —  2?  ;  on  auroit 

lv       „        h       m  m  m  1 

donc  B  •+•  B  —  B  -\-  A  <C  \  c'eft-à-dire ,  quex^ôc^ne  for- 

nieraient  pas  enfemble  la  dimenfion  C  s  donc  ils  ne  pourraient 

jamais  y  atteindre ,  quelque  valeur  qu'on  donnât  à  s ,  puifque 
B      B     s  deviendra  d'autant  plus  petit  qu'on  prendra  s  plu* 

grand. 
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'  Donc  auffi  .l±lll->  B—AiQuB-*-B—B>2(B—A)9 

eft  une  des  conditions  eflentielles  de  l'exiftence  du  polynôme 
total. 

On  verra  de  même  que  le  quatrième  polynôme  partiel  eft  aflu- 
jetti ,  dans  toute  fon  étendue ,  aux  conditions  mentionnées  (  8  j  )f 
&  l'on  en  déduira  facilement  de  nouvelles  conditions  de  l'exif- 
tence du  polynôme  total. 

Quant  au  cinquième,  il  n'en  eft  pas  de  même.  On  verra 
bien  ,  en  raifonnant  comme  nous  venons  de  le  faire  ,  que 
f-f  +  S-i>£;  B—  s  -+-  B  —  s>B,  doivent  avoir  lieu 

IT  "'  T 

dans  toute  l'étendue  de  ce  polynôme ,  ôc  qu'il  en  eft  de  même  de 
plufieurs  autres  des  conditions  mentionnées  (  83  )  j  mais  il  ne 
fera  pas  indifpenfable ,  par  exemple ,  que  B—  s-f-B  —  s>  C— s; 

parce  que  la  condition  relative  à  C,  c'eft-à-dire ,  la  condition  que 

x ,  y  ôc  ^  doivent  enfemble  monter  à  la  dimenfion  C ,  étant  ac* 

tuellement  exprimée,  la  relation  entre  B  —  *  +  i?  —  *  &  C —  $ 

n  eft  plus  aflu jé tie. 

Il  fe  préfente  donc  deux  cas ,  fçavoir  B —  —  j  >  C—  j 
jufqu  a  ce  que  s  =  B  —  A ,  au  moins  ;  &  2?  —  s+B — j  <  C—  s 
avant  que  s  =  B  —  A;  dans  le  premier  cas  ,  le  cinquième  po- 
lynôme fera  encore  aflu jeti  à  toutes  les  conditions  mentionnées 
(183  ).  Mais  dans  le  fécond  cas  ,  la  condition  qui  donneroic 
B    B  -+-  C — s  >  2  C,  fe  changer  a  en  B  -f-  B     B  -f-  B — 2s  >  *C9 

ç'eft-à-dire,  que  B +■ B -t-£-+- JB  —  2{B  —  A) >\c  fera  alors 

une  des  conditions  eflentielles  de  l'exiftence  du  polynôme  total 
dont  un  des  caradères particuliers  feroit  B  —  s-t-B — s  <C—s, 

c'eft-à-dire  ,  2?  4-  2?  —  B  +  A<C.  Ainfi  pour  le  cinquième 

polynôme  ,    Ton    aura  ou  B      B  —  B      A  >  C  ,  ou 

B       B  —  B  4*  i  <  C  ;  dans  le  premier  cas  , 

2?-t-        C —  B      A  >  2C  fera  une  condition  eiTentielle 

de  l'exiftence  du  polynôme  total}  dans  le  fécond  cas,  ce? 
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fera  fl-t-  B  -4-2?  -4-  B —  2{B  —  A)>nC  qui  fera  la  condition 

IV  V  "' 

eflentielle  correfpondante,  de  l'exiftence  du  polynôme  total. 

On  verra  de  même ,  que  dans  le  fixième  polynôme  partiel  ,  on 
doit  avoir  B-h  B  —  2S>B  dans  toute  l'étendue  de  ce  polynôme  ; 

mais  que  B  —  s -h  B — s>  C — s,  ainfi  quefi  — j-4-  fî — s>  C—  s. 

ne  font  pas  eflentiellement  néceflaires  dans  toute  l'étendue  du 

polynôme  ;  en  forte  qu'on  aura  quatre  nouveaux  cas  ,  dont  il  eft 

a  oréfent  facile  de  fixer  les  caractères  ,  &  les  conditions  qui  en 
résultent  pour  l'exiftence  du  polynôme  total. 

Dans  le  feptième  polynôme  ,  aucune  des  conditions 
B  —  s  •+•  B  —  s>C  —  s  ,    B  —  s  -h  B  —  s  >  C  —  s  . 

jg  —  i     B  —  s>  C  —  s ,  ne  fera  eflentielle  dans  toute  l'é- 

tendue  du  polynôme  ;  on  pourra  avoir  les  huit  cas  que  la  compa- 
raifon  de  ces  trois  inégalités  peut  fournir  }  &  l'on  déterminera  par 
des  raifonnemens  femblables  aux  précédens ,  les  caractères  de  cha- 
cun de  ces  cas,  ôc  les  conditions  qui  en  réfultent  pour  l'exiftence 
du  polynôme  total. 

;  t  Par  exemple,dans  le  cas  où  l'on  aura  tout  à  la  fois  2?  ■+•  B — s<  C,- 
B~*-B  —  s  <Çi  B      B  —  s  <C;  les  caractères  du  polynôme 

feront'  B  +  B  ~  E  -h  C  <  C  i  B  +  B  — »  E  •+-  C  <  C  s 

ir  ,     ...        w  » 

B  -+-  B  —  E  -h  C  <  Ç  ; 
EtB~s-*-B  —  s  +  B—s  +  J8-i  +  5~i+fi-j>2C, 

"'  iv  "'  v  tr  v 

ou      -4-  B  -t-  £  _  3j>C;    c  eft  -  à  -  dire  , 

B  -H  B  -+•  h  —  3  (£  —  Ç)  >  C,  fera  une  des  conditions  eflentielles 

de  l'exiftence  du  polynôme. 

A  l'égard  du  huitième  polynôme ,  on  pourra  faire  toutes  les 
fuppofitions  qui  pourront  le  concilier  avec  s  <  A. 

On  voit  donc,  que  dès  le  cinquième  polynôme,  l'expreflion  du 
nombre  des  termes  pourra  ne  plus  appartenir  immédiatement  à 
aucune  des  huit  formes  expofées  (92  &  fuiv.);  mais  on  pourra  tou- 
jours la  déduire  de  Tune  de  ces  formes ,  en  obfervant  ce  qui  a 
étf  dit  (  101). 
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*  T  I  5  3  •  )  n  ne  nous  relie  donc  plus  qu  a  parler  de  la  nature  des 
termes  que  l'on  aura  à  fommer  ,  &  de  la  manière  de  les  fommer. 

Après  l'expofé  que  nous  venons  de  faire ,  &  en  réfléchhTant  fur 
les  différentes  combinaifons  des  expofans  Af  A,  A  ;  B,  B,  B;  C;  T9 

dans  les  huit  formes  données  (92&fuiv.) ,  &  fur  celles  qu'on  peut 
en  déduire  pour  les  cas  mentionnés  (  10 1  ) ,  on  verra  qu'outre  les 
termes  de  la  forme  N(u..  ,n  —  1  )p—,  N(u...n  —  1  , 

N(u)^+R$  x N(u,..n —  2 J^'que  nous  avons  (  69  &  fuiv.  ) 
enfeigné  à  fommer ,  il  s'en  préfentera  des  formes  fuivantes 

N(u...n—  1/ N(u...n—  i)p-*-*' ,toc.N(u...n—  ij—  ,&c. 

N(u)Q+Rsx  N(u. ..n-a/^ w,  N(u)  *N(u...n-2) 

ôc  dans  les  autres  polynômes  analogues  ,  on  rencontrera  en  gé- 
néral des  termes  de  la  forme 

A'+*>j  P  +  Qs 

N(u...pJ  x  N(u..  .q) — 1 — . 

(l54«)  Comme  notre  objet  n'eft  pas  de  donner  ici  une 
Théorie  détaillée  de  la  fommation  de  ces  fortes  de  quantités  , 
mais  feulement  de  mettre  fur  la  voie ,  nous  nous  bornerons  à  faire 

voir  comment  on  fommera  N  (u..  .n  —  \)P^~X'  » 

p—  %t  p  — »  p+» 

N(u...n — \)        ,  N(u...n—>  i)~r- ,  N(u...n  —  \)  *  . 

A  l'égard  de  N  (u)         x  N(u  ...n  —  z)     *    ,  ou  même 

Q  +  R*  P^s 

N(u...2j  *N(u,..n—î)     »     ,  ou 

Q+R*  P^s 
N(u .3)        *N(u...n  —  — : — ,  &c.  on  pourra  tou- 

P=£s 

jours  ramener  leur  fommation  à  celle  de  N( u . . .  n  —  \)  ™, 

en  imitant  l'exemple  fuivant. 

(  15  50  Si  l'on  avoit ,  par  exemple  , 

p  —1 

N  (u ...  2)^+1*  x  Nfu..,  n  —  2j~~T~;  on  fçait  (jy)  que 

N(u.,:%)*+f*m  C£±2^Hg±l^  -  on fuppofera  cette 

R 
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dernière  quantité  *=*s4  +  B.  (        +  C.         -  ,) .  (IfL^j  ; 

faifant  les  multiplications  indiquées  ,  Ôc  comparant  terme  à  terme  y 

les  termes  arTeftées  de  s  dans  chaque  membre  ,  on  aura  facilement 

yît  B  &  C.  Cônfidérànt  donc  ces  quantités  comme  connues  ,  la 

p—i 

quantité  N(u  . . .  2)  <2+i*  x  Nfu  ...  n  —  2 /^T  fera  changée 

p— »         /  p—>  \  p—, 
tnAxN(u.  ..n—2j— \  1    ;  .N(u.. .  n-^  — 

"+~  ^  •  (~7~  ~~  1  ).{—-)  Nfu.  .  .  n— 2;^' 
Or-^-  N(u..,n^2)—r1  =fn—\JxN(u...A^-ij—'~r 


P-M 

X 


p-t-I 

i=  (n  —     x  JV/u ...  n  —  i^l     1    ^quièft  toujours  de  la  forme 

p— 1 

Nfu...n—\J  *  ;  c'eft-à-dire,  qui  fe  fomme  par  les  mêmes 
moyens. 

Pareillement  (^f1—  ')  ■  (-^F1)  .N{us  .  .  n  —  2) 

P-  »  P-^-m 

=  fn—iJnxNfu...n)    1    *~x=±  fn—-\)n  xN fu  .  ..n)  * 

$ui  èft  encore  de  la  forme  N(u...n)  ~T-' 

On  voit  donc  >  en  général ,  qu'on  pourra  toujours ,  6c  eommenf 

P  +  Q* 

•n  pourra  ramener  N( u . .  .p)  A  +  B  *  x  Nfu ..  .qj     *     y  à  là 

P-f-  Qs 

ferme  N  fu..%qj  * 

Il  n'eft  donc  plus  queftion  que  de  s'occuper  des  termes  de  la 

forme  .AZ/h  ...  » — i^p  +  ç',  hcNfu  .  .  .n — \)    *  .Faifons 

voir  for  Nfu  •  „  ,  n  —  1  jp-1,)  fur  A^u.  ••*"*-  M***** 

p-,  p-h 
fur  Nfu . . .  n  —  1  )  ~ — ,  ôc  fur  Nfu  ...»  —  \)    *    ,  com- 
ment on  aura  à  procéder  pour  toute  autre  valeur  de  Q  &  de*. 

(i$6.)  Pour  fommer  les  quantités  de  la  forme  *  Nfu. . . n—  yy% 

"  II  neft  pas  néceflàire,  je  penfe ,  d'in-  ,  P  +  *    flr  _    .  .  ,  .   P-*-Qs  . 

Sflet  pour  fcirfe  dbferver  oue  P 1-  w,  — T~  '  &  CT  génëral  dt  k  daD* 

danrs  les  objets  oue  nous  confidc'rons  dai 


dam  les  objets  oue  nous  confidc'rons  dans  f+Oj 

cet  Ouvrage,, eft  eCentiellemem  un  nom-   Nfu  ,  s  r  * 

WttJlticrpôfhif  ;  ilenett  de  meme de  1  N( "  *  * *n     ,J  * 


■  1 
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je  différencie  Nfu,  ,.njr'i—ï ,  en  fàifant  varier  s  de  w-  i ,  ÔC 
j'ai  N(u...n)p-il-l  —  N(u...nJp-**  +  l 

(J'-»*|.(P-i«-».i).(P-x«+»)...{P.i,+  ft.l)_(P.»,4.1).{p.»4  +  j).(P.»»4.4J...(?-'H4-«4-M 


•+-!> 


^  (P-»«-4.t).(P-*««f>n.  ■■(P-t»^»-  I)  (P-tt).(P-w+ii- (P-t»-t-  »).(P-n  +  ii  + 
_  i  .  i  .  }...(»'- X—      i  ,„  -  i ,»  ' 

(P-»*+*).(P-i«-M)...(P-tt<».,t-  l  )        I  -  ti(f 

t. ».]... .(■-»)  X  V  «,<n-  »>  / 

»>(P.>i^i),(f.l«4.>),(P,1i+ll,„lp.1|.(.|.i|         (P-ti-fti  (f-i<4.})..,(P-ii+»-«l 
i .»  .3  ...'(•-»).         j  ~"  i.i.j,. 


—  xN(u  .  .  .  »—  1;         *- Jf(u...n  —  %) 

P-*«— 1  P-*«  p_:j+f 

4fA^C«...«;  =  ~  iAY«  . .  .  »— «>  —  N(u  .  .  .n—i;  * 


Donc 
Donc 


Donc,  par  la  même  raifon, 
&  ainfi  de  fuite. 

Donc/Arf«...»^,/^ï,==-iA'C«...(*/fcl'"I+iiV(r«...*-i 
-  {  ATf  ■  . . .  h- 1 /  *  "^V***"» . . .  «-3  /  *  *'  +  *- &c.  4-  C 

Donc  fi  on  demande  cette  fomme  depuis  s  =  X  inclufive- 
ment ,  jufqu'à  s  =  L  inclufivement ,  L  étant  >  K  ,  on  aura 

/^r«.,.«-i/"i'=-.iArr«...-/-lI-,i-îA'r«...»/"iJC+,r 

t  ) 

En  continuant  cette  férié,  jufqu'à  ce  ou«  n  =  0  ,  inclunvement^ 
&  obfervant  que  dans  çe  cas  N  (u . , ,  n)  R  —  1 ,  quelque  foit  jR. 

.  (  l  570         fprwec  Jes  qualités de la .foTO  ATft,,. Çi-ÙP+u> 

Ri;. 
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depuis  s  =  R  inclufivement  ,  jufqu  a  s  =  L  mclufivement  § 
L  étant  >K,  on  trouvera 

En  différenciant  N(  u  .  . .  njp+  w+ 1 ,  opérant  6c  raifonnant 
comme  ci-deffus. 

(  I  5  8-  )   Si  par  un  procédé  femblable  ,    on  différencie 
N(u...nJp+t'  +  *,  on  trouvera 

P  +  3*-t-*  . 

-t.  ivr« . . .  n  —  3;  > 

d'où  l'on  conclura 

.._,/♦»•+** 

&  par  la  même  raifon  , 

p+i'-h*    ,  „,  *+3«h-î    ,,,,  p+îi+* 

flf(u...n- 1)  =  \N(u...n-z)  n  —  3; 

.  /-a//  *  +  3»  +  3 

/*f....»-5/+"  +  ,  =  i*f«..—./+"+,-/^«-—4/+!  +  J 

./..,,  %'+3«-h4 

&  ainfi  de  fuite  ;  d'où  U  eft  facile  de  conclure  la  valeur  de 
fNfrn... m— %)*+**.  - 
t      (  I  59.)  On  voit  par-là  ce  qu'il  y  a  à  faire  pour  avoir  la 
valeur  àc/Nfu  .  .  .  n  —  ij  p~i' ,  &  en  général  pour  avoir  celle 

K  I  60.  )  Paflbns  aux  auantités  de  la  forme  N  (u...n —  ij  * 

D'après  ce  qu  on  a  vu  (  1  j  6  AW),  on  peut  remarquer  que  lorfqull 
fepréfentera  à  fommer  des  quantités  de  cette  forme,  dans  la  matière 
qui  fait  l'objet  de  cet  Ouvrage ,  P  +  i  a  toujours  une  double 
valeur  ,  repréfentée  généralement  par  P  •+•  r  ■+•  s  ,  r  étant  zéro 
t:  '  pu  1,  félon  que  P+i  eft  pair  ou  impair  ;  nous  fuppoferons 
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Honc  qu'il  s'agit  de fommer  N(u...n  —  \)  *  ^&  comme 
s  varie  de  1 ,  pour  avoir  la  valeur  de/IVfu...n — \)  *  ,  il 
faut  partager  N(u  . .  .  n  —  1 J  l  ,  en  ces  deux  parties 
WCu...n  —  iJ~J^L  &  N{u...n  —  i)     r      ,  dont  la 

P  +  '+l* 

première  exprimera  toutes  les  quantités  N  (u. .. .  n  —  \)  »  , 
dans  lefquelles  P  s  eft  pair  ;  ôc  la  féconde  toutes  celles  où  il 
eft  impair. 

II  s'agira  donc  de  fommer  N(u...n — \)    »   ,  5  variant 

de  2  ;  &  de  fommer  pareillement  N( u  . . .  n  —  1  )  *  , 
s  variant  de  2.  Réunifiant  les  deux  fommes  ,  on  aura  la  valeur 

P+T  +  S 

totale  de /W/tt  ...n—i)      *•      ,  s  variant  de  1. 

Mais  comme  il  eft  évident  qut/Nf u . . .  n  —  \)       »  fe 

*  p  ■+■  t 

déduira  de  fN(u  ...n—i)  ,  en  changeant  feulement 
P  enP  +  r,  nous  n'avons  donc  à  nous  occuper  que  de 

fN ( u    .  n  —  1  )     *  . 

Pour  fommer  N  (u  ...ri—ij.   *     ,  s  variant  de  a  ,  je 

J»    »  .  _  _  .  , 

remarque  que  fi  je  fais  *  *  ,  lorfque  *  variera  de  2 ,  ^  ne 
variera  que  de  1  ;  la  queftion  eft  donc  réduite  à  fommer 
N(u  ...n — ij*f  ^variant  de  r.  Or  cette  fomme  eft  N(u...n)\ 

c'eft- à-dire,  N  (u .  .  .  n)    *    .  On  aura  donc  de  même 

P+r  +  Ê  p  +  r  +  I 

fN(  «...n— 1  ;  ; — =  jv  (-«...«;     l  - 

Donc 

P  +  ,  ?  +  '  P  +  r  +  f 

Donc  fi  on  demande  cette  fomme  depuis  s  =3=  K"  mciufiyement  > 
jufquà  .fraZ  înclufivement,  L  étant >/C,  il  faudra  diftinguer 
d'abord  deux  cas  ;  Ravoir  P  L  pair ,  Ôc  P  -+-  L  impair.  Dans  le. 
premier  cas,  la  fomme  depuis  s  égale  à  un  nombre  quelconque  , 

P  +  L  P+X+r-l 

}ûfquà*=Z,,  ftrzN (u...n)~  -*-N(u,.,lt)  *  -H^jr 
p'eft-à-dire ,  zN(u.,,n)     f  G 
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Si  au  cor 
un  nombre 


Si  au  contraire  P  -t-  Z  eft  impair ,  la  fomme  depuis  s  égale  à 
quelconque  ,  jufqu  à  s  =  L  fera 


c'eft  -  à  -  dire  , 

N(u...n)  1      +N(u...nJ       ï~-r  -4- C. 

Donc  par  la  même  raifon  ,  fi  P  •+-  K — i  eft  pair,  la  fomme  depuis 
«  égale  au  même  nombre  quelconque  que  pqur  P  -h  L  ,  julqu'à 

P  +  K  -  i 

*  =  K  —  i,  ferz2Nfu...nJ      *  C,-  &  fi  P-+- JC— i 

p  +  jc  p+*-* 
eft  impair,  elle  fera N(u...n)    *     -hN(u.%.nJ      ï  • 

■  Donc  félon  les  quatre  cas  qui  peuvent  avoir  lieu,  on  aura, 
comme  il  fuit  : 

Si  P  -h  Z  6c  P-h  K  —  i  font  tous  deux  pairs ,  on  aura 

■P  -ht  P-hL  P+JC—  t 

/ArC«..,/t  — ij      i     =iJVfi(,.,nJ      i     —  xN(u...n)       t  * 

i 

Si  F  -H  X  eft  pair,  &  P  +  impair ,  on  aura 

P  +  «  P+ï  p+  JE 

/  A^fit.. —  i;    i    «=  x^f*. . .  n j    :i    —  AT •»..••«•>    %  1 

—  JVfa  ...  «  ;  r"~« 

Si  P -t-Z  eft  impair ,  &  P  -+- K  —  i  pair  ,  on  aura 

P-+- 1  p  +  ji-m  P-f  t*t 

/jvc«...«r- i^t"  »jvC".  ..»;  ■  •  i     -t- — rr*. 
Enfin  fiP-f-Lôc  P  -h  .£  —  i  lbnt  tous  deux  impair??  on  aura 

P-f-«  P-+-  L-h  i  P-+-J  -  » 

—  JVO..  — r~  — i      u...n;       i  • 
Il  eft  trop  facile  de  voir  actuellement  comment  on  doit  fom* 

mçr  Nfu  . . .  n  —  ï  J  ~T~,  pour  que  nous  nous  y  arrêtions. 

(  I  6  I .)  Si  Ton  avoit  N(u+  .  ,n~>-.i  )  »  à  fbramer  5  qb 
aUroit  ,  par  les  mêmes  raifons  que  ci-deflus  (x<fo)A 
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p  -fr  11 

IV fa  . . .  h  ~- 1  )    *     à  fommer,*  variant  de  2,  pour  les  valeurs 

paires  de  P  -4-  3  s  ;  &  iV/  a . . .  —  1  )  »  ,  j  variant  de  2, 
toour  les  valeurs  impaires  de  P  -4*  3  s. 

Pour  (avoir  maintenant  comment  on  fommera  N( u . .  ./i —  1 )  * 
pour  les  valeurs  paires  de  P-h  35,  *  variant  de  2  ;  fi  on  fait 

— *J-  =  ^ ,  il  eft  clair  que  j  variant  de  2 ,  ^  variera  de  3  }  il 
fera  donc  queftion  de  fommer  N (u.. .  « —        ç  variant  de  3, 
Ou  bien  faifent  ç  =  Q  -+-  3     de  fommer  iV/*  .  .  ,/z — 
r'  variant  de  i  ,  Ce  qui  eft  facile  d'après   ce  que  nous  avons 
dit  (  iy8  ). 

(  )  A  l'égard  de  la  confiante  Q  que  nous  introdiùfon* 

ici ,  voici  à  quoi  elle  fervira. 

•  P    |    J  s 

Puifque  nous  avons  fait  — —  =  t  »  &  t  ^  Q  3  t'>  1X5119 
tivons  donc  =  Q  -v-  3        étant  un  nombre  entier  po* 

fitif.  Or  de-là on  tire        £±1L=±Q  ;  ilfàut  donc  prendre  Q 

tel  que  lorfqu'on  mettra  pour  s  les  valeurs  extrêmes  K  —  1  % 
&  L  dont  il  a  déjà  été  queftion  ci  -  demis ,  P  3  s  —  2  Q  foit 
divifible  par  6  ;  ce  qui  eft  facile. 

(  I63.)  On  Voit  donc  par  -  là  comment  on  s'y  prendra  pour 
fommer  N( u...n  —  1  )     »      ;  &  même  ,  en  général ,  pour 


fommer  tf(u...n—i 


p  * 

En  effet ,  fi  on  avoit ,  par  exemple ,  N( u  • . .  n  —  1  )  3  \ 
comme  — - —  doit  être  un  nombre  entier ,  cette  expreffion  ,  lorl* 

qu'elle  fe  préfentera  à  fommer,  fera  toujours  telle  que  » 

fera  réellement  de  la  forme  !~±1  ,  r  étant  o ,  ou  1 ,  ou  2  , 

félon  que  P  -f-  s  excédera  de  o  ,  de  2  ,  ou  de  1  ,  le  plus  grand 
multiple  de  3  qu'il  puifle  renfermer.  En  forte  qu'il  faudra  fbm- 

mer  — - — ,  s  variant  de  3  ,  puis  — «  ,  s  variant  de  3  4 

3  3 
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puis  enfin  1         %  y  s  variant  de  3  ,  &  réunir  ces  trois  Iôiïh 

mes  :  or  faifant   P  —  *  =  ? ,  la  queftion  fe  réduira  à  fommer 

î 

N( u. . .  n —  ij* ,  ^  variant  de  1  ;  puis  dans  cette  Comme ,  on 
fubftituera  P  -+-  1 ,  ôc  P  -+■  2  fucceflivement  au  lieu  de  P. 

On  verra  auffi  que  la  Comme  totale  fera  fufceptible  de  plufieurs 
expreflions  différentes  ,  Celon  que  les  quantités 

P  -h  L ,  Z'+i+i,  P  -i-  L  -h  1 ,  /J  -t-  À"  —  i ,  P  +  K  ,  P+K+t, 

excéderont  de  o ,  ou  de  1  ,  ou  de  2 ,  leur  plus  grand  multiple 
de  3  ;  mais  après  l'exemple  que  nous  avons  donné  (  1 60  ) ,  nous 
pouvons  nous  diCpenfer  d'entrer  dans  ce  détail. 

Conclufion  pour  les  Equations  incomplettes  du  premier 

ordre* 

(  1  6  4-  Les  équations  incomplettes  du  premier  ordre  font 
donc  celles  qui,  Cur  un  nombre nd inconnues  qu'elles  renferment, 
en  ont  un  nombre  p  =  ou  <n  ,  qui  ont  les  conditions  Cuivantes. 

i.°  Que  chacune  de  ces  inconnues  qui  font  au  nombre  de  p  , 
ne  peut  pafler  un  certain  degré  donné  ,  différent  ou  le  même 
pour  chacune. 

2.0  Que  ces  mêmes  inconnues ,  dans  leurs  combinaiCons  deux 
à  deux  ,  ne  peuvent  s'élever  au-delà  d'une  certaine  dimenfion 
donnée  ,  différente  ou  la  même  pour  chaque  combinaiCon  de  ces 
deux  inconnues. 

3.0  Que  ces  mêmes  inconnues,  dans  leurs  combinaifons  trois 
à  trois,  ne  peuvent  s'élever  au-delà  d'une  certaine  dimenfion  don- 
née ,  différente  ou  la  même  pour  chaque  combinaifon  de  trois 
de  ces  inconnues. 

4.0  Que  ces  mêmes  inconnues  ,  dans  leurs  combinaifons  quatre 
à  quatre ,  ne  peuvent  s'élever  au-delà  d'une  certaine  dimenfion 
donnée  ,  différente  ou  la.  même  pour  chaque  combinaifon  de 
quatre  de  ces  inconnues. 

y.°  Et  ainfi  de  fuite  juCqu'à  la  combinaifon  de  ces  inconnues 
prifes  p  zpf  laquelle  ne  peut  s'élever  au-delà  d'une  dimenfion 

<f°  Enfin 
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'6°.  Enfin  les  autres  inconnues  qui  font  au  nombre  de  n  —  p , 
montent,  tant  dans  leurs  combinaifons  en tr'elles  ,  que  dans  leurs 
combinaifons  avec  les  p  précédentes  inconnues ,  à  toutes  les  di- 
menfions  poflibles,  jufqu'à  celle  de  l'équation. 

Ces  équations  étant  en  môme  nombre  que  les  inconnues  qu'elles 
renferment,  il  fera  donc  toujours  poffible  de  déterminer  le  degré 
ô!e  l'équation  finale  réfultante  de  l'élimination  de  n  —  1  de  ces 
inconnues. 

En  effet ,  il  eft  facile  de  voir,  actuellement ,  i.°  Que  la  forme 
la  plus  générale  que  l'on  puifle  adopter  pour  le  polynôme-multi- 
plicateur ,  eft  la  forme  même  de  ces  équations  :  2.0  Que  la  forme 
de  chacun  des  polynômes  qui ,  par  le  nombre  de  leurs  termes  , 
expriment  le  nombre  de  termes  qu'il  eft  poflible  de  faire  dif- 
paroître  tant  dans  le  polynôme-multiplicateur ,  que  dans  l'équa- 
tion-produit ,  fera  aufli  la  même  que  celle  de  ces  équations. 

De  plus,  on  s'affurera  par  le  même  raifonnement  que  nous  avons 
employé  (  10?  ),  que  tous  ces  drfférens  polynômes  doivent  être 
de  même  nature. 

Et  puifque  nous  avons  fait  voir  la  manière  de  déterminer 
le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  quelconque  du  premier 
ordre  ;  &  que,  par  tout  ce  que  nous  avons  dit  jufqu'ici ,  on  a  le 
moyen  de  déterminer  au(fi  le  nombre  des  termes  que  l'on  peut 
faire  difparoître  tant  dans  le  polynôme-multiplicateur  ,  que  dans 
l'équation-produit  ;  on  aura  donc  toujours,  d'après  ce  que  nous 
avons  enfeigné  jufqu'ici ,  l'expreflion  du  nombre  des  termes  ref- 
tans  ;  ôc  par  conféquent  celle  du  degré  de  l'équation  finale ,  en 
quantités  abfolument  connues ,  ôc  tout-à-fait  indépendantes  du 
polynôme-multiplicateur. 

Mais  fi  on  fe  rappelle  ce  que  nous  avons  obfervé  (117)  f"r  ks 
équations  incomplettes  du  premier  ordre  relativement  à  trois  feu- 
lement dç  leurs  inconnues ,  6c  où  nous  avons  trouvé  huit  ex- 
preflions  différentes  du  nombre  des  termes  de  ces  fortes  de  polynô- 
mes ,  fie  par  conféquent  huit  expreffions  différentes  du  degré  de 
l'équation  finale,  on  doit  s'attendre  que  le  nombre  de  ces  diffé- 
rentes expreflions  fe  multipliera  prodigieufement  à  mefure  que 
les  polynômes  ou  les  équations  renfermeront  un  plus  grand 
nombre  de  variétés  d  expofans  dans  leur  compofition  :  on  peut  en 
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prendre  une  idée ,  en  jectant  de  nouveau  les  yeux  fur  le  peu 
que  nous  avons  dit  à  ce  fujet  (  1  fo  &  fuiv.  ). 

Mais  en  relifant  ce  que  nous  avons  dit  (  117),  on  verra  que 
dans  cette  multitude  d'expreflions  différentes  du  degré  de  l'équa- 
tion finale  ,  il  fera  toujours  poflible  de  déterminer  quelle  eft 
celle  qui  feule  peut  avoir  lieu  ,  &  les  fymptômes  qui  caraâérifent 
tous  les  différens  cas  que  ces  équations  peuvent  comprendre. 

On  voit,  en  même  tems ,  que  ce  feroit  un  travail  prodigieux  , 
que  d'entreprendre  de  déterminer  toutes  les  différentes  expref- 
fions  du  degré  de  l'équation  finale  réfultante  d  un  nombre  quel- 
conque d'équations  qui  feroient  incomplettes  du  premier  ordre  , 
relativement  à  quatre  feulement  de  leurs  inconnues.  Mais  ce 
qu'on  peut  remarquer  en  général ,  c'eft  que  fi  toutes  les  équations 
font  de  même  nature  t  on  n'aura  jamais  befoin  de  parcourir 
toutes  les  différentes  expreflions  du  degré  de  l'équation  finale  , 
pour  avoir  celle  qui  leur  convient  :  elle  réfultera  immédiate- 
ment de  la  différentiation  de  l'expreflion  du  nombre  des  termes 
d'un  polynôme  de  même  nature  que  ces  équations  :  au  lieu  que 
dans  le  cas  où  ces  équations  ne  font  pas  toutes  de  même  nature  , 
on  ne  peut  être  afiuré  du  véritable  degré  de  l'équation  finale  , 
que  par  l'examen  de  toutes  les  formes  dont  le  polynôme-multi- 
plicateur eft  fufceptible  ,  Ôc  de  toutes  les  conditions  qui  en  ré- 
fultent  ;  c'eft-à  dire ,  que  par  un  examen  femblable  à  celui  que 
nous  avons  fait  connoître  (  1 18  & Juiv.) ,  mais  appliqué  à  un  objet 
infiniment  plus  étendu. 

Au  refte,  c'eft  la  nature  de  la  choie  qui  le  veut  ainfi  :  il  n'eft 
pas  plus  poflible  de  réduire  à  un  plus  petit  nombre  les  diffé- 
rentes expreflions  que  notre  méthoae  préfente  ,  Qu'il  ne  l  eft  de 
réduire ,  au-defTous  de  24  par  exemple ,  le  nombre  des  combi- 
naifons  dont  quatre  lettres  font  fufceptibles.  C'eft  avoir  fait ,  ce 
me  femble ,  tout  ce  qu'il  eft  poflible  de  faire  fur  cet  objet ,  que 
d'avoir  donné  le  moyen  de  connoître  toutes  les  différentes  ex- 
preflions poflibles ,  Ôc  parmi  toutes  ces  exr>reflions ,  celle  qui  eft 
uniquement  propre  à  la  queftion  :  exiger  plus ,  feroit  exiger  Vite* 
poflible. 
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SECTION  III. 

Des  Polynômes  incomplets ,  SC  des  Équations  incomplettes 
des  fécond 9  troijième,  quatrième  ,  SCc.  ordres. 

<  16  J.)  Quelque  étendus  que  foient  les  polynômes  Ôc  les 
équations  que  nous  avons  confidérés  dans  les  deux  Sections  pré- 
cédentes ,  ils  ne  comprennent  cependant  pas  encore  tous  les  po- 
lynômes ,  &  toutes  les  équations  poflibles  ;  ou  du  moins  leur 
forme  n'a  pas  encore  toute  la  généralité  néceflaire  ,  pour  que 
nous  puiffions  dire  dès  à  préfent  qu'il  n'eft  aucune  efpèce  d'équa- 
tions algébriques  dont  nous  ne  puiffions  déterminer  le  plus  bas 
degré  de  l'équation  finale. 

Pour  embrafler  toutes  les  variétés  qui  peuvent  avoir  influence 
fur  le  degré  de  l'équation  finale ,  il  ne  fuffit  pas  de  confidérer 
quelles  font  les  plus  hautes  dimenftons  auxquelles  les  inconnues  , 
foit  feules ,  foit  dans  leurs  combinaifons  deux  à  deux ,  trois  à  trois, 
quatre  à  quatre ,  cinq  à  cinq ,  &c.  peuvent  atteindre  dans  chacune 
des  équations  propofées  :  ces  variétés  ont  fans  doute  une  très- 
grande  influence  fur  le  degré  de  l'équation  finale  ;  mais  il  eft 
encore  un  très  -  grand  nombre  d'équations  a  où  cette  confidé- 
ration  feule  ne  donneroit  que  la  limite  du  degré  de  l'équation 
finale. 

Outre  les  variétés  que  nous  avons  confidérées  jufqu'ici ,  on 
peut  encore  en  concevoir  d'analogues ,  mais  qui  n'auroient  lieu 
que  pendant  un  certain  nombre  de  dimenfions  confécutives  de 
l'équation ,  6c  auxquelles  fuccéderoient  des  variétés  analogues  , 
lefquelles  n'auroient  encore  lieu  que  pendant  un  certain  nombre 
de  dimenfions  confécutives  de  l'équation ,  &  ainfi  à  l'infini. 

(166.)  Pour  expliquer  plus  clairement  notre  idée  ,  &  faire 
connoître  ce  que  nous  entendons  par  un  polynôme  incomplet 
d'un  certain  ordre  ;  11  faut  concevoir  un  polynôme  qui  ,  étant 
d'abord  incomplet  du  premier  ordre  ,  vient  à  être  mutilé  d'un 
certain  nombre  de  termes,à  compter  depuis  une  certaine  dimenfion 
quelconque  de  ce  polynôme  ,  jufqu  a  la  dimenfion  la  plus  élevée  ? 
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de  manière  que  confidéré  depuis  cette  dimenfion  jufqu'à  la  di- 
menfion la  plus  élevée  ,  il  eft  incomplet  du  premier  ordre ,  mai» 
avec  des  expofans  diflférens  de  ceux  du  pofynome  formé  par  les 
dimenfions  inférieures. 

Par  exemple ,  fi  on  conçoit  que  dans  le  polynôme  (x*  »  y4)  ^ 
on  fupprime ,  paffé  la  dimenfion  T  <C  T ,  tous  les  termes  où 

x  pafleroit  le  degré  A'  <.A,  ôc  tous  les  termes  où^  pafleroit 

le  degré  A'<A  ;  on  aura  un  polynôme  à  deux  inconnues ,  ôc 

du  fécond  ordre  £  polynôme  que  nous  repréfenterons  de  cette 

manière.  ....(  .  J  ?  * 

\xA  y  y.  / 

Pareillement ,  fi  dans  le  polynôme 

t(x*,  y*)\  fx*,tf)1,  (y*, 

on  fùpprime ,  par-delà  la  dimenfion  T  «<  T,  tous  les  termes  où 

x  t y  ôc  ^  pafleroient  les  degrés  A' ,A' ,A'  fefpe&ivement  plus 

petits  que  A,  A, A,-  Ôc  qu'on  en  fupprime  encore,  à  compter 

de  la  dimenfion  T-t-  i  ,  cous  les  termes  où  x  ,y  ôc  ^  combinés 

deux  à  deux  pafleroient  les  dimenfions  B'  ,B' ,  B'  refpeftivement 

plus  petites  que  B ,  B ,B  ;  on  aura  un  polynôme  incomplet  à 

trois  inconnues,  &  du  fécond  ordre  ,  polynôme  que  nous  repré- 
fenterons par 

L\x*,y*J*  ,  Kx*,K*  )*  >  \y*,%*  /*  J7. 
Si  on  conçoit  que  dans  le  polynôme  \xa'  yA  )  1 9  on  P" 

prime,  paflé  la  dimenfion  T<  T  ôc  >  T,  tous  les  termes  où 
x  pafleroit  le  degré  A"  <A',  Ôc  tous  les  termes  où  y  pafleroit 
le  degré  A"  <  A' ,  on  aura  un  polynôme  incomplet  du  troi-» 
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fième  ordre,  que  nous  repréfenterons  par 

'de cette  autre  manière  (xA  •A'AiyP'4>/} ) 

•a» 

Et  engendrai,  fi  nous  repréfentons  par  A  f  A  9  A ,  A ,  &oV 
les  difFérens    plus    grands  expofans  d'une   même  inconnue 

dans  les  intervalles  entre  lès  dimenfions  T,  T,  T,  T,  &c« 
fions  repréfenterons  un  polynôme  d'un  ordre  quelconque  par 

(ua.  Â.T.Â.*c..,nJT,T.  T.  ¥t*c.f  en  ne  je  fljppofant  in- 
complet que  par  rapport  aux  inconnues  confidérées  leule  à  feule. 
S'il  l'eft  auffi ,  par  rapport  aux  inconnues  Combinées  deux  à 
deux ,  trois  à  trois  ;  à  la  manière  employée  dans  les  deux 
Serions  précédentes  pour  repréfenter  ces  polynômes  ,  nous  join- 
drions la  manière  actuelle.  Far  exemple ,  au  lieu  du  polynôme 

nous  écririons 

On  voit  par-là  ce  que  nous  entendons  par  des  polynômes  de 
'différens  ordres. 

(167.)  Ilneneft  pas ,  à  beaucoup  près,  des  polynômes  & 
ides  équations  d'un  ordre  fupérieur  au  premier  ,  comme  des  poly- 
nômes du  premier  ordre.  Dans  les  équations  incomplettes  du  pre- 
mier ordre,  le  polynôme-multiplicateur  ,  &  l'équation-produit 
font  toujours  des  polynômes  de  même  ordre  que  Ces  équations  ; 
&  il  en  eft  de  môme  de  tous  les  polynômes  particuliers  qui ,  par  le 
nombre  de  leurs  termes ,  concourent  à  donner  l'expreflion  du 
degré  de  l'équation  finale. 

'  Au  contraire ,  dans  les  équations  incomplettes  d'un  ordre  fupé- 
rieur au  premier,  le  polynôme-multiplicateur ,  l'équation-produit, 
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&  tous  les  polynômes  qui ,  par  le  nombre  de  leurs  termes ,  doi- 
vent entrer  dans  l'expreflion  du  degré  de  l'équation  finale  ,  font 
tous  des  polynômes  de  différens  ordres. 

(  T68-)  D'après  cette  obfervation ,  on  prévoit  aifément  que 
la  forme  du  polynôme-multiplicateur  n'eft  pas  à  beaucoup  près 
auffi  déterminée  que  dans  les  équations  incomplettes  du  premier 
ordre  ;  enforte  qu'il  n'arrivera  pas  toujours  que  le  polynôme  qu'on 
adoptera  pour  polynôme-multiplicateur ,  conduite  à  une  expref- 
fion  du  degré  de  l'équation  finale  ,  qui  foit  une  différentielle 
exacte  d'un  ordre  égal  au  nombre  des  équations  :  &  toutes  les  fois 
que  cela  manquera  d'arriver ,  il  eft  indubitable  que  la  forme 
adoptée  pour  le  polynôme-multiplicateur ,  n'eft  pas  propre  à  foire 
connoître  le  degré  de  l'équation  finale.  Ce  ne  pourroit  donc 
être  qu'en  prenant  pour  polynôme- multiplicateur  ,  un  polynôme 
d'un  ordre  indéfini  qu'on  pourroit  parvenir  à  trouver  la  véritable 
expreflion  du  degré  de  l'équation  finale.  Mais  nous  devons  ob- 
server qu'en  cherchant  à  déterminer  ce  polynôme  par  la  feule 
condition  qui  puiffe  le  déterminer ,  c'eft-a-dire ,  car  la  condition 
que  l'expreffion  du  degré  de  l'équation  finale  devint  une  dif- 
férentielle exacte  d'un  ordre  égal  au  nombre  des  équations  ,  on 
feroit  conduit  à  un  travail  interminable,  par  le  nombre  infini 
de  cas  &  de  fubdivifions  de  cas  différens  qui  fe  préfenteroient , 
félon  les  différens  rapports  de  grandeur  entre  les  variétés  des 
expofans  des  équations. 

On  ne  doit  donc  pas  s'attendre  à  voir  ici  cette  matière  traitée 
avec  la  même  généralité  avec  laquelle  nous  avons  traité  les  équa- 
tions incomplettes  du  premier  ordre.  Quand  la  confidération  du 
travail  que  nous  venons  d'indiquer ,  ne  nous  en  détoumeroit  pas, 
le  prodigieux  nombre  de  quantités  que  nous  aurions  à  mettre 
fous  les  yeux ,  rendrait  feul  la  chofe  impraticable. 

(  169.)  Nous  nous  bornerons  donc  à  faire  connoître  la  mé- 
thode ,  en  n'employant  pour  polynôme-multiplicateur  que  le 
polynôme  le  plus  fimple  que  Ton  puiffe  d'abord  fe  propofer  d'em- 
ployer :  &  nous  n'appliquerons  qu'aux  équations  à  deux  &  à  trois 
inconnues.  On  verra  que  dès  celles-ci  ce  polynôme  eft  infuffifant 
pour  donner  l'expreflion  générale  du  degré  de  l'équation  finale , 
dans  tous  les  cas  poffibles  ;  &  que  par  conféquent  pour  l'avoir 
Sïans  les  cas,  autres  que  ceux  que  nous  expoferons ,  il  fàudroit  em- 
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ployer  un  polynôme- multiplicateur  ayant  plus  de  variétés  d'expo- 
fans  indéterminés. 

Quant  aux  équations  à  deux  inconnnues  ,  le  polynôme  le 
plus  ftmple  réuffira  toujours. 

Au  refte ,  fi  pour  avoir  l'exprelTion  générale  du  degré  de  l'é- 
quation finale  ,  dans  quelque  cas  que  ce  (bit  des  équations  in» 
complettes  d'un  ordre  quelconque  ,  il  eft  indifpeniable  de  fe 
livrer  à  un  travail  immenfe ,  il  ne  faut  pas  en  conclure  qu'il 
faille  néceflairement  fe  livrer  à  ce  travail,  pour  connoitre  le 
degré  de  l'équation  finale  pour  un  cas  détermine  quelconque.  Ceft 
l'expreffion  générale  feule  qui  exigeroit  ce  travail.  Mais  ,  par 
ce  que  nous  dirons  dans  le  fécond  Livre ,  fur  le  procédé  pour 
l'élimination ,  on  fera  toujours  sûr  d'arriver  à  l'équation  finale  la 
plus  baffe  qu'il  foit  poffible. 

Du  nombre  des  termes  des  Polynômes  incomplets 
d'un  ordre  quelconque. 

(170.)  Pour  ne  point  fatiguer  l'attention  par  des  expre£ 
fions  de  calcul  trop  compofées ,  nous  n'employerons  que  l'ex- 
preffion (u*>  *•  A-  kc- . . .  n  )  r'^'  T' T'  *c  pour  repréfenter  un 
polynôme  d'un  ordre  quelconque  ,  foit  que  la  nature  de  ce  poly- 
nôme foit  fixée  par  les  expolans  de  chaque  inconnue  feulement , 
foit  qu'elle  foit  fixée  par  les  expofans  des  dimenfions  des  corn- 
binaifons  de  ces  inconnues  comparées  deux  à  deux  ,  trois  à  trois  , 
&c. 

Problème  XXIV. 

On  demande  k  valeur  de  N  (uA'T-Â,Â,  ■» . . .  n  ) T  ■ 7  ' 7' T' ** 
(  X  7 I  j  Suppofons  d'abord  qu'il  ne  s'agit  que  de  (uA> A. .  .n)  T'  T. 
Si  on  compare  ce  polynôme  à  (u* , . .  n)  T,  on  voit  que  de- 
puis T  jufqu  a  T,  il  manque,  au  premier,  un  nombre  de  termes  =a 
£  N(u\  ,.nJT  —  N  (u%,  .n)^]  —  [  N(uA. . .  n)T—  N(uA, . .  nfj 

_       ^ddN(uA...nJT..(  r^o:0^!j. 
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.  Donc 

î  r  \r-r,o  0,^-4/ 

Prenons  a&uellement      uA>A'A . . .  n)  '  '    :  6c  comparant 

de  même  au  polynôme  (uA  , . .  n)  T ,  on  verra  il  manque  au 
polynôme  propofé, 

!«•  Depuis  T,  jufqu'à  T,  un  nombre  de  termes 

i,°  Depuis  T,  jufqua  T,  un  nombre  de  termes 
=  ddNfP  ...»/ *  =    :     =  *  \ 

V  2--T.  o     o,A-A  J 

Donc  N(uA>A>AZ...nJT'f'^*=N{Û*...n)T 
r-  ddN(u*...nJT...(    r_    :        ?  \ 

-ddN(i?...nJY...(_T=  : 
|  y         Vr-r,o  o.a-aJ 

Et  continuant  dç  raifonner  de  la  même  manière  ,  on  trouver* 
'que  ït(**.X:ÏX,  .  ,  nJT'T'T'  T'=  N(u*.  ..  n)T 

&.  ainfi  de  fuite. 


•  -      -     .     »  •  ■        -  •  •  •  -  j 
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De  la  forme  du  Polynôme  -  multiplicateur,  SC  des  Poly- 
nômes qui ,  par  le  nombre  de  leurs  termes,  influent  fur  le 
degré  de  V équation  finale  réfultante  d'un  nombre  donné 
d'équations  incomplettes  d'un  ordre  quelconque, 

(  l7*0  Le  polynôme-multiplicateur,  l'équation-produit,  & 
les  polynômes  particuliers  qui ,  par  le  nombre  de  leurs  termes  , 
expriment  celui  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître  tant  dans 
le  polynôme-multiplicateur,  que  dans  l'équation-produit  ;  tous 
ces  polynômes  &  équations  ,  étant  d'ordres  différens  ,  il  fàudroit 
un  peu  plus  d'art  pour  déterminer  la  forme  de  chacun ,  que  nous 
n'en  avons  employé  dans  la  féconde  Section  ,  fi  en  donnant  d'a- 
bord au  polynôme-multiplicateur  une  forme  indéterminée  quel- 
conque ,  nous  voulions  en  conclure  celles  des  autres  polynômes 
dont  le  nombre  des  termes  entre  dans  l'expreffion  du  degré  de 
l'équation  finale  :  d'ailleurs  les  détails  de  calcul  dans  lefquels  il- 
faudroit  entrer ,  deviendroient  trop  longs. 

Mais  en  réfléchhTant  un  peu  fur  ce  que  nous  avons  dit  dans  la 
féconde  Section  ,  fur  les  polynômes  qui ,  par  le  nombre  de  leurs 
termes,  expriment  celui  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître 
tant  dans  le  polynôme-multiplicateur  ,  que  dans  l'équation-pro- 
duit ,  pour  les  polynômes  &  équations  incomplettes  du  premier 
ordre ,  on  peut  en  conclure  une  manière  générale  de  trouver  les 
caractères  principaux  de  la  forme  que  doivent  avoir  ces  polyno-* 
mes,  pour  les  équations  incomplettes  d'un  ordre  quelconque. 

Pour  faire  bien  entendre  ce  dont  il  s'agit ,  rappelions  les  idées 
fuivantes. 

(1730  Suppofànt  un  nombre  quelconque  a  d'équations  in«» 
complétées  du  premier  ordre ,  repréfentées  par 

(if. ,  ,»j'=o,  (u*\„n)*'  «=*  o,  (u*' . .  *n)1"  =  0 ,  ôcc 

&  prenant  (u4 . , .  n)  T  pour  le  polynôme-multiplicateur  de  la 
première. 

Nous  avons  vu ,  qu'à  l'aide  de  la  féconde  équation  feule  ,  on  ne 
pouvoit  faire  difparoître  dans  le  polynôme-multiplicateur ,  qu'un 
nombre  de  termes  5=  N(uA-*...  nJT-''i  fie  dans  l'équation* 
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produit,  un  nombre  de  termes  =  N(uA+—d\  ,  .  n)T+t-'r'* 

Qu  a  l'aide  de  la  féconde  &  de  la  troifième  feules  ,  on  ne  pou- 
voit  faire  difparoître  dans  le  polynôme-  multiplicateur  ,  qu'ui» 
nombre  de  termes 


a^Cu      ...»)      —  '••>0         -¥-N(u       ...«;  » 

êc  dans  l'équation-produit ,  un  nombre  de  termes 

s=JVC«  ...»;  —N(u  ...n) 

&  ainfi  de  fuite,  (  Voye^6o  &  fuiv.) 

Concevons  qu'on  Me  ^—  a'—  a"=*/i' k  T—t?—t"=  T; 
alors ,  le  polynôme-multiplicateur  fera  ( uA'+  *'  +Kr. . n/1"  +  ' 
l'équation-produit  fera  ^  .  .n;r-w+.+*"  rfe  nombre 

de  termes  qu'on  peut  faire  difparoître ,  à  l'aide  de  la  féconde? 
&  troifième  équations  feules  ,  fera 

m     A'+*»          T'  +  r"      ^A'  T'      xrA'  +  s'  T'+t* 

N(*  ...n)         —N(u  -+-AT»  ...»; 

pour  îe  polynôme-multiplicateur  ; 

pour  l'équation-produit.. 

(  174')  On  voit  donc  généralement  que  fi  ayant  pris  arbi- 
trairement un  polynôme  auelconque  du  premier  ordre  (uA...  nJTr 
on  conçoit  qu  on  vienne  a  le  multiplier  fucceffivement  par  toutes 
les  équations  du  premier  ordre,  propofées;  il  en  réfultera  un  po- 
lynôme (  ^+«+-,W+^^i».„.ji/ï+^«,+^+«r+te  que  l'on: 
peut  regarder  comme  le  générateur  de  tous  les  autres  polynômes 
qui  peuvent  avoir  lieu  dans  la  queftion  actuelle. 

En  effet  i.°  la  forme  de  ce  polynôme  fera  celle  de  l'équation- 
produit. 

%•  Lepolynome^+'+';+-*+*c'...n;r+''+'^r,+atc.fera 
la  forme  du  polynôme-multiplicateur. 

3.0  N(uA+a "  +  n     +«"■*■  fera  le  nombre  de 

termes  qu'on  peut  faire  difparoître  dans  le  polynome-multiplica- 
leur  ,  à  l'aide  de  la  féconde  équation  feule  i  pareillement 
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iV/tt'"*"a''*"*u,'kS  .  .  nJT+*' fefa  le  nombre  des  termes 
qu  on  peut  faire  difparoîtrô  dans  le  polynôme -multiplicateur  à 
laide  de  la  troifième  équation  feule  ;  ôc 

&(uA  T+ l"*    *<•  —  N(uA + ke- . . .  n;T+ 

le  nombre  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître  à  l'aide  de 
la  féconde  &  de  la  troifième  équations. 

4.0  Et  l'on  verra  de  même  que  le  nombre  des  termes  qu'on 
peut  faire  dilbaroître  dans  l'équation-produit ,  par  la  féconde  fie 
la  troifième  équations,  eft 

Et  Ton  voit ,  en  général ,  qu'il  fera  toujours  facile  de  trouver 
Vexpreflion  du  nombre  de  termes  que  l'on  peut  faire  difparoître  , 
à  l'aide  d'un  nombre  quelconque  d'équations. 

C'eft  en  envifageant  les  chofes  de  cette  manière,  que  nous 
allons  actuellement  traiter  les  équations  incomplettes  de  différens 
ordres.  Mais  pour  ne  point  interrompre  le  fil  de  ce  que  nous 
dirons  fur  cette  matière  ,  nous  placerons  ici  quelques  notions 
«files  pour  la  réduction  des  différencielles  que  nous  reneon» 
crerons. 

Notions  utiles  pour  la  re'duclion  des  différencielles  qui 
entrent  dans  CexpreJJion  du  nombre  des  termes  d'un 
polynôme  d'un  ordre  quelconque. 

(X750  L'expression  du  nombre  des  termes  d'un  polynôme 
incomplet  d'un  ordre  fupérieur  au  premier  ,  renferme ,  comme 
on  l'a  vu  (171),  des  différences  fécondes.  Les  variations  de 
ces  différences ,  lorfqu'il  s'agit  d'appliquer  à  la  recherche  du 
degré  de  l'équation  finale  ,  font  des  compofés  des  variétés  det 
expofans  des  équations  données;  mais  pour  pouvoir  démêler  parmi 
ces  différences  fécondes ,  quelles  font  celles  dont  la  réunion ,  par 
les  fignes  H-  ou  — ,  peuvent  former  des  différencielles  exactes 
d'un  ordre  égal  au  nombre  des  équations ,  il  eft  néceffaire  de 
tlécompofer  ces  différences  fécondes  ,  en  d'antres  différencie 

T  ij 
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fécondes ,  dont  la  variation  foit  la  môme  autant  qu'il  fera  pôf- 
fible  :  c'eft  dans  la  vue  d'en  donner  les  moyens  que  nous  plaçons 
ici  les  notions  fui  vantes. 

(176.)  Si  l'on  a  une  quantité  telle  que  d  [F(uf\. . .(  g  "  fc) 

dans  laquelle  par  F Vu)  nous  entendons  une  fonÛion  quel- 
conque de  u  ;  &  qu  on  demande  de  la  décompofer  en  diffé- 
rencielles  dont  l'une  ait  a  pour  variation ,  &  l'autre,  b  pour 
variation,  on  aura 

En  effet,  il  eft  facile  de  îoîr  que  laccroiflement  que  prend 
F  (11),  lorfque  u  devient  u  -+•  a  ■+-  b ,  eft  compofé  de  l'accrois 
fement  que  prend  F  (u) ,  lorfque  u  devient  «  ■+■  a,  &  de  l'ac- 
croiffement  que  prend  F(u-\~aJ,  lorfque  tt  -+■  a  devient 
u  -h  &  -H  b. 

(177.)  Donc  par  lamêmeraifon  ddlF(u). .  .{*+b  c+J) 

( 1 7  80  Si  au  contraire  on  avoit  d\_F(u)  3  >)>on  auroit 

(179.)  Et  fi  on  avoit  ^CjF^;]...(_"â-t)>on  auroit 

4[Ff«;)...(_"^)«4[Ff»;3. ••(_")  +à[F(»— ;]-.  ("~*). 

(  180.)  Les  quantités  auxquelles  nous  aurons  à  appliquer  ces 
principes ,  font  des  quantités  de  cette  forme 

dans  laquelle  les  deux  variations  de  T+t-hj'ïont  —  ^-^  &  oj 
p.  celles  de  font  o  ,  &  —  fâ  —  a  •+•  d  —  4)  * 
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Of  l'objet  fera  de  réduire  ces  différencielles  à  d'autres  où  il  n'y 

ait  d'autres  variations  que  —  (  t'—'t'J,  o  ,  —  (a  —  d  )  H. 
*~-(  a  —  a).  On  aura  donc 

/«-f-T-f-T'         T+t+t'  +  A+T+T  v 

V-(«'-*),o   o,  — [«— «j/ 

Au  refte  ,  quoique  toutes  les  variations  qui  fe  rencontreront 
dans  les  différencielles  qui  vont  fe  préfenter ,  foient  négatives  , 
nous  les  préfenterons  fous  urte  forme  pofitive ,  pour  plus  de  fim-» 
plicité  :  comme  leur  réfultat  doit  être  une  différencielle  d'un  ordre 
égal  à  la  dimenfion  de  la  auantité  différenciée  ,  cela  eft  indifférent 
(  itf  )  pour  la  valeur  finale. 

PROBLÈME  XXV. 

Soient  (u  * -T. . .  n  ) '  ,T«  o ,  (u  •  -r. . .  n)  *****  o ,  (u  *  7< .  .n) *  Km  0  ,  &c< 

un  nombre  n  <t équations  incomplet  tes  du  fécond  ordre ,  renfermant 
chacune  les  mêmes  inconnues  au  nombre  de  n.  On  demande  le  degré 
de  l'équation  finale* 

(  1 8  l«)  Concevons  d'abord  qu'il  n'y  ait  que  deux  équations: 
&  feignant  que  nous  avons  multiplié  la  féconde  par  le  polynôme 

JuA * .  .  n)T ,  ce  qui  donnera  le  polynôme  du  fécond  ordre 

(  uA~*"'-A~*"*'  ...nJT+  *'•  r+',  imaginons  que  nous  multiplions 
celui-ci  pat  la  première  équation ,  ce  qui  donnera  le  polynôme 
du  quatrième  ordre 

fuA+»+»:A+i+*.  A+a'+7.A+J'+7t  (  >n  JT+t+ft  T+?+t,T+t +7,T+? +  7 

dans  lequel  l'ordre  des  quantités 

A  -h  a  -ha\  A-t-~â'-h  a,  A  -h  cl a,  A +  7'+  ~a  , 

&  des  quantités 

r    *  -f-  *',  T-h  7    /,  r-f-  /'  -+- 7,  r-*-  7+  T. 

N'eft  affujéti  qu'à  l'égard  de  la  première  &  de  la  dernière  qui 
font  telles  que  la  première  eft  la  plus  petite ,  &  la  dernière  ht 
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plus  grande  dans  la  première  fuite  :  c'eft  le  contraire  dans  la 
féconde  fuite. 

Quant  aux  deux  quantités  intermédiaires  ,  la  première  peut 
être  plus  grande  ou  plus  petite  que  la  féconde. 

Celapofé,  il  eft  facile  de  voir,  i.°  Qu'on  peut  toujours  faire 

'difparoître,  dans  le  polynôme  (uA  +**  A+T.  ..n)  T+'' T+~  ,  à 
l'aide  de  la  féconde  équation,  un  nombre  de  termes  exprimé 
par  N(  uA  . . .  n  )  T. 

2.°  Qu'on  peut ,  pareillement ,  à  l'aide  de  la  même  féconde 
équation ,  faire  difparoître  dans  le  polynôme 

un  nombre  de  termes  n  Nfir4*"'*-*-^  ..nJT+'>  T+~*. 

Donc  fi  on  conçoit  qu  ayant  pris  arbitrairement  un  polynôme 
de  la  forme  (uA+< '-A+*  . . .  n)  T+  *  >      «' f  on  muiripue 
première  équation  ,  par  ce  polynôme  ,  on  pourra  toujours  réduire 
l'équation  -  produit  qui  en  réfultera,  à  un  nombre  de  termes 
exprimé  par 

+a'A+7'+''  A+a'+7'A+T+7^tH)  t**'*:  T+7+t.  24-«+ôr+~+7 

(  182»)  Suppofons  à  préfent  qu'il  y  ait  trois  équations;  6c 
prenons  un  polynôme  de  la  forme 

forme  dans  laquelle  les  variétés  des  expofansde  u ,  ainfi  que  celles 
des  expbfans  du  polynôme  peuvent  fe  fuccéder  dans  plufieu» 
ordres  différens. 

Concevons  qu'on  multiplie  la  première  équation  par  ce  poly- 
nôme ;  on  aura  une  équation-produit  dans  laquelle  la  fuite  des  ex- 
pofans  de  A ,  &  celle  des  variétés  de  T,  feront 

■ 

+ <'+<",  ï"+,+7  +  f»,  r-t-r  +  ,,-i-7\  r-f-f-w'-t-T",  T+7+tt+t"i 
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Et  fi  ,  pour  abréger  ,  on  repréfente  le  nombre  des  termes  de  ce 
polynôme  ou  de  cette  équation  -  produit ,  par  N'f  on  verra  ; 
i.°  qu'on  peut  toujours  réduire  le  nombre  des  termes  du  poly- 
nôme-multiplicateur,  à  un  nombre  exprimé  par 

A+*+s,a+7  +s\a+s'+ï;a+1+?       T+t  +  t,.T+r+t»,T+t-+F,T+F+F 

fr(u  ,,.n) 

A+*:A+~''         T+S.T+7     -r.A+S.A+r        T+f.T+P  A  T 

—  N(u  ...n)  _  If(u  ...,rt)  +N(u  l 


ic  cela ,  à  l'aide  des  deux  dernières  équations* 

2.0  Et  que  par  conféquent  à  l'aide  de  ces  deux  mêmes  équations, 
&  des  coefficiens  du  polynôme-multiplicateur ,  on  pourra  réduire 
l'équation  -  produit  à  un  nombre  de  termes  exprimé  par 

#,^Jy(uA+»+'.  A+7+*,  A+ï+Ï^T+t+t',  T+t+7,  T+T+t,  r+«V? 

hT.  A+m+t",  A+M+7".  A+ï+m»,  T+»         T+  T4-7+»",  T+T+7* 

**  "  ; 

A+*  +m',A+T+.',A+*'  +  7:  A+T+7'  T+t'+t<t  T+-+f,  m-f+~,T+ï+F 
—N(u  ) 

Il  eft  facile  de  voir  maintenant ,  comment,  pour  un  nombre 
quelconque  d'équations ,  on  trouvera  le  nombre  des  termes  reftan9 
dans  l'équation  -  produit. 

(  i  8  3  •  )  Donc  s'il  efï  poflible  d'avoir ,  par  ce  moyen ,  une  ex- 
preffion  générale  du  degré  de  l'équation  finale  de  ces  fortes  d'é- 
quations ,  il  fàut  que  l'expreffion  du  nombre  des  termes  reftans  , 
trouve  être  une  différencielle  exafte  de  l'ordre  n. 

Si  la  chofe  n'a  pas  lien ,  c'eft  une  preuve  que  la  forme  que  nous 
venons  de  prendre  pour  le  polynôme-multiplicateur,  n'eft  pas  celle 
qui  convient  généralement,  &  que  ce  polynôme  eft  d un  autre 
ordre. 

(  I  840  La  forme  que  nous  venons  de  prendre  pour  le  poly- 
nôme-multiplicateur, eft  bonne  généralement  pour  les  équations 
à  deux  inconnues  ,  incomplettes  d'un  ordre  quelconque.  Il  n'en 
eft  pas  de  même  pour  un  plus  grand  nombre  d'inconnues  :  elle  ne 
peut  avoir  lieu  que  dans  certains  cas. 
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Voyons  d'abord  comment  elle  a  généralement  lieu  pour  lei 
équations  à  deux  inconnues  ,  incomplettes  d'un  ordre  quelconque. 
Nous  verrons  enfuite  quelque  cas  où  elle  a  lieu  pour  les  équations 
incomplettes  à  un  plus  grand  nombre  d'inconnues,  &  nous  ter- 
minerons en  faifant  voir  comment  on  arrivera  à  déterminer  cette 
forme  dans  les  autres  cas. 

(  I  8  S  '  )  Suppofons  donc  deux  équations ,  &  deux  inconnues. 

Je  prends  donc,  pour  polynôme-multiplicateur,  un  polynôme 
de  cette  forme 

L'équation  -  produit  qui  eft  alors 

fa 

préfente  les  deux  cas  fuivans  relatifs  aux  expofans  de  u ,  ôc  les 
deux  cas  fuivans  relatifs  aux  variétés  dans  les  expofans  dey 
dimenftons  de  cette  équation 

^+«  +  fl'  <^  +  â+al)  &  -<-+-<*-+-«'>  A  4-7-+-  a', 

r+f+7>r+7+»',  8c  r     t  +7  ^  r  ±  7  *  f, 
qui  font  la  même  chofe  que 

~â-r-  a  >  a"'  —  a'  ,  &  7  —  a  <  à7— a* 

t  —7  >  *•  —7  ,  6c  t  —7  <  t'  —7. 

Et  comme  chacun  de  ces  deux  derniers  cas  peut  avoir  lieu 
avec  chacun  des  deux  premiers ,  il  s'enfuit  cju  on  a  les  quatre 
cas  fuivans. 

t  —7  >  t'  — 7'  f  ô"  —  a  >  ô7—  a' 
«  —7  >  *'  —7  ;  â—  a  <  7—  a' 
,  — 7  <  i'  —7  ;  7—  a  >  —  a' 
i  —7  <  *'  —  7  „•  «T—  a  <  a'  —  a'. 

Dans  ie  premier  cas ,  l'équation-produit  fera  telle  que  non* 
venons  de  la  repréfenter. 

Dans  le  fécond  cas,  fa  forme  fera 


„    'A+*  +«.  A  +  0  +  a.A+.  +a  T+t  +  t;T+t+f,  T+t+< 

ceft-a-di 


direj 
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c'eft-à-dire ,  quelle  fera  un  polynôme  du  troifièmc ordre ,  parce 
que  dès  la  dimenfion  T+t  +  ï,  le  plus  grand  expofant  de  u 
étant  plus  grand  que  la  troifième  variété  A  a  a',  celle-ci 
n'eft  plus  une  variété. 

Dans  le  troifième  cas ,  la  forme  fera 


r  u  A +  *' A+ ' + *  «  A+ "+ '  '       i T+i+f,  T+T+  f.  T+T+7 

\  «  •  •  %  } 


puifque  l'expofant  A      a      ol ,  plus  grand  que  A     a  -f-  <7 

entrant  dès  la  dimenfion  T -h  t~+-    plus  grande  que  T     t  -f-  ? 

couvrira  la  variété  A  -4-  a  -H  a',  laquelle  ne  fera  par  conféquenî 
plus  une  variété.  r  4 

Dans  le  quatrième  cas ,  la  forme  fera 


Donc  ,  dans  le  premier  cas  ,  fi  on  nomme  D  le  nombre  des 
termes  reflans  dans  l'équation  finale,  on  aura 

Z>  -  N(uA~*"+ '  *  A+'+7'  A+ï+*- A+ï+ï^  ..t)T+t       T+  ' +Z  r+  r+'*  r+T+7 

Or  (  171 )  on  a 

V 
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D'ailleurs  (  180)  on  a 

a +7+  7        r-M-M1     /T +  «  +  #',     y<  +  7+T'  V 

*?ddN(»         ...*J         ••A  t  _T,o  +7—  / 

md4N(m  ...x,  --^  f,_T  o  •  ^ 

.4  +  ,  +  7  T+t  +  t'        /T+t+t     A  +  a+T\ 

*  ^ATf»  t.__  o  :  e  7--(  J. 

*'àdN(u  ••■\.-T-r+-.o  '  o,7--  / 

=  ddN(u  ...»;        ...^  (_T  o  .  oT_fl  ; 

>«+74--'        r  +  7V?     /  r+7+7  .x+7+7\ 

—  dd  N(U  ..  .Z)  .  .  ,i  _       .       _  /,r 

>    f —  f  #  0        O  ,  a  —  «  ' 

Faifant  donc  toutes  les  fubftitutions  ,  on  aura 

N(u        ...»;       —n(u     ...x;     —  jvr«      -x;  « 
-di*t(*  .x;  ...^        o  .  e  __4  ; 

\  »'  —  «  ,  o       O,  a  —  a'  ^ 

^+7+7        ,T+f  +  7      /  t+*+~,  >i+7+7\ 
-ddN(u  •  '  A    ,_7j0  •  o,7-u  / 

j-j  a//  ^+7-f-7         T+7+7      f  T+T+T  ^  A +7 +7  \ 
\~.ddN(u  ...x;  •   •  V  ,  _7,o  •  o,7-.  / 

.    +ddN(U     ...«;  ...^_To.o_-a; 

P>éfentement ,  fi  on  fait  attention  que  < 
x.-  -ddN(u  •••V,»_?,o  *  o,7-#  / 

+  ddN(u.  •  :•%')  •••l    .    -  „  '      -    m  ) 
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j         A+7+7  T+t  +  t'       (         T+t  +  t'  A+7+7\ 

Vi,-»,o,»-i+«'-i'  o.i-,,0' 

a>  Que  pareillement  -U»(.J^....)T+,+7..\Tt+£l*y+J) 
+  a  N<«A+~.  .     ;r+'...(  Tt'  :  "J"7  ) 

\  »  —  »,  O     O,  «  —  J  > 

»,/  ^+7  +  r  r+«  +  r      /  T+»-t-«'  .  a+7+7  %  

5 .°  Que  -44  »(uA  +T+    . . 0  T+T+    - .  (  *  ^  *  •  *  f) 

^-  *  V»'  —  «  ,o      o,«—  m 

+-diN(a  ..  '{t_To.0-,_t  ) 

'  V  »  —»  ,o,  »    o,  «  -.«', 

4.°  Et  qu'enfin 

A+7+7        T+t+ï  A+7        T+t  A+7'       .T+»'  '-d  T 

On  verra  que  la  valeur  de  D  fe  Téduit  à 

t.  a+7+7  T+t  +  t'       ,T+t  +  s   A  +  7+7\ 

.j         A+7+7  T+t+t'         /  T  +  t+t'    A+7+7\.  . 

C'eft-à-dire  ,  £  =  tt'—(t  —  a). (S—a'J  —  (t—  1)  .  fa'—  ^ 

(  1 86.  )  Après  le  détail  que  nous  venons  de  donner  au  calcul 
Idu  premier  cas ,  il  eft  fans  doute  fuperflu  de  nous  arrêter  de  même 
fiir  chacun  des  trois  autres  :  nous  nous  contenterons  donc  de  don- 
ner les  réfukats.  Mais  auparavant ,  nous  ferons  obferver  que  fi 

a  &  a  repréfentent  les  deux  variétés  des  expofans  de  la  féconde 

inconnue  dans  la  première  équation  ;  &  que  a',  a'  repréfentent 

les  quantités  analogues  pour  la  féconde  équation ,  on  aura  relatin 

Vi; 
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vement  à  cette  féconde  inconnue  les  deux  cas  fuivans 

7  —  a  >  7'  —  a'  &  7  —  a  <  7'  —  a', 

i       i      i        i         i        »       .  . 

lefquels  pouvant  avoir  lieu  avec  chacun  des  quatre  précédent ,  il 
en  réfulte  que  la  valeur  du  degré  D  de  l'équation  finale  dans  les 
équations  incomplettes  du  fécond  ordre  ,  à  deux  inconnues ,  eft 
iufceptible  de  huit  valeurs  relatives  aux  huit  différens  rapports  de 
granaeur  entre  les  expofans  des  équations  ôc.  des  inconnues. 

On  trouvera  ces  huit  valeurs  telles  qu'on  les  voit  dans  la  table 
fuivante  ,  où  pour  abréger,  nous  avons  fait 

Table,  des  différentes  valeurs  du  degré  de  l'équation  finale  dans 
tous  les  cas  pojjibles  des  équations  incomplettes  du  fécond 
ordre  >  à  deux  inconnues. 

Cas  Valeurs  correfpondantes  de  D. 

f— 7<r'—  7;  7—  a  <  7—  a!  ;  7—  a<âî— a'...  .  D  =  D'  —  (  t  —7)  .  [a  —  a  +  a—a) 
t  — 7<  i'—T';  7— a  >  7—  a';  7—  a  <7'  —  et  ....D  =  D'—  (  t  —7)  ,(a'—  a'-h~â—a  ) 
t-fT<  i'—7;  7—  a  <7—  a'  ;  7—  a  >  7—  a' ....  Dz=D,—  (i  —7)  .(a  —  a-t-  7—ar) 
,-7<i<-7;  7-  a>7—a'i  7-a>7'-a> . ...  D=*D'-(,-7)  .(7'-a>+7-a>) 

«— 7>«'— 7';  7— a<7— û'y  7—a<7—a'  D  =/>'  —  (V  —  7')  .  (â—  a  -f-7—  a) 

/— 7>/'^7'y  7—  û>7—  a';  7^a<7—a'  D  —  D—(il  —7) .  (V—  a'-h  7—  a  ) 

t  — 7>  i»—  7;  7— a<7—  a';  7— a  >7—a\...D  =D'—  (V— 7j  .  ~a—<t  -+-  7<—  a>) 
,  ,  — 7>/'— ?y  7— û>7— a',-  7—  a>7'—a'....D=D'—(t'—  7).  (7—  a'+7—  a'> 

» 

(Ig70  Suppofons  actuellement  que  les  deux  équations  pro- 
posées foient  du  troifième  ordre  ,  &  repréfentées  par 

(ua>'*'~*. . .  a J''T'T=s  o ,  fV» r- r. . .  2^''  *  -  '  =  o. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  (  181  6-  fuiv.  ),  on  doit  prendre  pour 
polynôme-multiplicateur  un  polynôme  de  cette  forme 

(ua+*.  A+7.A+7 ^  (  t  2j  T+t ;  t+T,  T+7  9 
adofs  Téquation-produit  aura  pour  variétés  dans  les  expofans  de  u% 
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&  pour  variétés  dans  les  expofans  de  fes  dimenfions ,  les  deux 
fuites  ci-deflbus 

A+a+d-,  A+7+a1,  A+7+a1,  A+»+7,  A+7+7  A  +7+7  A  +  a+7, 

A  +~i+7,A+7+7, 

T+t+t',  T+~t+t',  1 T+t+7,  T+7+7',  T+7+7,  T+t+7, 

T+7+7;  T  -f- T-f-  <\ 
Suites  dans  lefquelles  l'ordre  de  fucceffion  des  diflférens  termes, 
peut  être  différent  de  celui  qu'on  voit  ici ,  félon  les  diflférens 
rapports  de  grandeur  des  quantités 

<r,  a';  *x,  a';  t,  t'i  7,  7'i  7,  7'{ 

il  n'y  a  que  les  deux  extrêmes  dont  la  pofition  dans  chaque 
fuite  foit  invariable. 

Mais  pour  nous  borner  au  calcul  d'un  feul  cas  ,  fiippofbns  que 
l'ordre  aôuel  de  ces  quantités  foit  celui  qui  convient  à  leurs 

rapports  de  grandeur  ;  c* eft- à-dire  ,  fuppofons  A  H-  a  •+■  a'  le 

plus  grand  de  tous  j  A  -+-  a  ■+•  a'  plus  grand  que  tous  ceux  qui  le 

précédent ,  mais  plus  petit  que  celui  qui  le  fuit  ;  A  H-  a  -+-  al  plus 
grand  que  chacun  de  ceux  qui  le  précédent ,  mais  plus  petit  que 
tous  ceux  qui  le  fuivent ,  &  ainfi  de  fuite  ;  fuppofons  le  contraire 

pour  les  quantités  T-t-7-f-  F3  T-+-f-f-r',  T-+- *-+-  *',  prifes 
dans  le  même  ordre.  Toutes  ces  conditions  lé  réduifent  aux 
fuivantes 

T7  —  <T'  >  a  —  a  ;  a'  —  a'  >  a  —  a 
*  '  —  T'  >  /  —  T  ,•  »'  —  7r>  «  —  7. 

L'équation-produit  fera  donc  alors  un  polynôme  incomplet 
du  neuvième  ordre  ;  le  nombre  des  termes  qu'on  pourra  y  taire 
difparoître ,  à  l'aide  de  la  féconde  équation ,  fera  ceki  des  termes 

du  polynôme  . .  2jT+'-  T+~-  T+^. 

Et  le  nombre  des  termes  qu'on  pourra  faire  difparoître  dans 
le  polynôme-multiplicateur,  à  l'aide  de  la  même  féconde  équa- 
tion ,  fera  celui  des  termes  du  polynôme  (uA  .  « .  2jT. 

Donc,  fi  on  repréfente  par  N'  le  nombre  des  termes  de 
l'équation-produit  ;  par  JV"  celui  des  termes  qu'on  peut  y  faire 
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difparoître  à  l'aide  de  la  féconde  équation  ;  par  N'"  le  nombre 
des  termes  du  polynôme-multiplicateur  ;  6c  par  N,r  le  nombre 
des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître  dans  ce  dernier ,  à  l'aide 
de  la  féconde  équation  ,  on  a  actuellement  les  valeurs  de 
N',  N",  N'",  Nl\ 

Si  on  traite  ces  valeurs  comme  nous  avons  fait  (  18  j  ) ,  &  qu'on 
fubftitue  les  réfultats  dans  l'équation  D  =  N' —  N"—  NN'+  Nw , 
P  repréfcntant  le  degré  de  l'équation  finale  ,  on  trouvera 

'  >     1—1,0    *  O,  «  —  a  +  a  —  «r  / 

-**"<•      _   J  "\  7-7.  o 

V     t  —  ttO       O.  a  —  a  +•         «'  ' 

-*'"(»         _  ^        _  -\  T-7,o  J 0.7- 7*7^7 J 

c'eft-à-dire,z>  =  u'  -ff-T;.^'—  7)  —  (, -T) .  (7- a+7ï  —  a') 
—  (T  —7) .(T—ir+l?  —  a1  )  —  (t-T).(7-  a    *  —  i7;—  . 

—  (t  —  7). (7—  7" -h?—  f)  +  (t—T) .  (â7  —  a';  ; 
qui  en  faifant  attention  que  f —  r  =  f     r  -h  f —  f>  fe  réduit  à 

2>  =  f/'—^—T; .  (-/'— %(t-T).(î—  a)—  1  c  r  ^-T; .  r 

On  trouvera  de  même  la  valeur  de  D  qui  convient  à  chacun 
des  autres  cas  auxquels  peuvent  donner  lieu  les  rapports  de  gran* 
deurs  des  quantités 

7-  at7-Tt         a,  7— a',  ô7"-  7" ,  ô7—  a'  / 

r— T,  t  — T,  T—T;  /'  — ~, 
£  cela ,  fbit  que  l'équation-produk  foit ,  comme  dans  le  cas 
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'Épie  nous  venons  d'examiner ,  un  polynôme  incomplet  do  neu- 
vième ordre  ,  (bit  que  ,  comme  il  arrivera  fouvent  auffi  par  les 
rapports  des  quantités  t  aux  quantités  a ,  elle  foit  un  polynôme 
de  tout  autre  ordre  inférieur. 

Et  d'après  ce  que  nous  avons  dit  (  186"  ) ,  on  n'aura  plus  de 
peine  à  trouver  la  valeur  de  D ,  ayant  égard  aux  quantités  ana- 
logues à  a ,  a ,  a ,  a,,af,a,J  pour  la  féconde  inconnue* 

(  I  8  8«  )  En  général ,  fi  l'on  fait  attention  que  pour  les  équa- 
tions incomplettes  de  quelque  ordre  que  ce  foit ,  à  deux  inconnues, 
le  degré  de  l'équation  finale  eft  toujours  exprimé  par  une  fonction 
qui  n  eft  compofée  d'aucune  différencielle  d  un  ordre  moindre  que 
le  fécond  :  on  voit  que  dans  Quelque  cas  que  ce  foit  ,  on  pourra 
toujours  afligner  la  fonction  des  expofans  des  deux  équations 
données ,  qui  eft  l'exprelTion  du  degré  de  l'équation  finale* 

(189.)  Il  n'en  eft  pas  de  même  dans  les  équations  à  un 
plus  grand  nombre  d'inconnues.  La  forme  que  nous  avons  indiquée 
(i9ï&/uiv.) ,  ne  fera  pas  toujours  propre  a  réduire  l'expreffion  du 
degré  de  l'équation  finale  à  être  une  fonction  de  diftérencielles 
dont  aucune  ne  foit  d'un  ordre  moindre  que  le  nombre  des 
inconnues.  Par  exemple,  pour  les  équations  à  trois  inconnues, 

de  la  forme  (u*'  .  .3  J''*  —  o  ;  le  polynôme  -  multiplicateur 
ne  peut  pas,  généralement  parlant ,  être  un  polynôme  incomplet 
d'un  ordre  moindre  que  le  polynôme 

qui  eft  celui  (181  &  fuiv.)  qu'on  doit  en  effet  prendre  pour  poly- 
nôme-multiplicateur de  l'équation  (it*-  * . ..  3 y)'-T==  o  ;mais  il  fa 
peut,  &  il  arrivera  dans  plufieurs  cas  ,  que  ce  polynôme -multi- 
plicateur devra  être  incomplet  d'un  ordre  fupérieur.  Il  n'eft  pas 
néanmoins  impoffible  de  déterminer  d'une  manière  directe  quelle 
doit  être  cette  forme  dans  chaque  cas  ,  &  par  conféquent  le  degré 
de  l'équation  finale  en  fonction  des  expofans  des  équations  & 
des  inconnues  ;  mais  c'eft  un  travail  extrêmement  compliqué. 
Nous  allons  faire  voir  quelques-uns  des  cas,  où  la  forme  indiquée 

Li  8 1  &  fuiv.  )  eft  fuffifante  :  nous  donnerons  enfuite  une  idée  de 
marche  qu'on  doit  tenir  pour  déterminer  le  degré  de  l'équation 
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finale,  dans  tous  les  cas;  Ôc  nous  verrons  dans  le  fécond  Livre 
que  le  procédé  (|ue  nous  enfeignerons  pour  l'élimination  , 
conduira  toujours  a  l'équation  du  degré  le  plus  bas  pofïible  , 
quand  môme  on  n'auroit  pas  de  moyens  pour  s'affurer  antérieu» 
rement  de  ce  degré. 

(  190.)  Propofons-nous  donc  de  déterminer  le  degré  de 
l'équation  finale  pour  trois  équations  à  trois  inconnues  de  la 
forme 

(u9'~...3j'>7=  o  ,  (ua>T'. ..  3)*'T—  o,  (u*"-r . . .  3j'~'~'=  o. 

* 

Prenons  pour  polynôme  -  multiplicateur  de  la  première,  le 
polynôme 

^^+«•+«w.y4+a  +7J,^+7+«^^+7+7• ...  3^)  T+tl+t-,T+t-+T.T+ï+t\T+T+7 

dans  lequel  l'ordre  des  quantités  peut  être  différent  de  ce- 
lui qu'on  voit  ici  ,  félon  les   rapports  de  grandeur  de  ces 

quantités. 

L'équation  -  produit  fera  un  polynôme  du  huitième  ordre  , 
dans  lequel  les  variétés  des  expofans  de  l'inconnue  u  ,  6c  des 
expofàns  du  polynôme  feront  telles  qu'il  fuit 

a",  A+-  a     a'+V',  A  -+-  a.  -f-â7-*-      A •+•  a  +"7-+-7\  A+-  7+  a'  -h  a", 
A  -+-1T  A-hH-h-        a",  A  -+-1T  -+-  â'-f-â'' i 

T+t+t'  +  t",  T+t-ht'-hT\  T-h  t  +7-1-  r",  7"  -H  <  -4-7"-+-  P7,  T+T+S+t". 

T  +  T-h~-h  7"-+-  x",  r+T+7-h 

Si  on  nomme  iV'le  nombre  des  termes  de  cette  équation  ; 

JV"  le  nombre  des  termes  qu'on  pçut  faire  difparoître  dans 
cette  équation ,  à  l'aide  de  la  féconde  ; 

N'"  le  nombre  des  termes  qu'on  peut  y  faire  duparoître ,  S 
l'aide  de  la  troifième  équation  } 

N'v  le  nombre  de  termes  qu  a  l'aide  de  la  troifième  équation, 
on  peut  faire  difparoître  dans  le  polynôme  ,  à  l'aide  duquel  on 
peut  faire  dUparoître  le  nombre  N"  de  termes  dans  l'équation- 

produit. 

Si  on  nomme  pareillement  N',  N",  AT'",  N",  les  quantités  qui , 

pour 
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povr  le  polynôme  -  multiplicateur  ,  font  analogues  à  ce  que 

font  N't  N",  N'"y  N"  pour  l'équation-produit  ,  on  aura  pour 
l'expreffion  du  degré  de  l'équation  finale 

D  —  N'—N"  —  N"'-+-  À"*  —  N'  +  N"+-  N"'  —  N". 

•    *  0  0  0  * 

Or,  d'après  ce  qui  a  été  dit  (  171  ) ,  il  eft  facile  d'avoir  N$ 
pour  un  cas  quelconque  des  différens  rapports  de  grandeur  des 
expofans.  Quant  à  N" ,  N'" ,  N" ,  N',  &c.  il  eft  facile  de  voir 

que  N"  eft  le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  incomplet  du 
quatrième  ordre  dont  les  variétés  font  telles  qu'il  fiât 

A  -h  a      a",  i  +  a  +  ô77",  A  -+-  Ô~-H  a",  A      T-h  âT* 

r",  r  +  j  +  ^  r  +  7+  t",  r  -+-7  7». 

Que  ZVW  eft  le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  incomplet 
du  quatrième  ordre  dont  les  variétés  font 

A      a      a' ,  i<  +  «+7,  A  -4-1T-+-  a  ',  ^  -+-  ~â"-t-  «' 

7"  -t-  «  r     r  -+-T',  t  -h~ •+-       r  -+-T  71 

Que  2VW  eft  le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  incomplet 
du  fecond  ordre  dont  les  variétés  font 

A  •+-  a  ,    A  -\-  ~â 

T  -h  t ,    r  -h  17 
Que  iV'  eft  le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  incomplet 
du  quatrième  ordre  dont  les  variétés  font 

r  -+-  /'  -+-  /",  r+t'+7,  r  -f-T-t- 1" ,  t  -h  7-+-  T7. 
Que  iV"  eft  le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  incomplet 

du  fecond  ordre  dont  les  variétés  font 

A  -ha",  /1+a17 

r  -h       r+  7"'. 
Que  N  "  eft  le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  incomplet 

du  fecond  ordre  dont  les  variétés  font 

A  -t-  a' ,  A  4-  ô7 
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Et  qu'enfin  N"  eft  le  nombre  des  termes  du  polynôme  incoir** 
plet  du  premier  ordre  (uA . . .  sJT, 

On  aura  donc  facilement ,  pour  chaque  cas  des  différens 
rapports  de  grandeur  des  expofans ,  l'expreflion  de  chacune  des 
quantités  qui  entrent  dans  la  valeur  de  D. 

Mais  puifque  le  réfultat  de  leur  fubftitution  dans  rexorefliorî 
de  D ,  n'eft  pas  généralement  un  compofé  de  différencielles  dont 
aucune  ne  foit  d'un  ordre  inférieur  à  trois ,  bornons-nous  à  un 
des  cas  où  le  réfultat  de  cette  fubftitution  peut  être  tel. 

Suppofons ,  par  exemple  ,  que  les  trois  équations  données 

font  telles  que  t  —  F=  t1  —  7«=  7', 

Alors  plufieurs  des  variétés  des  expofans  de  u ,  dans  l'équation- 
produit ,  répondront  à  une  même  dimenfion  ,  &  la  fuite  de  ces 
variétés  pourra  être  écrite  ainfi 

A  4- a  4- a' -t- a",  A-ha-k-a' -ha^,  A d +1? +'aT' t  A+'ï+'iï+Z7, 
A  +  a+~iï-t-a",  A  -f- T-+-a'-+- ô77, 
A+Z+a'  +  a",  A-hâ-h~ï  +  a", 

C'éft-à-dire ,  que  l'équatîon-produit  ne  fera  alors  qu'un  polynôme 
du  Quatrième  ordre ,  dont  la  forme  fera  abfolument  déterminée 
par  le  plus  grand  des  trois  expofans 

&  le  plus  grand  des  trois  expofans 

A  -ha  -hâ'  -+■  a" ,  A        -+-  a'      a7' ,  A  -+-~â  +a'+  a". 

Ainfi  le  cas  de  r -7=  ^-7=  F7  préfente  les  fix  cas 
fuivans 

T-  a>  ~d-d  >aT'-a"     ~?  -  a1  >  a7'-  a">a~  -  « 
„>  a7'- a">~ï-a'  a">~a~  -  a  >a7-«' 

T'—  a>  _  a  >  a7*—  a"       a7'  —  a"  >  7—      >~<*  ~  * 

Prenons  le  premier  de  ces  fa  cas  :  l'équation  -  produit  fera 
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donc  un  polynôme  du  quatrième  ordre  dont  les  variétés  feront 

^  +  d  +  4'+/,  A  +"â"-t-  a'+a*',  A  +7+7  +  a" ,      +  a+7+7, 

r  +  f  +  r'+7',  r+r+7  +  T77,  r  +7+7+7. 

Le  polynôme  dont  JV"  exprime  le  nombre  des  termes ,  fera 
du  troifième  ordre ,  &  aura  pour  variétés 

A  -h  a  +  a",  A  +7+ a",  A  +7  +  7'. 

r  +  t  +  i" ,  r  +  t  +  7,  t  +7  +  T7. 

Le  polynôme  dont  N'"  exprime  le  nombre  des  termes ,  fera 
du  troifième  ordre,  &  aura  pour  variétés 

A  +  a  +  a'  ,  A  +7+  a?  t  A      7+  a'. 

r  +  «  +      r  +  «  +  7,  t  +7+7. 

Le  polynôme  dont  N"  exprime  le  nombre  des  termes ,  fera 
idu  fécond  ordre,  &  aura  pour  variétés 

A  +  a  ,  A  +  7 

r  +  r ,  r  +  7. 
Le  polynôme  dont  N'  exprime  le  nombre  des  termes,  fera 
du  troifième  ordre ,  fie  aura  pour  variétés 

A  +  a'+  a",  ^+7+  a",  ^  +7+  7'. 

r  +  t  +  t" ,  t  +  «'  +  7,  T  +7  +  T7. 
Le  polynôme  dont  N"  exprime  le  nombre  des  termes  ,  aura 
pour  variétés 

A  +  a",  A  +  a". 

r  +  t",  t  +  7. 
Le  polynôme  dont  N'"  exprime  le  nombre  des  termes ,  aura 
pour  variétés 

^+  a',  ^  +  7. 
t  +  v,  r  +  7. 

Préfentement ,  fi  à  l'aide  de  et  qui  a  été  dit  (  171  fie  180)^ 
on  détermine  les  valeurs  de  N'9  N",  fitc.  fie    fi  on  les 

X  1; 
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fubftitue  dans  l'expreflion  de  D  ,  on  trouvera 

I>?=:d>N(u  )  ...»   .   _  1 

^+7+7+7    T-M+7+F      /  T+r+7  +  T    ^4.7+7+^  \ 

qui  fe  réduit  à 

23  =  r  /'       c  r  _â  ; .  (  l*       ; .  (Y'  -f')  -  (Y'-  T') .  (V-  a'; .  (V  -  F-»-  Z77"-  J75) 
—  C  r"  -  O  .  (V'  —  a»; .  r  /  — T-+-7"—  a'j. 

(10 1.)  On  trouvera  de  la  même  manière  la  valeur  deD , 
qui  répond  à  chacun  des  cinq  autres  cas. 

(192.)  La  valeur  de  D  peut  encore  être  exprimée  en 
fonaion  des  expofans  des  équations  &  des  inconnues ,  en  em- 
ployant un  polynôme  -  multiplicateur  tel  qu'il  a  été  dit  (  ipo  ). 

i.°  Lorfque  7—  a  =  7—  a'  =  7  —  a"  i  2.0  lorfque  Tune 
quelconque  des  trois  équations  n'eft  incomplette  que  du  premier 
ordre  ;  3.0  &  enfin  dans  quelques  autres  cas  dont  nous  ne  pour- 
fuivrons  pas  l'examen. 

Conclu/ion  pour  les  équations  incomplettes  d'un  ordre 

quelconque. 

(193.)  De  tout  ce  qui  précède  ,  on  peut  conclure  1  *  pour 
les  équations  complétées  Je  quelque  degré  que  ce  foit,  en 
quelque  nombre  qu'elles  foient ,  &  renfermant  un  pareil  nombre 
d'inconnues  ;  2.0  pour  les  équations  incomplettes  du  premier 
ordre,  foit  quelles  foient  incomplettes  feulement  relativemenc 
à  chaque  inconnue  confidérée  feule  à  feule ,  comme  le  font  les 
équations  traitées  (  1 40 & fuiv.  ) ,  foit  qu'elles  foient  incomplettes 
relativement  aux  inconnues  confidérées  deux  à  deux ,  trois  à  trois, 
quatre  à  quatre ,  &c.  on  peut ,  dis- je ,  conclure  qu'en  prenant 
jjn  polynôme  incomplet  du  premier  ordre  ,  &  d'une  forme  auffi 
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générale  feulement  que  les  équations  propofées ,  polynôme  que 
pour  plus  de  fimplicité  je  repréfente  par  (uA . . .  n)  r,  &  fei- 
gnant qu'on  le  Jmultiplie  fucceffivement  par  toutes  les  équations 
propofées  ,  il  en  réfultera  toujours  un  polynôme  du  premier  ordre 
qui  fera  la  forme  de  l'équation  que  jufqu'ici  nous  avons  nommé 
X équation  -produit. 

Que  fi  on  feint  également  que  Ton  forme  tous  les  produit» 
pofïïbles  du  polynôme  (uA  ...  n)  T par  les  produits  des  équations 
propofées  ,  multipliées  deux  à  deux  ,  trois  à  trois  ,  quatre  à 
quatre,  &c.  tous  les  différens  produits  qui  en  réfulteront,  feront 
également  des  polynômes  du  premier  ordre  ,  &  repréfenteront  les 
différens  polynômes  qui ,  par  le  nombre  de  leurs  termes,  concour* 
rent  à  l'exprelïion  du  degré  de  l'équation  finale. 

Qu'il  fera  toujours  poffible  de  prendre  le  polynôme  (uA. . .  n)  Té 
tel  aue  l'expreffion  du  degré  de  l'équation  finale  compofée  des 
nombres  de  termes  de  tous  ces  différens  polynômes,  devienne  une 
différentielle  exa&e  d'un  ordre  égal  au  nombre  des  inconnues  ou  des 
équations  ,  &  par  conféquent  une  fonction  des  quantités  connues 
ou  expofans  qui  déterminent  la  nature  de  ces  équations  ;  c'eft-à* 
dire ,  que  pour  déterminer  le  degré  de  l'équation  finale  ,  foit 
dans  les  équations  complétées ,  foit  dans  les  équations  incom- 
plettes  du  premier  ordre  ,  la  confidération  des  polynômes  in- 
complets du  premier  ordre  fùffit. 

A  l'égard  des  équations  incomplettes  d'ordres  fupérieurs  au 
premier  ;  fi  on  prend  de  même  un  polynôme  (uA  ...nJT  du 
premier  ordre ,  &  qu'on  le  conçoive  multiplié  fuccefTivement , 
comme  ci-deffus ,  par  toutes  les  équations  propofées  :  en  fup- 
pofant  cette  forme  propre  à  la  détermination  du  degré  de  l'é- 
quation finale ,  le  produit  total  ,  &  les  produits  partiels  de  ce 
polynôme  par  les  produits  des  équations  propofées  multipliées 
deux  à  deux ,  trois  a  trois ,  quatre  à  quatre  ,  &c.  feront  propres 
à  repréfenter  tous  les  différens  polynômes  qui ,  par  le  nombre 
de  leurs  termes ,  concourent  à  l'expreffion  du  degré  de  l'équation 
finale. 

*  Mais  il  n'y  a  que  pour  les  équations  à  deux  inconnues  où  cette 
forme  fimple  fuffife  pour  trouver  rexpreffion  générale  du  degré 
de  l'équation  finale  :  &  dans  les  équations  à  un  plus  grand  nombre 
d  inconnues  ,  elle  ne  peut  faire  trouver  le  degré  de  l'équation 
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finale ,  que  pour  certains  rapports  de  grandeur  entre  les  variétés 
des  expofans  des  équations  &  des  inconnues  ;  parce  que  les 
nombres  de  termes  des  différens  polynômes  qui  concourrent  à 
l'expreflion  du  degré  de  l'équation  finale ,  ne  pouvant  plus  for- 
mer généralement  des  quantités  fembiables  ,  parce  qu'ils  appar- 
tiennent à  des  polynômes  de  différens  ordres ,  la  totalité  de  ces 
expreffions  ne  peut  pas  ,  d'après  cette  feule  forme  ,  donner  géné- 
ralement une  différencielle  exacte  d'un  ordre  égal  au  nombre  des 
inconnues. 

.    On  voit  donc  qu'au  lieu  du  polynôme  (uA . . .  n)  T,  il  faudrait 

en  général ,  prendre  un  polynôme  (u  A> A-  A* A  ...  njr.T,T,T.tu. 
Ce  feignant  les  mêmes  multiplications  que  ci-devant ,  en  conclure 
les  différentes  expreflïons  tant  de  l'équation-produit  &  du  poly- 
nôme-multiplicateur ,  que  des  autres  polynômes  que  nous  ftjavons 
actuellement  devoir  entrer  dans  l'expreffion  du  degré  de  l'équa- 
tion finale.  Alors  dans  cette  exprelfion  générale  &  indéterminée 
du  degré  de  l'équation  finale,  on  déterminerait  les  valeurs  des 

quantités  JT—  A>  J—A,  A— A,  &c.  T—T,  T—ft  T—T,  ôcc 
par  la  condition  que  la  totalité  des  termes  qui  compofent  cette 
expreffion  générale ,  devient  une 
égal  au  nombre  des  inconnues. 

Mais  fi  on  fait  attention  qu'en  prenant  (uA . ..  n)  T,  on  eft 
conduit  pour  le  cas  feulement  de  trois  équations  6c  trois  inconnues, 
à  une  équation-produit  du  huitième  ordre  ;  &  au  nombre  prodi- 
gieux de  cas  que  cette  équation  préfente,  on  verra  qu'en  pranant 
la  forme  immédiatement  moins  fimple  (uA> A  . . .  n)  T'  T,  on 
ferait  conduit  aune  équation-produit  du  feizième  ordre,  laquelle 
prélenteroit  encore  un  plus  grand  nombre  de  cas  à  difcuter  tant 
entre  les  variétés  des  expofans  connus ,  qu'entre  les  variétés 

indéterminées  A  ,  Â;  T,  T. 

Il  n'eft  donc  pas  étonnant  que  nous  ne  pourfuivions  pas  plus 
loin  ces  recherches. 

Quoiqu'il  en  foit ,  on  voit  qu'on  parviendra  toujours  ,  par 
cette  méthode ,  à  déterminer  le  degré  de  l'équation  finale ,  dans 
quelque  équation  que  ce  foit ,  puifqu'il  n'y  a  point  d'équation 
gui  ne  foit  comprife  dans  la  forme  des  équations  incomplectea 
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d'un  ordre  quelconque ,  &  point  de  polynôme-multiplicateur  qui 
ne  foit  compris  dans  la  forme  d'un  polynôme-multiplicateur  d'ua 
ordre  quelconque. 

Il  arrivera  à  la  vérité  (ans  doute  bien  fouvent ,  qu'il  faudra 
bien  du  travail  avant  que  de  s'être  afTuré  de  la  vraie  forme  du 

polynôme  (u  A* A  • A- A* *e-. . .  n)  T>T'  r>  7«  **•  c'eft-à-dire ,  avant 
d'avoir  conftaté  fi  pour  un  cas  général  propofé  quelconque  ,  il 

peut  être  fuA...nJT>  oufuA'  ^  ..nj^^ou  (uA'A'A...n)T>T'Tt 
ou  ,  &c. 

Mais  nous  reviendrons  fur  cet  objet  dans  la  fuite  de  cet  Ou- 
vrage ,  Ôc  nous  donnerons  une  idée  de  la  manière  de  trouver 
l'expreflion  du  degré  de  l'éauation  finale ,  en  employant  feule* 
ment  le  polynôme  (uA...n)T  conçu  multiplié  comme  ci-deflûs. 
Nous  aurons  donc  donné  des  moyens  affûtés  de  déterminer  , 
dans  quelque  cas  que  ce  foit,  le  plus  bas  degré  où  puifle  monter 
l'équation  finale  résultante  d'un  nombre  quelconque  d'équations 
algébriques  quelconques  ,  renfermant  un  pareil  nombre  d'in- 
connues ,  lorfque  ces  équations  ont  toute  la  généralité  poffible 
entre  leurs  coefficient  Nous  ferons  plus ,  nous  donnerons  même 
les  moyens  de  déterminer  le  plus  bas  degré  poffible,  lorfque 
des  relations  quelconques  entre  les  coërhciens  des  équation* 
donnent  lieu  à  l'abaiflemen£  de  l'équation  finale, 
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THÉORIE  GÉNÉRALE 
DES  ÉQUATIONS 
4  un  Nombre  quelconque  d'1 n connues, 
et  de  Degrés  quelconques. 


LIVRE  SECOND. 

Dans  lequel  on  donne  le  procédé  pour  arrivera  C équation 
finale  réfultante  d'un  nombre  quelconque  d'équations  à 
•  pareil  nombre  d'inconnues ,  &  ou  l'on  expqfe  plujieurs 
propriétés  générales  des  Quantités  &  des  Equations 
algébriques. 

Observations  générales; 

l  I°4«)LA  méthode  par  laquelle  ,  dans  le  Livre  premier  j 
nous  fommes  parvenus  à  déterminer  le  degré  de  l'équation  finale , 
indique  allez  que  l'art  d'éliminer ,  à  la  fois ,  toutes  les  inconnues 
moins  une ,  fe  réduit  à  la  méthode  d'élimination  dans  les  équations 
du  premier  degré ,  à  un  nombre  quelconque  d'inconnues.  Il  pa- 
roîtroit  donc  qu'il  refte  peu  de  chofes  à  dire  fur  cette  matière , 
puifqu'on  a  des  méthodes  pour  avoir  rapidement  l'expreflion  de 
chacune  des  inconnues  dans  les  équations  du  premier  degré. 
Mais  quand  même  la  méthode ,  pour  déterminer  les  valeurs  des 
inconnues  dans  les  équations  du  premier  degré  ,  auroit  toute  la 
perfection  que  nous  nous  propofons  de  lui  donner ,  nou6  lauTerions 
en  terminant  ici  nos  recherches,  plus  d'un  objet  qu'il  importe  de 
développer ,  ôc  nous  abandonnerions  plufiçurs  points  importans  de 
la  Théorie  générale  des  équations. 

En  effet  i.°  nous  avons  vu  dans  le  Livre  précédent  qu'on  ne 
devoit  pas  regarder  tous  les  coefficiens  du  polynôme-multiplica- 
teur comme  pouvant  être  employés  indUUn&ement  à  l'élimination  : 

il 
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D  *ft  donc  indifoenfable  de  faire  connoîtrc  quels  font  ceux 
qui  y  font  véritablement  utiles ,  &  ce  qu'on  doit ,  ou  ce  qu'on 
peut  faire  des  autres. 

2.0  Ce  n'eft  que  pour  plus  de  facilité  à  préfènter  nos  idées  fur  le 
degré  de  l'équation  finale ,  que  nous  avons  réduit  la  queftion  à 
concevoir  que  l'on  multiplie  Tune  feulement  des  équations  pro- 
poses ,  par  un  polynôme  indéterminé  ,  &  qu'à  Faide  des  autres 
équations  on  fane  difparoître,  tant  dans  ce  polynôme,  que  dans 
l'équation-produit ,  tous  les  termes  qu'il  eft  poffible  d'en  faire 
difparoître  fans  en  introduire  de  nouveaux.  L'opération  nécefTaire 
pour  faire  difparoître  ces  termes ,  ou  pour  en  difpofer  d'une  ma- 
nière quelconque,  autorifée  par  l'état  de  la  queftion  ,  ramène  vé- 
ritablement la  queftion  de  l'élimination  ,  à  multiplier  chaque  équa- 
tion par  un  polynôme-multiplicateur  particulier  ,  &  à  faire  de 
tous  ces  produits  une  fomme  dans  laquelle  ,  après  la  deftru&ion 
des  termes  que  Tétât  de  la  queftion  anéantit,  il  ne  doit  refter 
d'autres  termes  que  ceux  qui  doivent  compofer  l'équation  finale* 

Il  eft  donc  indifpenfable  de  faire  connoître  ces  diflférens  poly- 
nômes-multiplicateurs. 

j.°  Il  ne  fuffit  pas  d'avoir ,  par  ce  moyen ,  réduit  l'élimination 
dans  les  équations  de  degrés  quelconques ,  à  l'élimination  dans  les 
équations  du  premier  degré  :  il  importe  que  ces  dernières  foient 
au  plus  petit  nombre  poflible ,  avec  la  condition  de  ne  rien  dif- 
funuler  des  connoiflances  relatives  au  problème  qu'expriment  les 
équations  propofées.  Car  il  faut  bien  remarquer ,  6c  nous  en 
verrons  des  exemples  par  la  fuite,  que  fi  un  plus  petit  nombre  de 
coefficient  indétermines,  employés  pour  la  folution  d'une  quef 
tion  ,  conduit  à  une  folution  plus  fimple ,  ce  n'eft  quelquefois 
qu'en  ne  donnant  qu'une  partie  des  connoiflances  qu'on  peut 
avoir  fur  cette  queftion,  &  en  diflimulant  les  autres. 

Lorfqu'uhe  queftion  ,  traitée  analytiquement ,  admet  plus  de 
coëfficiens  indéterminés  qu'elle  n'en  a  befoin  relativement  à  un 
certain  point  de  vue  ,  on  eft  fans  doute  le  maître ,  généralement 
parlant,  de  déterminer  les  coëfficiens  furnuméraires  par  telles 
conditions  que  l'on  juge  à  propos.  Mais  fi  dans  la  vue  de  Amplifier 
les  calculs ,  on  les  fuppofe  égaux  à  zéro, cette  fuppofition  peut  dé- 
tacher,de  l'expreffion  générale  des  coëfficiens,  certains  fadeurs  qui 
expriment  des  propriétés  de  la  queftion  :  c'eft  ce  que  la  fuite 
éclaircira.  *  Y, 
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4.0  Il  ne  fuffit  pas  de  s'être  afiuré ,  par  les  moyens  donnés  dans* 
le  premier  Livre ,  du  plus  bas  degré  auauel  l'équation  finale  peur 
monter,  lorfqu'aucune  relation  particulière  entre  les  coëfficiens 
des  équations  données  ne  peut-  donner  lieu  à  aucun  abahTement 
ultérieur  de  ce  degré.  Il  importe  de  connoitre  quelles  font  le* 
relations  qui  pourraient  donner  Keu  a  cet  abaiflement  ultérieur* 
Cette  dernière  connoiflance  eft  d'autant  plus  néceffaire  ,  que  fan* 
elle  on  feroit  expofé  à  admettre  des  folutions  qui  ne  peuvent  avoir 
lieu. 

,  La  feule  méthode  d'élimination  qu'on  connoiffe  jufqu'à  préfént 
pour  ne  pas  donner  de  racines  inutiles  ,  la  méthode  d'élimination 
iucceflive;  cette  méthode,  dis-je,  qui  n'a  d'ailleurs  cette  pro- 
priété de  ne  point  donner  de  racines  inutiles ,  que  lorfqu'il  n  y  a 
que  deux  équations  &  deux  inconnues ,  n'a  pas  même  cette  pro- 
priété fans  exceptions.  C'eft  une  remarque  qui,  cerne  femble  ,  ne 
s'eft  préfentée  jufqu'ici  à  aucun  Analyfte.  Cette  méthode  évite  , 
à  la  vérité ,  de  donner  à  l'équation  finale  un  degré  plus  élevé  que 
ne  le  comportent  généralement  les  degrés  particuliers  des  deux 
équations  données  ;  mais  elle  ne  donne  aucune  connoiflance  des 
fymptômes  auxquels  on  peut  reconnoître  fi  quelques  relations  par- 
ticulières entre  les  coëfficiens  de  ces  deux  équations  ne  permettent 
pas  un  abaiflement  du  degré  de  l'équation  finale  :  en  forte  que 
b  réfultat  qu'elle  donne  ,  refte  du  même  degré  foit  que  cette 
relation  ait  lieu ,  foit  qu'elle  n'ait  pas  lieu. 

Il  s'agit  donc  de  faire  voir  comment ,  dans  quelques  cas  que  ce 
foit  ,  on  arrivera  à  l'équation  finale  du  plus  bas  degré  poflible  , 
à  celle  qui  ne  donnera  pour  la  queftion  aucune  folution  qui  ne 
làtisfafle  à  toutes  les  équations  à  la  fois* 

Enfin,  après  avoir  expofé  quelle  eft  la  manière  la  plus  générale 
de  réfoudre  le  problème  de  l'élimination  ,  fans  introduire  rien  qui 
n'ait  rapport  à  la  queftion  ,  fie  fans  en  rien  écarter  qui  y  ait 
rapport  ;  nous  ferons  voir  comment  on  peut  le  réfoudre  de  Ja 
manière  la  plus  fimple,  c'eft-à-dire ,  avec  le  plus  petit  nombre  de  » 
coëificiens,  lorfquon  ne  veut  pas  fe  mettre  en  peine  des  rela- 
tions particulières  qui  donneroient  lieu  à  l'abaiflement.  Mais  ces 
connoiflances  ,  &  plufieurs  autres  dont  nous  nous  occuperons 
fucceflivement ,  ayant  pour  bafe  la  Théorie  de  l'élimination  dans 
les  équations  du  premier  degré ,  nous  commencerons  par  nous 
attacher  à  donner  à  celle-ci,  toute  la  perfection  qui  nous  a  paru. 
&re  encore  à  defirer. 
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Nouvelle  méthode  pour  l' élimination  dans  les  Équations  du 
premier  degré'  a  un  nombre  quelconque  d'inconnues.  , 

(  1 9  5  •  )  À-  mewre  <lue  l'analyfe  a  fait  des  progrès  ,  on  s*eft 
exercé  for  des  queftions  plus  compofées  ,  &  Von  s'eft  bientôt 
apperçu  que  le  choix  des  méthodes  pour  traiter  les  équations  , 
n  étoit  point  du  tout  indifférent ,  lonque  ces  équations  étoient  un 
peu  nombreufes.  On  a  remarqué  que  pour  les  équations  du  pre- 
mier degré  ,  les  plus  faciles  à  traiter,  on  arrivoit  par  certaines 
méthodes  ,  à  des  réfiiltats  plus  compliqués  que  par  d'autres  , 
quoique  de  même  valeur.  On  a  cherché  à  éviter  ces  caufes  <de 
Complication ,  fie  M.  Cramer  a  donné  le  premier ,  dans  fon  ana-' 
lyfe  des  lignes  courbes,  une  règle  pour  obtenir  la  valeur  de 
chaque  inconnue ,  dans  ces  fortes  d'équations ,  dégagée  de  toute 
Quantité  fuperflue. 

J'ai  donné  enfuîte  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences ,  pour  Vannée  ,  une  rèçle  qui  m'a  paru  d'une  pra- 
tique beaucoup  plus  facile  ,  puifqu'a  proprement  parier  ,  elle 
n'exige  d'autre  attention  que  celle  qu'il  faut  pour  écrire  des  lettres. 

M,?  Vandermonde  fie  de  la  Place  ont  donné  depuis  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie ,  pour  l'année  lyyi ,  fecand  Volume,  de 
nouveaux  moyens  ,  pour  conftruire  avec  facilité  les  formules 
d'élimination  propres  à  ces  fortes  d'équations.   ,  '  \ 

Mais  lorfqu'il  a  été  queftion  d'appliquer  ces  différentes  mé- 
thodes au  problème  de  l'élimination  ^  envifagé  dans  toute  fon 
étendue ,  je  me  fuis  bientôt  apperçu  qu'ils  laiabient  tous  encore 
beaucoup  à  defirer  du  côté  de  la  pratique. 

oi  (  19  0.  )  Tant  que  lès  équations  prôpofèes  renferment  tousïes 
termes  dont  elles  font  fufceptibles ,  aucune  de  ces  méthodes  ne1 
tait  calculer  aucun  terme  luperflu.  Mais  aufïi ,  lorfqu'il  manque 
quelques  termes  à  ces  équations ,  -on  ne  profite  poi^t  de  ces  finW 
plifications.  Les  formules  admettent  toujours  f  es  mêmes  quantités, 
fie  ce  n'eft  qu'après  avoir  conftruit  ces  formules.»  qu'une  çOmps-i 
raifon  longue  fie  fucceffive  des  équations  données  >.  avec  «ces  • 
formules  ,  met  à  même  d'exclure  les  termes  que  l'état"  des  éa'ua-f 
tions  propofées  anéantit.  Il  faut  conftruire  ces  formules  dans 
coure  k  généralité  dout  les  ^uation9  font  fofceptible»  ;  fit.  faire 

Y  ij 
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par  conféquent  le  même  travail  que  fi  les  équations  avoient  toute 
cette  généralité. 

Or  telle  eft  la  nature  du  problème  général  de  l'élimination  , 
ramené  à  l'élimination  dans  les  équations  du  premier  degré ,  que 
jamais  toutes  les  inconnues  de  celles-ci  ne  fe  trouvent  toutes  à 
la  fois  dans  toutes  ces  équations  :  &  comme  le  nombre  de  ces" 
inconnues  eft  très-confiderable ,  on  voit  que  les  formules  géné- 
rales d'élimination  pourroient  aller  jufqu'à  donner  beaucoup  plus 
en  travail  lùperflu  qu'en  travail  utile  :  &  nous  ne  craignons  pas 
d'ajouter,  que  ce  travail  deviendroit  bientôt  impraticable. 

(  1 970  Au  lieu  donc  de  nous  propofer  pour  but  feulement,  de 
donner  des  formules  générales  d'élimination  dans  les  équations 
du  premier  degré ,  nous  nous  propofons  de  donner  une  règle  qui 
foit  indifféremment  ôr.  également  applicable  aux  équations  prifes 
dans  toute  leur  généralité,  &  aux  équations  confidérées  avec  les 
Amplifications  qu'elles  pourront  offrir  :  une  règle  dont  la  marche 
foit  la  même  pour  les  unes  que  pour  les  autres ,  mais  qui  ne  fafTe 
calculer  que  ce  qui  eft  abforumenr  indifpenfable  pour  avoir  la 
valeur  des  inconnues  que  l'on  cherche  :  une  règle  qui  s'applique 
indifféremment  aux  équations  numériques  &  aux  équations  litté- 
rales ,  fans  obliger  de  recourir  à  aucune  formule.  Telle  eft ,  fi  je 
ne  me  trompe ,  la  règle  fuivante. 

Règle  générale  pour  calculer ,  toutes  a  la  fois,  ou  fépari- 
ment ,  les  valeurs  des  inconnues  dans  les  équations  du 
premier  degré,  foit  littérales  9foit  numériques. 

'  •» 

<I98')  Soient  u,  x,y,  &c.  des  inconnues  dont  le 
nombre  foit  n ,  ainfi  que  celui  des  équations. 

Soient  atbfc,df  &c.  les  coëfficiens  refpe&ifs  de  ces incon* 
Bues  dans  la  première  équation.  > 

a'yb'yd^i',  &c.  les  coçfficiens  des  mêmes  inconnues  dam  là 
lèconde  équation. 

a",  b"t  c",  d',  &c.  les  coëflîciens  des  même*  inconnues  dans 
la  troifième  équation  ;  &  ainfi  de  fuite, 

j.  £uppofez  tacitement  que  le  terme  tout  connu  de  chaque  équa* 
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tlon  foie  affe&é  auflî  d'une  inconnue  que  je  repréfente  par  t. 

-  Formez  le  pfoduit  u  x  y  ç  t  de  toutes  ces  inconnues  écrites 
dans  tel  ordre  que  vous  voudrez  d'abord  ;  mais  cet  Ôfdre  une' 
fois  admis  ,  confervez-le  jufqu'à  la  fin  de  l'opération. 

,  Echangez  fucceflivement ,  chaque  inconnue ,  contre  fon  co*i> 
lïcient  dans  la  première  équation  ,  en  obfervant  de  changer  le* 
fîgne  à  chaque  échange  pair*  :  ce  réfultat  fera ,  ce  que  j'appelle  . 
une  première  ligne. 

Echangez  dans  cette  première  ligne,  chaque  inconnue,  contre 
fbn  coefficient  dans  la  féconde  équation ,  en  obfervant ,  comme 
ci-devant,  de  changer  le  figne  à  chaque  échange  pair  ;  fie  vous 
aurez  une  féconde  ligne. 

Echangez  dans  cette  féconde  ligne ,  chaque  inconnue  ,  contre 
fon  coefficient  dans  la  troifième  équation ,  en  obfervant  de  changer 
le  figne  à  chaque  échange  pair;  fie  vous  aurez  une  troifième  ligne; 

Continuez  de  la  même  manière  jufqu'à  la  dernière  équation 
inclufivement  ;  6c  la  dernière  ligne  que  vous  obtiendrez  ,  vous 
donnera  les  valeurs  des  inconnues  de  la  manière  fui  van  te.  ' 

Chaque  incçnnue  aura  pouf  valeur  une  fraction  dont  le  numé- 
rateur fera  le  coefficient  de  cette  même  inconnue  dans  la  dernière 
ou  n.'  ligne  ,  fie  qui  aura  cOnftâmment  pour  dénominateur 
le  coëfficient  que  l'inconnue  introduite  t  fe'  trouvera  avoir  dans 
cette  même  n.e  ligne. 

(199.)  Par  exemple ,  foient  les  deux  équations 

a!  x  -+-  b'y  o. 
On  demande  là  Valeur  de  x ,  fie  celle  de>.A  "> 

J'introduis  dans  ces  deux  équations ,  l'inconnue  t ,  comme  U 
fuit  ■  ,-   ->'■        w\  i(  1      réi\  z%'j  wzrijt  fa 

afx-hl/y-^c'tsssç. 
Et  je  forme  le  produit  *.y  r.         i  ^ 

•  Nou»  fiipnofons  toa»  tes  coefficient  *véc  le  figue  4-.  Si  le  contrat»  «voft  >-<»'.] 
que"  ûilgJe  P«îaitf -n  Y  — *  ^  *  «¥ , ,  - * 
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Je  change  dans  ce  produit  *  en  a ,  puis  y  en  b ,  puis  t  en  c  2 
&  obfervant  de  changer  le  figne,  au  changement  pourjf,  j'ai 
cette  première  ligne 

a^/  —  bxt  -f*  cx^. 

Je  change  dans  cette  première  ligne  x  en  <z',^  en  y,  t  en 
&  obfervant  le  changement  prefcrit  pour  les  fignes ,  j'ai  cetts 
ftconde  ligne 

a  Vt  —  a  c'y  —  a'*  t  -hlc'x  -f-  a'cy—Vcx 
OU  a'b)t  —  (at'  —  a'c)y+(hc'  —  Vc)x. 

Dte  (  ut)  je  conclus  x  =  2£=£  ,  J  -  ^£=£^  ; 

Ht  200.)  Soient  les  trois  équations  fuivantes 
.       ..        a  *  -t-  -t-  a  —  L 

,  v{  q b' y  ç' \  -4-  d'  =  o  % 

aw*  -4-        -+-  -H  o, 

Je  les  écris  ainfi 

ftu*  ûcifi  i  c?or  Ha!  h"y       c"i-  *h>  >.d'ft~**v»>*...ir  k/j  ù 
Je  forme  le  produit  #  y  ?  f. 

Je  change  fucceffivement  *  en.4  ,  en  {  en  c,  f  çn  </,& 
obfervant  la  règle  dés  fignes^  j'ai -^our  première  ligne 

L  Acudb*ig«  fucceja&^çtJtuà.en ui^  jr}*n#,^  efa     t  cn<T,  «c 

obfervant  la  règle  des  fignes,  j'ai  pour  féconde  ligne  :  J 

Je  change  fucceffivement  *  en  <r,  y  en  b",  r  en  c".  £  en.</"T  ÔÇ 
obfervant  la  règle  des  fignes,  j*  potfr  t^oifièmei#e•,  1  1  3* 
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•  Doù  (  ij>8  )  je  tire 

—  [CK'— Vc)d"—(hd'-Vd)c"  +  (cd<—  c*d)h"i 

+  traci  —  a'c)  d"  —  (  ad'  —  a'd)c"+-<jcd'  —  e'dja") 
y  6=3  "      (a  y  -  a'b)  c"  -  (a    —  « V  j      +  (  *  S3  -  b'c )  a1'  ' 

—  \(al'—a'h)du—  raJ'  —  a'J)V  ■+-  (b  J'  —  b'd  )  g"]  m 
\  (ab>  —  a'b)c"  —  (at1  —  a'c  )  V  -+-  (bc'  —  b'c)a" 

(  2  O I .  )  Que  fi  l'on  rie  vouloit  avoir  qu'une  feule  des  incon- 
nues ,  x  par  exemple  ;  alors  on  omettrait  dans  le  calcul  de 
chaaue  ligne,  les  termes  dans  lefquels  on  verrait  que  ni  x,  nif, 
ce  doivent  fe  trouver.    .  r 

Si  on  vouloit  avoir  les  valeurs  de  deux  des  inconnues ,  feule-* 
ment  ;  de  x  &  \  par  exemple  ;  on  n'omettrait  dans  le  calcul  de 
chaque  ligne  ,  que  les  termes  où  l'on  verrait  que  ni  x,  ni^, 
ai  t ,  ne  doivent  fe  trouver. 

Cette  obfervation  nous  fera  très-utile  par  la  fuite  ;  car  dans 
le  grand  nombre  de  coëfEciens  indéterminés  que  nous  aurons  à 
employer ,  il  n'y  en  aura  qu'un  certain  nombre  dont  nous  aurons 
beloin  d'avoir  la  valeur. 

(20  2.)  Au  refte  ,  s'il  s'agiflbit  de  conflruire  des  formules 
générales  d'élimination ,  il  fufErait  non  feulement  de  calculer  la 
valeur  d'une  feule  inconnue ,  mais  feulement  le  coefficient  que 
cette  inconnue  doit  avoir  dans  la  dernière  ligne  ;  car  on  fcait  que 
le  dénominateur  fe  conclud  facilement  du  numérateur ,  &  que  le 
numérateur  de  la  valeur  de  chaque  inconnue,  fe  conclud  aulïi  très- 
facilement  du  numérateur  de  la  valeur  de  l'une  d'entr'elles. 

Ainfi  dans  l'exemple  précédent,  pour  avoir  la  valeur  de  x9 
j'aurais  à  calculer  la  valeur  de  xy^t,  en  omettant  tous  les 
termes  où  x  ne  fe  trouverait  pas.  Ôr  avec  une  légère  attention, 
on  voit  que  cela  revient  à  calculer  la  valeur  de  y  \  t. 

On  aurait  donc  comme  il  fuit. 

Première  ligne  b\i  —  cyt-t-dy^. 

Second  ligne  (bc'—Vc )t—*(bd'  —  Vd) \-*~(cd'  —  c'd) y. 

Troifième  ligne  (bc'  —  b'c)  d"  —  ( bd' —b'd)c"  H-  (cd'—  c'd)  V, 

C'eft  le  numérateur  de  la  valeur  de  xs  en  obfervant  de  changer 
tous  les  lignes,  parce  qu'en  ne  calculant  quej'^f,  on  ne  aoic 
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pas  perdre  de  vue  quty  étoit  originairement  à  une  place  de  n.1 
pair  dans  xy^f. 

(2O30  Pourfuivons ,  en  fàifant  voir  l'application  uniforme  de 
notre  règle  aux  équations  où  toutes  les  inconnues  n'entrent 
point,  &  aux  équations  numériques. 

Suppofons  qu'on  ait  les  trois  équations  fuivantes 

fl«  +  +  «  =30, 
q!u  -f-  dy  -4-^  =  0, 

b"x  -f-  d'y       c"=  o. 

Je  calcule  donc  la  valeur  de  u  xy  r  en  introduifant  (  ip8  )  U 
nouvelle  inconnue  i,  &  j'ai  comme  il  fuit. 

Première  ligne  *  xy  1  —  b  uyi  —  e  u  x  y. 

Seconde  lig. . .  —  a c'x  1  +  a  e'xy  —  a'by  (  +  *f'«l-i^-d'<xy- ec'u x, 

on  —  ac'x\  +  fae'  —  a't)xy  —  a'byi+bSui  —  bc'tty  —  ee'ux. 

Troifième  ligne.  .  .  —  aJb'\  +  ac'e"x+(ae'  -  a'e)b"y  - (ae>-a'e)c"x 
-  a'bc"K  4-  a'be"y  -  bc'e"u  -f-  b<'c"u  •+■  V'ec'u, 

tou  —  (a c' h" +  a'b c")i+  i(a e'—a'e  )  h"  -f. a'b  e"]y — [(a e'  —a'e)  c"  —  ac*c"} * 

Dou  Ion  tire 

  ~-[(e'c"—e"c')k  +  V'c'e] 

U  ac'b"  a'bc" 

X  =        ac'*"  +  abc" 

'       '  y   aç'b"  +  a'bc'>  . 

(2O40  Pour  donner  un  exemple  de  l'application  aux  équa*, 
lions  numériques ,  prenons  les  quatre  équations  fuivantes 

2U  -f-  5  x  — •  8  =»  p 
Su  —  p  s=s  o 

4*  -f-  3  ç  —  20  =  o 
zy       1  -r-  io  =  o. 

Ayant 
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Ayant  formé  (  198  )  le  produit  u  xy  , 

Tai  pour  première  ligne ...  .xxyit  —  \  uy\t  —  iuxy\. 

Seconde  ligne  —  4x\t  +  18x^7.  —  9y\t  -+-  éu\t  —  %iuy\ 

—  x*xy\  —  i6k*{, 

ou  —4*1'—         — — »7«y  î  —  t<«*îi 

Troiiième  ligne  —  i<^r  -h  nxr  4-  Sox^  —  *4.yr.  —  18      ■+■  xjyt 

-4-  i8ojr{  — i8ur  — itou; —  81  uy  -+-  64  u |  —  48 u x, 

OU  —  r6îf-f-  ux(+  «oA-^-f.  —  18  xy      xnyt  —  18  ut  —  Biuy  — 

.Quatrième  ligne  j8x      if*|H-  my  ■+■  76X  -»-  j8«. 

D'où  (108)  l'on  ÛKu  =  X,x  =  :l4,y=T£, 
ç'eft-à-dire ,  u  =  1 ,  «  =  2,^  =  3,  î  =  4» 

(  2  O  J .  )  Si  dans  le  cours  du  calcul  l'une  des  lignes  devient  o  , 
c*eft  une  preuve  que  l'équation  que  l'on  employé  actuellement , 
eft  comprife  dans  quelques-unes  de  celles  qu'on  a  employées 
avant  elles ,  Ôc  n'exprime  rien  de  plus  pour  la  queftion  ;  en  forte 
que  le  nombre  des  équations  n'eft  pas  véritablement  égal  au 
nombre  des  inconnues  ;  alors  cette  équation  eft  à  rejetter. 

Par  exemple,  fi  l'on  avoit  ces  trois  équations 

2x  ■+■  iy       Sl  +  5  =  o, 

Sx  -Jr  y        2£  -+-  $  =  o  , 

iojc  ■+•  Sy  -+-14Ç  +22  =  o. 

On  auroit  pour  première  ligne. .  .  *y\t  —  1*1*  «f-  ^xyt—  6xy\, 

Pour  féconde  ligne  —  7\t  •+■  nyt  —  9 y\-h  x  t  —  9  x  x  +  »î*^' 

Et  pour  troiiième  ligne. ...  —  *8i-+- ij^h- 88*  —  x^.y  —  ^-j-itiy-t-  io« 

—  xxx — jo^-t-  ittfx-t-  îioy —  104X; 

c'eft- à-dire ,  zéro. 

Donc  la  troifième  équation  ne  fignifîe  rien  de  plus  que  les 
deux  autres  :  donc  le  problème  eft  indéterminé  ,  Ôc  exprimé 
par  les  deux  premières  équations  feulement. 

(206.)  Si  dans  le  cours  des  opérations  ou  à  la  fin ,  l'une  ou 
quelques-unes  des  inconnues  difparoûTent ,  en  forte  qu'elles  ne 
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fe  trouvent  point  dans  la  dernière  ligne  ;  alors  on  doit  en  conclure 
que  cette  inconnue  ou  ces  inconnues  qui  manquent  à  la  dernière 
ligne  >  ont  chacune  pour  valeur  zéro. 

Par  exemple  ,  fi  on  avoit  les  trois  équations 

2  X  -f  4^  +   y  l           22  =   O , 

3*+  ^  +  *l  —  50=  o, 
y»  H-  6y  •+»  4^  —  43  =0. 

On  auroit  pour  première  lig...  iy\ t  <—  4*t«  ■+•  *  *  y  *  ■+•  «*yf. 

Pour  féconde  ligne  ....  —  \\t  -f-  iiy*  tf%  —  17*  r  h-  10*  f  —  io**y» 
Etpourtroifième lignes.  .  —  17*  —  817  —  rjjx. 

D'où  (  198)  l'on  tire  X  m*^2Lfy  w+xSU^wm -±-f 
€ eft-à-dire, x  =  y ,  jy=  3 ,  1=0. 

(207.)  On  peut  encore  tirer  de  la  règle  que  nous  venons  de 
donner  (  19S  ),  une  conféquencc  utile  ,  que  nous  ne  devons  pas 
omettre* 

S'il  s'agifloit,  après  avoir  calculé  les  valeurs  des  inconnues ,  de 
les  fubftituer  dans  une  quantité  quelconque  où  ces  inconnues  en- 
trent ,  &  ne  palTent  pas  le  premier  degré  ;  on  aura  l'équivalent  de 
cette  iubftitution  ,  en  procédant  au  calcul  d'une  nouvelle  ligne  9 
comme  fi  la  quantité  dans  laquelle  il  s'agit  de  fubftituer  ,  étoit 
une  équation ,  &  divi&nt  cette  nouvelle  ligne  par  le  coefficient 
que  l'inconnue  introduite  t ,  aura  dans  la  ligne  précédente. 

Par  exemple ,  fi  on  demande  quelle  eft  la  valeur  de  la  quantité* 
<r"x  -r-  Vy  4-  c",  dans  la  fuppofition  qu'on  ait  les  deux  équation* 
foirante» 

a  x  -+-  b  y  -h  C  =  O , 

tfx  -h  Vy  -H  «*  «a  o. 
Je  forme  le  produit  xy  t. 

Pai  pour  première  ligne...  ay  t  —  bx$  •+■  c*y. 

Pour  féconde  ligne  (aV  —a<b)t  —  ( ac'  —  a' e  )y  ■+■  ( bc>  —  V c  )x. 

Bout  troificme  ligne  (  «  y  —  „' b  ) e"     (  a  c '  —  »'e  )  b"  4-  (  b  c»  -  V  c )#§ 
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donc  le  réfultat  de  la  fubftitution  eft 

(ah1—  a'b)c"  —  (aS—  a! c )  b"  ■+.  (  b  c' —  b'c)a" 


ab'  —  a'b 


Nous  verrons  par  la  fuite  comment  on  doit  s'y  prendre  pour 
calculer  le  réfultat  de  la  même  fubftitution  dans  une  quantité 
où  les  inconnues  pafferoient  le  premier  degré. 

(208O  Comme  les  équations  du  premier  degré  dont  nous 
ferons  ufage  par  la  fuite ,  font  toutes  tellement  conditionnées 
qu'elles  ne  renferment  aucun  terme  abfolument  connu,  &  qu'elle» 
ont  autant  d'inconnues  plus  une  qu'il  y  a  d'équations ,  nous  fe- 
rons à  leur  fujet  quelques  remarques  qui  leur  font  particulières. 

(219.)  Si  l'on  a  un  nombre  quelconque  d'équations  du 
premier  degré .  dont  aucune  ne  renferme  aucun  terme  abfolument 
connu  ,  ôc  dont  le  nombre  foit  moindre  d'une  unité  que  le  nombre 
des  inconnues ,  alors  la  valeur  d'une  de  ces  inconnues  eft  arbitraire  ; 
&  celles  de  toutes  les  autres  font  proportionnelles  à  cette  valeur, 
arbitraire. 

Ainfi  fi  l'on  a ,  par  exemple ,  les  deux  équations 

<ix  +  iy +  c{=»  o, 
a'x  H-  Vy  +  <?\  =■  o, 

&  que  l'on  conçoive  qu'ayant  donné  à  ç  une  valeur  quel«< 
conque ,  l'unité  par  exemple ,  on  calcule  enfuite  la  valeur  cor- 
refpondante  de  x ,  &  celle  de^y  ;  pour  avoir  les  autres  valeurs 
de  x  Sx. y  ,  correfpondantes  à  toute  autre  valeur  de  il  n'y  aura 
qu'à  multiplier  la  valeur  de  x  &  celle  de  y ,  correfpondantes  à 
£  =  1 ,  par  la  nouvelle  valeur  qu'on  veut  donner  à  £ 

Ainfi  pour  y—  1, on  trouverait*— — ^y— -l-f^L^i 

j  (bc'—b'c)  —(ac'—a'c) 

donc  pour  i=m,on  aura  *  =  -pzrïS .  m, y  =  ab,_a,bL  .  m. 

(2IO.)  Delà  il  eft  facile  de  conclure  que  pour  calculer  les 
valeurs  des  inconnues  dans  ces  fortes  d'équations ,  on  pourra  s'y 
prendre  de  la  manière  fuivante* 

Zi) 
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Faire  le  calcul  qui  a  été  prefcrit  (  ip8  )  en  regardant  l'une  de$ 
inconnues  comme  ayant  été  introduite  en  exécution  de  ce  qui 
eft  dit  (  198).  Et  alors  on  prendra  pour  valeur  de  chaque  in- 
connue ,  fon  coefficient  dans  la  dernière  des  lignes  qu'on  aura  à 
calculer.  Ce  fera  une  des  valeurs  de  chacune  de  ces  inconnues.  Si 
on  veut  en  avoir  d'autres ,  on  multipliera  la  valeur  de  chaque 
inconnue  ,  qu'on  vient  de  trouver  ,  par  un  même  nombre  quel- 
conque. 

Ainfi  pour  avoir  toutes  les  valeurs  de*,  je,  ç  dans  les  deux 
équations 

û  x  +  ijy  +  c  {  =  o , 
a!  x  —H  b' y  — f-  d  ^  =  o. 

Je  forme  le  produit  x  y  % 

J*ai  pour  première  ligne ay\  —  b  x  1      c  xy. 

Et  pour  fcconde  ligne  C  ab'  —  a' b  )  \—( ac'  —  a'e  )y  H-  (  b  c'  —  b'c  )*4 

D'où  je  conclu? 

l=ab' — a'b,y  —  —  (ad —  a'e),  x  —  bd —  b'ci 

Et  pour  avoir  toutes  les  autres  valeurs  correfpondantes  de 
x>  y  >  \t  j'écris  i=*(ab' —  a'bj.m  ,y  —  —  (ad  —  a'cj.m  , 
x  «  (bd  —  b'c)  étant  un  nombre  quelconque  entier 

ou  fractionnaire ,  pofitif  ou  négatif. 

(211.)  Mais  comme  nous  n'aurons  befoin  ,  par  la  fuite,  que 
d'une  feule  valeur  quelconque  ,  de  chacune  des  inconnues ,  nous 
nous  arrêterons  à  celle  qui  réfulte  immédiatement  du  calcul  de  ce 
que  nous  appelions  la  dernière  ligne. 

.(  2  12.)  De- là  6c  de  ce  qui  a  été  dit  (  207  ),  on  peut  conclure 
jque  fi  on  a  autant  d'équations ,  fans  aucun  terme  abfolurnent 
connu  ,  qu'on  a  d'inconnues  ;  on  aura  le  réfultat  de  la  fubfti- 
tution  des  valeurs  de  ces  inconnues  ,  dan6  la  dernière  équation  , 
c'eft-à-dire,  qu'on  aura  l'équation  de  condition  néceflaire  pour 
que  toutes  ces  équations  puiflent  avoir  lieu  à  la  fois  ,  en  pro- 
cédant au  calcul  d'une  nouvelle  ligne.  Cette  nouvelle  ligne  égalée 
à  zéro  ,  fera  l'équation  de  condition. 
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far  exemple ,  fi  on  a  les  trois  équations 

a  x   •+•  b  y  -t-  c  ^  =   o  , 

a'  x  -4-  bf y  -f-  d  1  =  o  ,  : 

a"x  -f-   b"y  -+-  c"i  =  o. 

J'aurai  pour  première  ligne. .  .  ay\  —  b  x  ;  ■+■  ex  y. 

Poux  féconde  ligne  (  ab'—a'b)\  —  (  ac'  —  a'c)y+.(  bc'  —  b'c)  x, 

Pourtroifîème  ligne.  (ab'—a.'b)c"  —  (ac'—a'c)b"  +  (bc'~-b'c)a"i 

L'équation  de  condition  eft  donc 

(aV—db)*—  (ad  —  a!c)b»*-(bJ—yc)<t>=a  o.  - 

Terminons  par  une  remarque  qui  toute  fimple  qu'elle  eft ,  nous 
fera  néanmoins  fort  utile  par  la  fuite. 

(213.)  Les  trois  équations  précédentes  auront  lieu  à  la  fois* 
fi  l'équation  de  condition  a  lieu  ;  mais  elles  peuvent  avoir  lieu 
encore  dans  un  autre  cas  ;  c'eft  celui  où  l'on  auroit  tout  à  la  fois 

Cette  folution  qui  eft  évidente ,  réfulte  auffi  de  ce  que  nous 
avons  dit  (206). 

(2  140  Au  refte,  la  règle  générale  que  nous  venons  de 
'donner  pour  calculer  les  inconnues  dans  les  équations  du  premier 
degré ,  eft  encore  fufceptible  de  quelques  degrés  de  perfè&ion  i 
mais  nous  ne  les  ferons  connoître  que  loriqu'arrivés  à  traiter 
les  équations  qui  les  rendent  nécelTaires ,  on  pourra  plus  facile-, 
ment  en  faifir  le  rapport  avec  ce  que  nous  venons  d'expofer. 

Méthode  pour  trouver  des  fondions  d'un  nombre  quel- 
conque de  quantités ,  quifoient  "[éro  par  elles-mêmes, 

(215O  Lorfque  le  nombre  des  quantités  qui  entrent  dans  un 
calcul  ,  eft  un  peu  confidérable ,  on  fçait  qu'on  ne  donne  point 
ordinairement  aux  différens  produits  qui  compofent  le  réfultat  , 
tout  le  développement  dont  ils  font  fufceptibles  ;  mais  qu'au 
contraire  on  raflemble  ,  le  plus  qu'il  eft  poffible ,  les  termes  qui 
.doivent  fubir  des  opérations  femblables,  &  qu'on  fc  contente 
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d'indiquer  ces  opérations.  Cette  médiode ,  qui  Amplifie  en  effet 
les  calcub ,  a  néanmoins  l'inconvénient  d'empêcher  d'apercevoir 
les  termes  qui  fe  détruiraient  dans  le  réfultat.  Il  s'agit  ici  de 
conferver  à  cette  méthode  fes  avantages ,  en  la  délivrant  d'ail-- 
leurs  du  vice  dont  nous  venons  de  parler. 

Dans  un  Mémoire  fur  l'élimination ,  publié  dans  les  Mémoires 
de  l'Académie  pour  tyfy,  nous  avons  fait  ufage  de  fonctions  de  la 
nature  de  celles  dont  il  s'agit  ici  ;  mais  ces  fondions  étoient  fa- 
ciles à  trouver  ;  en  forte  que  n'ayant  pas  befoin  d'en  confidérer 
d'une  autre  efpèce ,  nous  ne  nous  fommes  point  occupés  alors 
de  la  méthode  nécefTaire  pour  en  trouver  dans  des  cas  plus 
compofés. 

Lorfque  nous  avons  voulu  procéder  à  l'application  de  notre 
méthode  d'élimination ,  nous  fommes  arrivés  a  des  réfultats  que 
nous  fcavions  d'ailleurs  fufceptibles  de  réduction  ;  mais  fans  le 
fecours  des  fonctions  que  nous  allons  enfeigner  à  trouver  ,  il  ne 
feftoit  d'autre  parti  à  prendre  ,  pour  trouver  le  réfultat  de  cette 
réduction,  que  d'entrer  dans  le  développement  des  différente» 
parties  ,  travail  qui  auroit  été  rebutant.  Il  eft  donc  indifpenfable 
que  nous  faffions  connoître  ici ,  ces  fortes  de  fonctions  ,  6c  la 
manière  de  les  trouver.  L'analyfe  peut  en  retirer  de  l'utilité. 

(ait).)  Concevons  un  nombre  n  d'équations  du  premier 
degré  renfermant  un  nombre  n  «+•  i  d'inconnues  ,  6c  fans  aucun 
terme  abfolument  connu. 

Imaginons  que  l'on  augmente  le  nombre  de  ces  équations ,  de 
Tune  d'entr'elles;  alors  il  eft  clair  que  ce  que  nous  appelions 
(ip8)  la  dernière  ligne,  fera  non  -  feulement  Inéquation  de 
condition  néceflaire  pour  que  ce  nombre  n  -4-  i  d'équations  ait 
lieu;  mais  encore  (  20 j  )  que  cette  équation  de  condition  aura 
lieu  ;  en  forte  du'elle  fera  une  fonction  des  coëfficiens  de  ces 
équations,  laquelle  fera  zéro  par  elle-même. 

Voilà  donc  un  moyen  très-fimple  pour  trouver  un  nombre 
à  4-  1  de  fonctions  d'un  nombre  n  -M  de  quantités  ,  kfquelleg 
fonctions  foient  zéro  par  elles-mêmes. 

(217.)  Par  exemple ,  foient  les  deux  équations 

a  x  H-  b  y  c  \  «=»  Q| 
a'  x  •+•  V y  -h  cf  1  — i  Q. 
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A  ces  deux  équations,  joignons  la  répétition  de  la  première  t 
c'eft-à-dire ,  feignons  que  les  trois  équations 

a  x  «4-  b  y  -f-  c  i  =*  o  , 
Jx  +  b'y-hdi^o, 
a  x  +       +  c  {  =  o, 

font  trois  équations  différentes  pour  lefquelles  nous  cherchons 
l'équation  de  condition. 

Nous  aurons  poui  première  ligne  .»,ay\  —  tx\  +  cxy. 

Pour  féconde  ligne  (ab'  —  a'b)i  —  (ac1  —  a'c)y  +  (bc'~- Vc)x\ 

Pour  troifièmc  ligne  (ab<—  a'b)c  —  (ac>—  a'e)b  +  (M—  Vc)  « 

Donc 

(ab'—a'bjc  —  (ad-dc)b  +  (b  d —  V c)  a  -  o  rf 
eft  l'équation  de  condition. 

Or  il  eft  clair  que  la  troifième  équation  n'exprimant  rien  de 
'différent  de  la  première,  cette  dernière  quantité  doit  être  zérq 
par  elle-même  j  donc  fi  on  a  ces  deux  fuites  de  quantités 

a,  b,  c , 

v,  d. 

On  peut  être  alfuré  qu'on  aura  toujours 
(ab>  —  a'bjc  —  (ac'  —  a'c)b  +  (bd—b'c)a  «0. 

Et  fi  au  lieu  de  joindre  la  première  équation,  c'eût  été  U 
féconde,  nous  aurions  trouvé  de  même 

(aV-db)d —  (ad —a! cjb' -h(bd —  b'cJa'^Qt 

{  1 1 8.  )  Soient  pareillement  les  trois  équations 
a  x  *K  b  y  •+■  c  ^  -+-  d  t  =  o, 
ù!  x  -4-  b'y  •+>  d  i  +  d't  =  o, 
a»x  +  V'y  -H  d\  -+-       f-  o, 

auxquelles  nous  joignons  l'équation 

a  x       by  -4-  c  £  -H  dt  ±=  Q4 
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Nous  aurons  pour  première  lig ...  «tyt*  —  *       H-  <:  xy  r  —  dxy\. 

Pour  féconde  ligne  (a    —  a'b)  \  t  —  (ac1  —  a'c)yt      ("a  <f  —  «'«On 

-H  C  ^—  Vc)  xt  —  (M'-       * i      (cd'—c'd)  xy. 
Pour  troUIfcrae  ligne  [fa*' -a'* Je"  -  (ac'-  dc)b"  ■+■  % 

Et  enfin  pour  quatrième  ligne ,  ou  pour  équation  de  condition 
qui  aura  toujours  lieu 

Donc  fi  on  a  les  trois  fuites  de  quantités 

a  ,  b  ,  c  ,  <f* , 

a!  y    b'  y    d  y    d' f 

<l",      b"y      C''y  d"y 

on  fera  toujours  afluré  que  les  trois  fondions  fuivantes  de  ces 
douze  quantités ,  feront  zéro  par  elles  -mêmes 
«»<"— (««'—«'ci »*«M*V— *'«î«li  -  U**— «W— MjV+W—B'M*  ") 

4.  [(«*  —  «'«)«'— ^J«'+(e/— —  [{»c  —  bc)d''—  Ibd  —  bd)c"  +  {ci  —  / 

4.  [(•«'—  —  r,(»«v- »•*>*—<»*'— »*)«•+(«**— )»"]«•  J 

Il  ne  peut  donc  à  préfent  être  que  long ,  mais  facile ,  d'étendre 
le  nombre  de  ces  théorèmes.  Mais  ce  ne  font  pas  les  feuls  que 
nous  ayons  befoin  de  faire  connoître. 

(219.)  Suppofons  aduellement  les  deux  fuites  de  quantités 
a9byCyd,eyfy  &c, 

b'y    e y   d'y     t'y   f'y  &C, 

On  voit  donc  qu'en  les  combinant  trois  à  trois,  on  aura 

cette 
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teete  fuite  d'équations 


(ai' 

—  a'ijc 

(  a  <r  — 

«  C  J  P   "t"  (  *  C 

v  c  )  a 

o, 

<aV 

—  a'i)? 

{  a  e  — 

a  C  J  C   T~  (  — 

p  c  J  a 

°» 

(ai' 

—  a'i)d 

{  aa.  — 

aajp  -f-  (  pa  — 

«il  . 
p  d)a 

o» 

(ai' 

—  a'i)d' 

(  a  a   

a  a  j  p       (  0  a  - - 

♦  «  y  a 

°» 

(ai' 

—  a'i)e 

a  t  j  P  -t~  (     c  — 

p  c  j  a 

°» 

(ai' 

—  a'i)e' 

(  a  ('  — 

fl'c  li'  4-  Z' 

P  c  J  u 

°» 

&c. 

<>' 

—  i'c)d 

tt/;c  +(cd>— 

c»d)i 

o. 

-i'cjd' 

(>d>- 

i'd)c>  +  (cd'- 

c>d)i' 

o» 

(ic' 

-i'c)e 

(ie>- 

Vt)c  -h(ce'  — 

Ce)i 

o. 

(>' 

—  Vc)t' 

(it<- 

Vt)c'  -+-  - 

St)i> 

o. 

(ic' 

-i'c)f 

(if<- 

» 

(ic' 

(if- 

*/)§> 

&  ainfi  de  fuite. 

Prenons  maintenant  deux  quelconques  de  ces  équations ,  les 
deux  premières,  par  exemple, 

f^'-a-ije-fac»-  s'c)i  +(ict—i,c)s  =  o, 
fa  (a  c'-  a'c)i'+(  ic'~Vc)a'=  o. 

Multiplions  la  première  par  </',  &  la  féconde  par  d9  fie  re«* 
tranchant  le  fécond  produit  du  premier ,  nous  aurons 

(a i'-a'i) ,(cd'- c'd)  -  (a  c'-  a'c) . (id'-h'd)  -h (ic'-i'c) .  (a  d'—  a'd)  =s  s, 

(  2  2  O.  )  Donc  fi  on  a  les  fuites  de  quantités 

a  ,  b  ,  c  ,  </, 

on  fera  toujours  afluré  que 

(a . (cd'-c'd) -  <W-  a'c;.         Wj  +         Pc) .  (ad'~ a'd)  mû 

4 

Donc  fi  on  a  les  deux  fuites  de  quantités 

*  f  t  »  c  *  d  *  *  *  f  t  &c. 
o',  d\  é  ,  /',  &c 

&  qu'on  les  combine  quatre  à  quatre  ;  on  trouvera  facilement , 

A  a 
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par  ce  procédé ,  des  fonctions  de  quatre  quelconque  des  quantités 
de  chacune  de  ces  deux  fuites ,  qui  font  zéro  par  elles-mêmes» 

(221.)  Soient  maintenant ,  les  trois  fuites  de  quantités 

a  ,  b  ,  ô  ,  à ,  1 1  / ,  êcc* 

a',  V,  S,  d',  e%  /',  &c. 

a",  ïv  c",  ^    /*,  ôtc. 

Selon  ce  que  nous  avons  vu  (218),  on  aura  pour  les 
quatre  quantités  a>bJc,d>  par  exemple  ,  les  trois  équations 
fuivantes 


3- 


+  [(«Wc)il'-(^'-«,<)i,'+(fil-rt)«"]»'-[(»/-»V)i',-(M'-M)r+(«/-^!i>J~°' 


!—  «V>*VJ 


—  <*c—*V)6 '-M**'—*'*)  «"]<*"  —  [(•6'  —  <jrf'— «V)6"-K 

rf-  [(««'  —  at)4*—  W—dd)<r  +  >,  ci— ci  \f\ b"  —  [  (6  —  <H'— J>'<0 

Concevons  préfentement  que  je  multiplie  la  première  de  ces 
trois  équations  par  ^  ,  la  féconde  par  e ,  &  que  je  retranche  le 
lècond  produit  du  premier. 

Què  je  multiplie  la  première  équation  par  la  troifième 
par  e ,  ôc  que  je  retranche  le  fécond  produit  du  premier. 

Que  je  multiplie  la  féconde  équation  par  e",  la  troifième  par  e1, 
&  que  je  retranche  le  fécond  prodoit  an  premier. 

Alors  nous  aurons  les  trois  équations  fuivantes 

t(*b'-*tyc*-l*c,-m't)V+lbc-bc)*].(dt~&r~l(»*'~*b)d''-i'd'^ 

+  l(Mc'-»'i)dn~(0^•^d)tn+^cd■-c■d)a'^^~b■t)~l^bc■~b^cul"^(bd•^»^4it^^id^^  c«w«)J 
[{«»,^)/-<«/-«V)*-+(^-r«)*%tffi-/'^-tu>,^r/,H«*'w/)fc'^ffrfr-»>î^^vr-#«4)^ 


<    On  voit  donc  par  là  comment  3  en  combinant  les  termes  de  ces 
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trois  fuites  cinq  à  cinq  ,  on  trouvera  des  fbnâions  de  cinq 
des  quantités  de  chaque  fuite,  qui  font  zéro  par  elles-mêmes. 

(  2  a  I»  )  Concevons  que  de  ces  trois  dernières  équations ,  on 
multiplie  la  première  par  f"t  la  féconde  par/' ,  &  la  troifième 
par  f\  qu'enfuite  on  ajoute  enfemble  la  première  &  la  dernière , 
&  que  de  leur  Comme  on  retranche  la  féconde  ;  on  aura 

t  (**  -  •»  >«"-(«  *  -rf*)* -h»«— ht  )  «••] .  [  (  di-dt  )/•■-  { 4?- d\  )r+(d'<>~  *v»/l  \ 
p.(iiifw»i<'-(i/w<jr+(MWi)«i[(t/-«)r-(t«w,)/+(«'-^)/i[ 

On  voit  donc  par  là  comment ,  en  combinant  les  termes  des  trois 
fuites  fix  à  fix ,  on  trouvera  des  fonctions  de  fix  des  quantités 
de  chaque  fuite ,  qui  font  zéro  par  elles-mêmes. 

Remarquons  que  la  quantité  (aV —  db)c" 1  ~-(ac?  —  a'c) bf 
•\-(b<J  —  b'c)  a",  peut  être  écrite  ainfi , 

(ah*  —  *'*)c"  —  (ab"  —a"h)c'      (a'  c; 

«n  forte  que  pour  plus  de  régularité ,  nous  écrirons  l'équation 
précédente,  en  cette  manière 

i  v  -  ab  )  «  •  -  (  **•-    .  •  -h  «v  -  «-*•)  «  ] .  t  (d  iwwi  r  -(       r ♦n*-*v  )  n 

(2  2  3.)  En  voilà  aflez  pour  faire  connoître  la  route  qu'on 
doit  tenir ,  pour  trouver  ces  fortes  de  théorèmes.  On  voit  qu'il  y 
a  une  infinité  d'autres  combinaifons  à  faire  ,  fie  qui  donneront 
chacune  de  nouvelles  fonctions ,  qui  feront  zéro  par  elles-mêmes  ; 
mais  cela  eft  facile  à  trouver  actuellement. 

De  la  forme  du  Polynôme-multiplicateur  *  ou  des  Poly- 
'  nomes-multiplicateurs  propres  à  donner  l'Equation  finale, 

(2  24-)  La  manière  dont  nous  avons  envifagé  l'élimination 
dans  le  cours  du  premier  Livre ,  confifte  ,  ainfi  qu'on  l'a  vu  , 
à  concevoir  qu'ayant  multiplié  l'une  des  équations  par  un  poly  • 

Aa  ij 
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nome ,  dont  on  a  fupprimé  d'ailleurs  cous  les  termes  qu'il  eft 
polfible  de  faire  difparokre  à  l'aide  des  autres  équations  ,  on  fafle 
au  llï  difparoître  à  l'aide  des  mêmes  équations ,  tous  les  .termes 
qu'il  eft  poffible  de  faire  difparoître  dans  l'équation-prodûic  : 
alors  le  nombre  des  coëfficiens  introduits  par  le  polynome-multi- 
jplicateur ,  doit  être  fuffifant  pour  faire  dilparoitre  tous  les  termes 
affeâés  des  inconnues ,  autres  que  celle  qui  doit  refter  dans  L'ë- 
;  s    quation  finale. 

Dorénavant  nous  confidérerons  l'élimination  d'une  manière  qui 
ne  diffère  de  celle-là  qu'en  apparence  ,  fie  qui  eft  la  môme  quant 
au  fonds. 

Nous  concevrons  qu'on  multiplie  chacune  des  équations  données, 
par  un  polynôme  particulier ,  &  qu'on  ajoute  tous  ces  produits*. 
Le  réfultat  fera  ce  que  nous  appellerons  Y  Équation- fomrne  , 
•laquelle  deviendra  l'équation  finale  par  l'anéantinement  de  tous 
les  termes  affectés  des  inconnues  qu'il  s'agit  d'éliminer. 

Il  s'agit  donc  actuellement  i  .ô  de  fixer  la  forme  que  doit  avoir 
chacun  de  ces  polynômes-multiplicateurs.  a.°  De  déterminer  le 
.nombre  des  coëfficien9  qui ,  dans  chacun ,  ne  peuvent  être  Conn- 
dérés  comme  utiles  à  l'élimination.  ?.°  De  faire  connoître  s'il  y  a 
un  choix  à  faire  parmi  les  termes  qu'on  doit  ou  qu'on  peut  re- 
jetter  dan?  chaque  polynôme-multiplicateur.  4.0  Si  on  peut  fe 
difpenfer  de  lesrejetter,  quel  eft  le  meilleur  emploi  qu'on  peut 
en  faire. 

Examinons  d'abord  la  première  de  ces  queftions. 

'  (  2  2  $•  )  La  forme  que  doit  avoir  chaque  poryrtome^multîph*- 
cateur,  eft  aflez  facile  à  déterminer  d'après  tout  ce  qui  a  été 
dit  dans  le  Livre  premier.  Mais  la  manière  dont  nous  avons  confi- 
déré  cet  objet  (  174  )  i  eft  plus  propre  à  y  répandre  du  jour  : 
&  c'eft  de  cette  manière  que  nous  allons  le  confidérer  ici. 

(  12.6.)  Nous  fuppoferons  que  toutes  les  équations  données 
Jônt  incomplettes  du  même  ordre  ;  parce  que  les  équations  m- 
complettes  des  ordres  inférieurs ,  ne  font  que  des  cas  particuliers 
des  équations  incomplettes  des  ordres  fûpérieurs.  En  forte  qu'on 
peut  les  fuppofer  toutes  de  l'ordre  de  celle  de  ces  équations 
qui  fera  incomplette  de  l'ordre  le  plus  élevé. 

.    Nous  les  fuppofons  d'ailleurs  incomplettes  ,  par  une  raifon 
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femblable  ;  parce  que  les  équations  complettes  font  comprifes  dans 
les  équations  incomplettes. 

(  2*7.^  Cèlà  pd#,  feignons'  o^'arjr^s  avblr-pis  ùn-pojynome 
incomplet  du  premier  ordre  ,  mais  le  plus  général  qu'il  eft  pof 
fible,  èrf  le  multiplie  pât*  l'une  des  équàtiorts  ;  qu'on  mulaplie  ce 
produit  par  la  féconde  équation,  ce  nouveau  produit  par  la  troi- 
fième ,  Ôc  ainfi  de  fuite  ;  le  produit  final  fèrvira  à  trouver  les 
polynômes-multiplicateurs  particuliers  de  chaque  équation  t  ifc 
la  manière  fuivante. 

Pour  avoir ,  par  exemple ,  la  forme  du  polynome-mulripKcateur 
/le  la  première  équation  i  Supprimez  dans  les  variété*  ji'expofàn*  i 
du  produit  final,  tout  ce  qui  appartient  à  cette  première  équation, 
&  vous  aurez  la  forme  du  polynôme  -  multiplicateur  de  cette 
première  équation.  .       •  t  ,j\  ..,-.....'> 

:  Pareillement ,  pour  avoir  le  ,  pol  y  no  me  -multiplicateur  dû  h 
féconde  :  fupprimez  dans  les  variétés  d'expofans  du  produit 
final,  tout  ce  qui  appartient  à  cette  féconde  équation ,  ôc  vous 

aurez  la  forme  du  polynôme-multiplicateur  de  cette  féconde 
équation;  &  ainfi  de  fuite.  î  *"      \  ^. . 

i  ^claircUIbns  cela  par  quelles  €?ippHviri  .>  '  !    :,  a  tl 


[2  2_8,y  Soient  ,  par  exemple ,  les  deux  équations 
...  r(x*$y^sao9  (x*  ,y\)*  —  o. 

V  J       t  *    *  * 

que  nous  appelions  le  produit  final ,  fera  ' 

■*  ■>  3i;nco».i  K  :  )  ; ..y..:-Jl irfl ur;:; <       .  :  wL  wuv  ■  <! 

SxA+a  +  a'      y  A  + a+a'  \B  +  b  +  t>1 


Ce 

Nfiïifi  qu'il  eft  aifé  de  voir. 

Donc  fupprimant  des  variétés  '  d'expofans  A  +  a  ^  S  9 
A  +  a->ra',  B  +  &-hP,  d'une  part ,  tout  <îe  qui  a  rapport- 
•i  la  première  équation  %.  d'une  autre  part ,  tout  oef  qui;  a  rapport 
à  la  féconde  ;  on  aura  (xA  +  * _y<*  + >pour  la  forme 
du  poiynome-mulripKcateur  de  la  première  ;  &  (xA+  v<*  *  f^H 
pour  la  forme  du  polynôme-multiplicateur  de  la  féconde. 


» 
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Suppofons  les  trois  équations 

i  (*'>  y-r>  (*-\  &r,  ty,  tfjvy  *>  o, 

Voye\  {  8a  ).  -      ■  ■> 
La  ibrme  du  produit  final  fera  , 

Supprimant  fucceflîvement  des  variétés  d'expofàns  ,  tout  cè 
qui  appartient?*  la  pminiêre,  4  ia  féconde,  Ôc  à  la  troilîème 
iquatipr» ,  on  aura  '  ; 

pour  la  forme  du  polyndme-JmuItîplIcateùé  de  la  première  équation  s 


pour 


....  (y7    •     •  9  \."    "     /"    "    "  J 
tr  la  forme  du  poJynome-multip|lcateur  de  la  féconde  équation; 

pour  la  forme  du  polynome-mul4pHcatewr  .de  la  troifième  équation. 

j  >Ç  £  Àti  «fte,  il  o'effc'f  as  toujours  indifperuable  dans  h 
formation  de  et  q«e  n«us  appelions  le  produit  final  ,  d'era- 
pjoyer,  le  polynôme  incomplet  du  premier  ordre ,  le  plus  gé- 
néral polfible.  Il  fuffit  qu'il  comprenne  les  mêmes  variétés  d  ex- 
pofans  que  les  équations  données  confidérées  comme  incom- 
plettes  du  premier  ordre. 

Ainfi,  dans  le  cas  où  les  équations  feroient  toutes  incomplettes 
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«le  lit  forme  ffz/*,  stit^jr^.m'nj  w*.  p,  rqui  eft  la  plus  fimplô 
de  toutes  ;  il  fuffiroit  d'employer  un  polynôme  de  la  forma 
fuAj  xt  ,  y 4. .  #  n)  *,  pour  générlifeur  d«  produit  final 

i><?  ta  nkejfaè  de  ne  point  employer  à  l'élimination  tous 
'    les  coëfficiens  des  differens  polynômes-multiplicateurs. 

(  2  3  O.  )  Nous  avons  déjà  dit  plus  d'une  fois  qu*on  ne  devoit 
pas  regarder  tous  les  coëfficiens  des  pofynomes-multipHcateurs , 
comme  étant  tous  utiles  à  l'élimination  :  &  particulièrement  ce 
true  nous  avons  dit  (4?  )  fur  les  équations  complettes  ,  le  prouve 
affez.  Nous  jugeons  cependant  utile  de  revenir  ici  fur  xrct  objet 
d'autant  plus  important  que  fi  on  fe  permettoit  d'employer  à 
l'élimination  un  feul  coefficient  pris  fur  le  nombre  de  ceux  que 
nous  avons  dit  être  à  rejetter  ,  l'équation  finale  à  laquelle  on 
feroit  conduit,  feroit  fauffe,  ou  au  moins  identique,  ceft-à-dire  , 
•que  tous  les  termes  fe  détruiroknt  d'eux-mêmes  *  &  ne  ferpient 
pas  conséquent  rien  eônnoîtw  }  c'eft  ce  qu'il  feut  iaire  voir 
actuellement. 

r  Concevons,  en  effet,  qu'ayant un  nombre  quelconque  d'é^a- 
tiens  entre  un  pareil  nombre  d'inconnues  on  multiplie  cha- 
cune par  un  polynôme  dont  chaque  terme  ait  un  coefficient  indé- 
terminé :  &  qu'ayant  ajouté  enfemble  tous  ces  produits  ,  on  fup> 
pofe  que  la  fomme ,  égalée  à  zéro,  doit  donner  l'équation  finale, 
Que  pour  obtenir  cette  équation  finale ,  on  égale  à  zéro  le  coef- 
ficient total  de  chaque  terme  affeété  d'une  ou  de  plufieurs  des  in- 
connues ,  autres  que  celle  qui  doit  refter  dans  l'équation  finale.  H 
airrivera  prefque  toujours  qu'après  ces  différentes  fuppofitions ,  il 
reliera  encore  plufieurs  coëfficiens  dont  la  valeur  ne  fera  encore 
déterminée  par  aucune  condition.  Si  dans  la  perfualîon  qu'on 
en  feroit  le  meilleur  emploi  poffible ,  on  croyoit  pouvoir  fe  per- 
mettre de  les  employer  à  détruire  les  termes  les  plus  élevés  de 
l'équation  finale,  afin  de  réduire  celle-ci  au  plus  bas  degré  pof- 
fible ;  il  arriveroit  encore  très-fouvent  qu'on  auroit  plus  de  ces" 
coëfficiens  indéterminés  qu'on  n'auroit  de  termes  à  détruire  i  d'o^ 
il  s'enfùivroie  que  Féquatioh  finale  pourroit  alors  être  réduite 
à  zéro,  indépendamment  de  toutes  valeurs  particulières  des 
^connues;  conclufion  qu'on  ne  peut  admettre,  que  dans  le 
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feul  cas  ou  cette  équation  deviendroit  identique  ;  c'eft-à-dire  i 
dans  le  cas  d  une  folution  iliufoire.  . 

Mais  quand  même  le  nombre  des  coefficiens  indéterminés  qui 
peuvent  refter  après  la  deftru&ion  des  termes  affeâés  des  incon- 
nues, autres  que  celle  qu'il  eft  queftion  de  conferyer ,  ne  furpaf- 
feroit  pas  le  nombre  des  termes  où  entre  cette  dernière  inconnue  , 
il  n'en  feroit  pas  plus  permis  pour  cela  d'employer  ces  coeffi- 
ciens à  la  deftru&ion  d'une  partie  des  termes  de  l'équation  finale. 

D'abord  on  conçoit  bien  que  cette  équation  finale  eft  com- 
pofée  nécefiairement  d'un  nombre  déterminé  de  termes ,  ou  qu'elle 
eft  nécefiairement  d'un  degré  déterminé  qu'on  ne  peut  être  le 
maître  d'abaUTerà  volonté. 

Mais  pour  voir  clairement  comment  l'équation  à  laquelle  on 
arriverok  en  fàifànt  un  pareil  ufage  des  coefficiens  indéterminés  , 
ne  pourrait  être  qu'une  équation  abfurde  ,  ou  du  moins  une 
équation  identique,  il  faut  remarquer  que  par  un  pareil  procédé  , 
on  n'auroit  fait  aucune  mention  de  l'-étatde  la  queftion  :  on  nau- 
foit  point  ètt  tout  exprimé  que  les  équations  propofées  ont 
lieu. 

En  effet,  fi  on  imagine  que  les  équations  propofées ,  au  lieu 
d'être  des  équations  ,  foient  des  polynômes  dont  les  inconnues  ne 
foient  liées  entr'elles  par  aucunes  relations  connues  ;  ôc  quon 
fafle ,  de  ces  polynômes ,  l'ufage  que  nous  feulons  tout  à  1  heure 
des  équations  propofées;  il  eft  clair  qu'à  laide  des  coefficiens 
indéterminés  ,  nous  pouvons  faire  fur  le  polynôme  total  les  mêmes 
çhofes  qu'il  étoit  queftion  de  faire  fur  la  prétendue  équation 
finale  ;  or  il  eft  clair  que  le  polynôme  *mi  en  réfulteroit,  n  au- 
roit  que  des  relations  arbitraires  avec  les  polynômes  partiels 
dont  il  a  été  compofé;  la  prétendue  équation  finale ,  trouvée 
par  le  même  procédé  ,  n'auroit  donc  auffi  que  des  relations 
arbitraires  avec  les  équations  propofées  :  la  fuppofition  que  cette 
équation  finale  auroit  lieu  ,  feroit  une  fuppofition  absolument 
gratuite  ;  puifque  n'y  ayant  point  exprimé  que  les  équations  par* 
ticulières  ont  lieu  ,  il  n'eft  pas  poflible  que  cette  équation  fe 
foit  imprégnée  (  qu'on  permette  cette  expreflion  )  des  conditions 
de  la  queftion ,  exprimées  par  ces  équations  particulières, 

•     »  •    *     ...  .     •      •       j  ...  .  •  .  • 
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Par  exemple,  fi  on  avoir  les  deux  équations 

a' g*  ■+■  Vxy  ■+■  c'y      d'x  -+-  t'y  -4-  /'  =  o  ,• 

&  fi  ayant  multiplié  la  première  par  le  polynôme 

A  x*  -f-  B  x  y      C/  -+-  Z)  x  -t-  £y  -+-F, 

&  la  féconde ,  par  le  polynôme 

A'x*  -H  -t-  C>» -4-  Z>'*-4-  J", 

on  ajoutoit  les  deux  produits  :  on  auroit  une  équation  de  la 
forme  (x . ..  a^4  «  o. 

Comme  on  peut  toujours  ,  à  laide  de  la  féconde  équation , 
faire  difparoître  un  terme  dans  le  polynôme-multiplicateur  de  la 
première ,  on  n'a  véritablement  en  tout ,  que  onze  coëfficiens  qui 
puiflent  être  employés  à  l'élimination ,  &  qui  ferviront  à  faire 
difparoître  les  dix  termes  affectés  de  y,  par  exemple. 

Mais  fi  croyant  pouvoir  abaifler  l'équation  finale  ,  on  em- 
ployoit  les  douze  coëfficiens  qu'offrent  les  deux  polynômes- 
multiplicateurs ,  tant  pour  détruire  les  termes  affe&és  de  y,  que 
pour  détruire  le  terme  x4  ;  alors  on  arriveroit  à  une  équation 

3ui ,  fi  elle  n'étoit  point  identique  ,  feroit  en  effet  du  troifième 
egré  ,  mais  qui  n'appartiendroit  point  à  la  queftion  ,  puifqu'on 
n'y  auroit  pas  exprimé  l'exiftence  des  équations  particulières. 
JLes  valeurs  de  x  qu'on  conclurait  de  cette  équation  ,  ne  fe- 
raient donc  nullement  propres  à  fatisfaire  aux  deux  équations 
propofées  :  en  un  mot ,  cette  prétendue  équation  finale ,  feroit 
une  équation  purement  arbitraire ,  &  làns  aucune  liaifon  avec 
la  queftion. 

Il  y  a  donc  un  certain  nombre  de  coëfficiens  qui  ne  peuvent 
être  employés  à  l'élimination  :  6c  ce  n'eft  qu'en  les  employant  à 
tout  autre  ufage  qu'à  la  deftru£tion  de  nouveaux  termes  de 
l'équation-fomme  ,  qu'on  peut  être  affuré  qu'on  donne  à  celle-ci 
toutes  les  qualités  néceflaires  pour  devenir  l'équation  finale  x 
pour  être  lçxpreflion  de  toutes  les  conditions  de  la  queftion* 
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Du  nombre  des  coëfficiens  qui ,  dans  chaque  polynôme- 
multiplicateur  9  font  utiles  à  r élimination. 

(231.)  Nous  venons  de  faire  voir  de  quelle  importance  il  e(î 
de  ne  pas  employer  à  l'élimination  les  coëfficiens  que  les  équations 
propofées  peuvent  anéantir.  Il  ne  faut  pas  en  conclure  qu'on 
ne  peut  mieux  faire  que  de  les  omettre  ;  qu'on  ne  peut  les  em- 
ployer à  faciliter  ou  à  Amplifier  le  travail  de  l'élimination.  Au 
contraire ,  nous  verrons  dans,  peu  qu'on  peut  en  tirer  un  parti 
avantageux  pour  rendre  les  calculs  plus  commodes ,  en  ména- 
geant,  ou  procurant  à  la  fuite  de  ces  calculs ,  une  fymmétrie  que 
fa  fimilitude  des  équations  propofées  admet  ,  &  que  la  fimple 
exclufion  des  coëfficiens  inutiles  à  l'élimination  ,  mafqueroit, 
ittais  on  doit  conclure  qu'il  n'eft  permis  d'employer  aucun  de 
ces  coëfficiens  à  la  deftruction  d'aucun  terme  de  l'équation- 
fomme,  c'eft-à-dire ,  de  l'équation  réfultante  de  l'addition  des 
produits  particuliers  de  chaque  équation  par  fon  polynôme- 
multiplicateur. 

(232.)  En  ne  confidérant  qu'une  feule  équation-produit  » 
comme  nous  l'avons  fait  dans  le  premier  Livre  nous  n'avions 
fcefoin  de  connoître  le  nombre  des  coëfficiens  inutiles  à  l'élimi- 
nation ,  que  pour  le  feul  polynôme  -  multiplicateur  que  nous 
'  confidérions  alors.  Mais  aauellement  que  nous  employons  autant 
de  polynômes-multiplicateurs  que  d'équations,  il  faut  dire  un 
mot  du  nombre  de  leurs  coëfficiens  inutiles  à  l'élimination. 
Cela  eft  facile  d'après  ce  que  nous  avons  dit  jufqu'ici. 

(233.)  Si  l'on  fe  rappelle  ce  que  nous  avons  <lit  dans  le 
premier  Livre  ,  on  verra  &cilement,que  le  nombre  des  coëfficiens 
utiles ,  dans  le  premier  polynôme-multiplicateur  des  équations 
«ntre  lefquelles  il  s'agit  d'éliminer  ,  fera  toujours  égal  au  nombre 
des  coëfficiens  de  ce  polynôme  ,  moins  le  nombre  des  ternies 
qu'on  peut  faire  difparoître  dans  ce  polynôme,  a  laide  des 
n  —  1  autres  équations ,  n  étant  le  nombre  total  des  équations  : 

Que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  fécond  polynôme-mul- 
tiplicateur, fera  le  nombre  total  des  coëfficiens  ou  des  termes  de 
ce  polynôme ,  moins  le  nombre  de  termes  qu'on  peut  faire  dif- 
paroître dans  ce  polynôme,  à  l'aide  des  n  —  2  dernières  équations  ; 
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Que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  dans  le  troifième  poly- 
nôme-multiplicateur, fera  le  nombre  des  termes  de  ce  polynôme, 
moins  le  nombre  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître  dans  ce 
polynôme  ,  à  l'aide  des  n  —  3  autres  équations  ;  &  ainfi  de  fuite 
jufqu  au  dernier  ,  dont  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  fera  pré- 
•cifément  égal  au  nombre  de  fes  termes. 

Quant  au  nombre  de  termes  qu'on  peut  faire  difparoître  dans 
chacun  de  ces  polynômes ,  à  l'aide  du  nombre  d'équations  qui 
lui  correfpond ,  nous  avons  fait  voir  auffi  comment  on  le  déter- 
mine. Mais  à  ce  que  nous  avons  dit  alors  ,  nous  ajouterons  le 
moyen  de  trouver  la  forme  des  polynômes  qui  repréfentent  ces 
nombres  de  termes.  D'après  ce  que  nous  venons  de  dire  (  227  ) 
fur  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  eux-mêmes  ,  un 
exemple  fuffira. 

Suppofons  trois  équations  de  la  forme 

(u'...l)<  =•  o, 
(u*...  1)'  =*  o, 
f 3/'  =  o. 

Le  polynôme-multiplicateur  de  la  première  (  227  )  fera  donc 
Celui  d©  la  féconde  ,  fera 

&  celui  de  la  troifième  fera 

Le  nombre  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître  dans  le 
premier,  à  l'aide  de  la  féconde  équation ,  fera  N( uA+u\  ..3)  r+''* 

Mais  comme  pour  parvenir  à  faire  difparoître  ce  nombre  de 
termes  ,  on  employé  le  polynôme  (uA 3  JT ,  dans 
lequel  on  peut ,  a  l'aide  de  la  troifième  équation ,  faire  difparoître 
tin  nombre  de  termes  =  N(uA .  . .  3  )  *\  le  nombre  de  termes 
qu'on  peut  véritablement  faire  difparoître  dans  le  premier  poly- 
nôme a  l'aide  de  la  féconde  équation ,  ne  fera  que 

N(uA+'"...3)W  —  N(uA...3)T. 

B  b  ij 
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Le  nombre  de  termes  qu'on  peut  faire  difparoître  dans  le  même 
polynôme ,  à  l'aide  de  la troifième  équation,  eft  N (uA +"'... 3 Jr+"'V 

Donc  à  l'aide  de  la  féconde  &  de  la  troifième  équation  ,  on 
peut  faire  difparoître  dans  le  polynôme-multiplicateur  de  la  pre- 
mière, un  nombre  de  termes 

«-  N  (uA+*\  . .  3  J  T+'—  N(uA.  ..3)T  +  N(uA+>.  ..i)T+<'. 

Quant  au  fécond  polynôme-multiplicateur,  on  voit  facilement 
actuellement  que  n'y  ayant  à  confiderer  pour  lui  que  la  dernièré 
ou  troifième  équation  ,  le  nombre  des  termes  qu'on  peut  en  faire 

difparoître,  eft  N{uA+:  .  .  3 JT+t- 

On  voit  donc  par-là  comment  on  doit  s'y  prendre  pour  déter^ 
miner  la  forme  des  polynômes  qui ,  par  le  nombre  de  leurs  termes, 
expriment  celui  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître  dans  chacun, 
des  polynômes-multiplicateurs  qu'on  employera  à  l'élimination. 

Du  choix  des  termes  qiion  doit  ou  qu'on  peut  exclure 
dans  chaque  Polynôme-multiplicateur. 

X  234O  Nous  avons  fuffifàmment  prouvé  jufqu'ici ,  qu'on  ne 
doit  pas  admettre  tous  les  coëfficiens  des  polynômes-multiplica- 
teurs ,  &  nous  avons  déterminé  le  nombre  de  ceux  qu'on  doit 
rejetter. 

Mais  il  ne  fuffit  pas  de  favoir  combien  on  doit  exclure  de 
termes ,  il  faut  fçavoir  encore  quels  font  ces  termes  qu'on  doit 
exclure ,  ou  du  moins  fàvoir  s'il  y  a  un  choix  à  faire  ;  fi  cette  ex- 
clufion  doit  porter  fur  certains  termes  plutôt  que  fur  d'autres. 
'  Quoiqu'il  y  ait  fur  ce  point  une  très-grande  liberté ,  comme  on 
3Tà  le  voir ,  elle  n'eft  cependant  pas  illimitée. 

(235O  Lorfqu'on  fait  difparoître  dans  un  polynôme  donné  ; 
à  l'aide  d'un  certain  nombre  d'équations  données  ,  autant  de 
termes  qu'il  eft  pofiible  d'en  faire  difparoître,  on  ne  fait  autre 
chofe  qu'exprimer  dans  ce  polynôme  toutes  les  conditions  de  la 
gueftion  confignées  dans  ces  équations. 

Or  l'expreflion  de  ces  conditions  ne  dépendant  pas  plus 
particulièrement  de  l'un  quelconque  des  termes  de  ces  équations  , 
gue  de  tout  autre  ,  mais  bien  de  la  totalité  de  ces  termes  ,  il  eft 
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ïacîle  de  voir  qu'il  n'y  a  aucune  raifon  pour  faire  difparoître  les 
termes  d'une  certaine  forme  ,  plutôt  que  les  termes  de  toute 
autre  forme. 

far  exemple,  lorfqu'en  parlant  des  équations  complettes  (  4j  ), 
nous  avons  fuppofé  qu'on  fît  difparoître  du  polynôme-multipli- 
cateur, tous  les  termes  divifibles  par^'',  tous  les  termes  divi- 
fibles  par  z,w,  &c.  nous  nous  fommes  bornés  alors  à  cette  idée , 
parce  qu'elle  nous  fuffifoit  ;  6c  que  fimple  en  elle-même,  plus 
près  des  idées  que  l'on  avoit  jufques-là ,  elle  étoit  la  meilleure 
pour  fixer  l'efprit.  Mais  on  fe  tromperoit ,  fi  l'on  penfoit  qu'on 
eft  aflujetti  à  faire  difparoître  telle  ou  telle  puûTance ,  tels  ou 
tels  produits  des  inconnues  ,  plutôt  que  toute  autre  puiflance 
ou  tout  autre  produit.  On  peut  indifféremment  faire  difparoître 
tels  termes  que  l'on  voudra ,  pourvu  feulement  qu'on  ait  égard 
aux  confidérations  fuivantes. 

Non-feulement  le  nombre  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître 
dans  la  totalité  du  polynôme ,  eft  déterminé  ;  mais  celui  du  plus 
grand  nombre  de  termes  qu'il  fbit  poffible  de  faire  difparoître 
dans  chaque  dimenfion  de  ce  polynôme  ,  l'eft  auffi  ;  ôc  c'eft  ce  à 
quoi  il  eft  important  de  faire  attention  pour  ne  pas  exclure ,  dans 
quelque  dimenfion  que  ce  foit ,  plus  de  termes  qu'on  n'eft  auto- 
rifé  a  le  faire.  Car  il  ne  fuffit  pas  de  n'exclure  de  la  totalité  des 
termes  du  polynôme,  que  le  nombre  des  termes  ci-devant  déter- 
miné ;  il  faut  encore  ne  pas  en  exclure ,  dans  quelque  dimenfion 
que  ce  foit,  au-delà  d'un  certain  nombre  que  Ion  trouve  facile- 
ment ,  en  cette  manière. 

Suppofons ,  par  exemple,  les  trois  équations  fuivantes  que  nouâ 
prenons  complettes  ,  pour  plus  de  clarté  6c  de  fimplicité  feule-; 
ment. 

f*>y>  V*  =* 
( x  >  y  >  V  * 8=3  °  i 
(x> y  *  V1  =  °* 

Elles  ont  chacune  (227)  pour  polynôme- multiplicateur ,  un 
polynôme  de  cette  forme  (  x 3y  ,^T"*"*.  Dans  celui  qui  fera 
employé  à  la  première  équation ,  on  peut ,  ainfi  aue  nous  l'avons 
fait  voir ,  faire  difparoître  ,  au  total  ,  un  nombre  de  termes 

^  N(xjy,  N(x,y,  7J T+l  rt-  N(x,y,  tJ  t+  4- 
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Mais  fi  fur  ce  nombre  de  termes  ,  on  demande ,  combien  îl  / 
en  aura  de  la  plus  haute  dimenfion  ;  on  voit  que  ce  nombre  eft 

W(*&,VT*-#fa*iJ^^#(*&  VT+<1  •  •  •  {V, 

ou  N(x,y  )  r+«  —  N(x,y)T+*     N(x,y  )  r+*. 

Donc  ,  dans  la  première  dimenfion  du  polynôme-multiplicateur 
de  la  première  équation ,  on  ne  peut  fe  permettre  d'exclure  un 
nombre  de  termes  plus  grand  que 

(  1^6.)  Mais  fi  on  ne  peut  pas  fe  permettre  d'en  exclure  un 
nombre  plus  grand  que  celui  qui  vient  d'être  déterminé  ,  on  peut 
au  contraire  en  exclure  moins  ;  Ôc  faire  porter  l'excédent  fur  le» 
dimenfions  fuivantes ,  fi  on  le  juge  à  propos. 

Ainfi  dans  la  féconde  dimenfion,  où  l'on  ne  peut  fe  per- 
mettre d'exclure  un  nombre  de  termes  plus  grand  que  N(x,y )T+* 
—  Nfx  ty)  T+ 1  «+•  Nfx,  y)  ,  fi  dans  la  première  on  en  a 
exclu  un  nombre  =  Nfx, y)  T+*—  N(xyy)  M-  N(xty)T+<  5 
on  pourra,  dis-je,  exclure  de  cette  féconde  ,  un  nombre  de  ter- 
mes «  N(x,y)T+i-N(x,y)*+*  +  N(xty)*+*+qÉ. 
C  on  n'a  exclu  de  la  première  qu'un  nombre  de  terme? 
c=N(x,y)  T+*  —  N(x,y N(x,y)T+*  —  q. 

On  voit  a&uellement  ce  qu'il  y  a  à  dire  fur  les  autres  dimen- 
fions. Voilà  toute  la  limitation  à  laquelle  on  eft  affujéti.  On  eft 
d'ailleurs  le  maître  de  faire  porter  l'exclufion ,  dans  chaque  di- 
menfion ,  fur  tel  terme  que  1  on  voudra.  Peu  importe  ,  pourvu 
qu'on  n'exclue  pas  plus  de  termes  que  nous  ne  venons  ae  voir 
qu'on  peut  fe  le  permettre, 

(2370  Quoique  nous  ayons  pris  pour  exemple  t  des  équations 
complétées  ,  on  voit  fans  doute  aifément  ,  qu'ainfi  que  nous 
l'avons  dit ,  ce  n'eft  que  pour  plus  de  clarté  ;  il  fera  toujours  facile 
de  déterminer ,  dans  quelque  cas  que  ce  foit ,  le  nombre  de  termes 
dont  on  peut  difpofer  dans  chaque  dimenfion  de  chaque  polynôme. 
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TDu  meilleur  emploi  qu'on  peut  faire  des  coëfficiens  des 
termes  au  on  eft  en  droit  d'exclure  de  chaque  polynôme^ 
■  multiplicateur, 

(  1  3  S'  )  Si  l'on  fait  attention  à  tout  ce  que  nous  venons  de 
dire  fur  le  nombre  des  termes  qu'on  peut  exclure  de  chaque 
polynôme-multiplicateur  ;  &  que  ce  que  nous  appelions  la  pre* 
mière  ,  la  féconde  ,  la  troifième ,  &c  équations  ,  font  des  déno- 
minations purement  arbitraires ,  en  forte  qu'on  peut  prendre  pour 
première,  féconde,  troifième,  &c.  équations  ,  telle  de  ces  équa- 
tions qu'on  voudra  ;  on  verra  bientôt  qu'on  n'eft  pas  tellement 
aflujétt  à  faire  difparoître  un  nombre  déterminé  de  termes  dans 
l'un  quelconque  des  polynômes-multiplicateurs ,  qu'il  paroîtrok 
réfulter  de  la  manière  dont  nous  avons  envifagé  la  chofe 
jufqu'à  préfent. 

Ce  à  quoi  on  eft  indifpenfablement  aflujétï  ,  c'eft  au  nombre 
total  de  coëfficiens  inutiles ,  dans  la  totalité  des  polynômes-mul- 
tiplicateurs ,  ainii  qu'au  nombre  total  de  coëfficiens  inutiles 
dans  une  dimenfion  quelconque  de  même  numéro  de  chacun  de 
ces  polynômes-multiplicateurs.   

5  '  En  effet ,  félon  qu'on  prendra  pour  première  équation ,  telle  ou 
telle  des  équations  données,  on  verra  qu'on  eft  le  maître  de 
difpofer  de  plus  ou  moins  de  termes  dans  un  même  polynôme- 
multiplicateur.  Mais  on  verra  en  même  tems ,  que  la  totalité  des 
termes  qu'on  peut  faire  difparoître  dans  la  totalité  des  polynômes  , 
refte  conftamment  la  même  ,  quelques  variations  qu'on  fafTe  dans 
l'ordre  des  équations ,  &  par  conféquent  des  polynômes. 

Soient,  par  exemple,  les  trois  équations 

Le  polynôme-multiplicateur  de  la  première,  eft  (x,yt  \)  i 

T+  t  ■+• 1* 

Celui  de  la  féconde ,  eû  •C*>J'>lj 

T+t  +  t' 

Celui  de  la  troifième ,  eft  C  •*-.>',  w  ■ 
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On  peut  ,  dans  le  premier ,  faire  difparoître  un  nombre  dû 
termes,  exprimé  par 

•    N(x  >y>  -0  r+'"  -  N(x  ,y,i)T-h  N(x,y .  ^  r+<'; 

On  peut  en  faire  difparoître  dans  le  fécond ,  un  nombre  exprimé 
par  N{x,y,iJT+'f 

Et  rien  dans  le  troifième. 

Donc  ,  au  total  ,  on  peut  faire  difparoître  dans  les  troîf 
polynômes ,  un  nombre  de  termes  exprimé  par 

Changeons  maintenant  l'ordre  des  équations  ;  écrivons  les  ainfi 

m* 

(x,y,  iJ*  =  o, 

(*>y>  V ■=  °' 

T  +  t+  t"  • 

Le  polynôme-multiplicateur  de  la  première ,  fera  (x ,  y ,  j  ; 
Celui  de  la  féconde,  fera  (**y*l) 

r+ 1  + 1' 

Celui  de  la  troifième,  fera  ' 

On  pourra ,  dans  le  premier ,  faire  difparoître  un  nombre  .dô. 
termes  exprimé  par 

N(x  ,y  t  sJ  t+<"  r~N(x,y,ii)T+  N(x  ,y  a  i)  T+*. 
Dans  le  fécond,  un  nombre  exprimé  par  N( x,y ,  \)  r+' 
Et  rien  dans  le  troifième, 

Donc  au  total ,  on  peut  faire  difparoître  dans  les  trois  poly* 
nomes  ,  un  nombre-  ae  termes  exprimé  par 

On  voit  donc  qu'en  effet ,  le  nombre  de  termes  qu'on  peut 
faire  difparoître  dans  l'un  quelconque  des  polynomes-multjpli- 
cateurs ,  varie  félon  l'ordre  qu'on  aura  adoDté  pour  la  fucceflior» 
des  équations  j  mais  que  le  nombre  total  des  termes  qu'on  peut 
faire  difparoître  dans  la  totalité  des  trois  polynômes ,  refte  conf- 
tamment  le  ,même. 

On 
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On  démontrera  de  la  môme  manière,  qu'il  en  eft  de  même  du 
nombre  total  des  termes  de  la  plus  haute  ou  première  dimenfion 
de  chaque  polynôme  :  qu'il  en  eft  même  du  nombre  total  des 
termes  de  la  féconde  dimenfion  de  chaque  polynôme  i  6c  ainfî 
de  fuite. 

<  1  3  c; .  )  Jufqu'ici,  comme  ces  termes  font  abfolument  inutiles 
à  l'élimination,  nous  les  avons  toujours  confidérés  comme  devant 
être  exclus.  Cette  exclufion  n'eft  pas  indifpenfable  :  il  fuffit  ainfî 
qu'on  peut  le  conclure  de  ce  qui  a  été  dit  (  230  ) ,  de  ne  point 
les  compter  au  nombre  des  coëfficiens  qu'on  a  à  calculer  pour 
arriver  à  l'équation  finale  ,  ou  en  général  ,  au  but  qu'on  fè 
propofe. 

En  effet,  de  même  qu'on  peut  toujours  parvenir  à  faire  difpa- 
roître  dans  un  polynôme  donné  ,  à  l'aide  d'un  certain  nombre 
d'équations  données  ,  un  certain  nombre  de  termes  ;  de  même  , 
&  par  le  même  moyen ,  on  peut  donner  à  un  pareil  nombre  de 
termes  de  ce  polynôme ,  des  coëfficiens  tels  qu'on  le  voudra.  On 
peut  donc  faire  des  coëfficiens  inutiles  à  l'élimination  ,  tout  ce 
que  l'on  voudra  d'ailleurs  ,  pourvu  qu'aucun  ne  foit  compté  au 
.  nombre  des  coëfficiens  utiles  à  l'élimination, 

(24°')  On  peut  donc,  lorfqu'il  s'agira  de  procéder  à  l'élimî- 
nation  ,  admettre  tous  les  différens  termes  dont  les  différens  po- 
lynômes-multiplicateurs font  fufceptibles  ;  &  lorfqu'on  aura  formé 
i  équation- fomme,  on  fera  le  maître  d'y  déterminer  arbitrairement, 
&  par  telles  conditions  que  l'on  voudra ,  tant  dans  la  totalité,  que 
dans  chaque  dimenfion  ,  un  nombre  de  coëfficiens  égal  au  nombre 
de  ceux  que  Ton  fait  être  inutiles  à  la  queftion  ,  pourvu  feulement 
qu'on  ne  les  employé  pas  à  la  deftruûion  d'aucun  nouveau  terme. 

(241*)  Avec  cette  feule  attention ,  on  prendra  tels  de  ces 
coëfficiens  qu'on  voudra,  cour  en  former  des  équations  arbitraires, 
&  par  conféquent  pour  déterminer  ces  coëfficiens  :  on  n'aura 
jamais  à  craindre  d  être  conduit  à  une  équation  abfurde  ,  pui£ 
qu'en  cela  on  ne  fait  qu'exéçuter  ce  que  l'état  de  la  queftion 
(uggère. 

(  2  4  2«)  Il  eft  inutile ,  fans  doute  ,  d'obfçrver  qu'il  faut  éviter 
de  comprendre  dans  ces  équations  arbitraires ,  celles  qui  anéan- 
tiroient  des  termes  que  l'on  veut  conferver.  Quoique  l'équation 
finale  à  laquelle  on  arriverait  alors ,  ne  fut  point  une  queftion 

C  ç 
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abfurde,  elle  ne  ferait  pas  néanmoins  ce  que  l'on  cherche;  H  y 
relierait  alors  un  ou  plufieurs  termes  affectés  de  quelques-unes  des 
inconnues  qu'il  eft  queftion  d'éliminer. 

(  2  4  3  •  )  H  y  a  encore  une  chofe  à  éviter  dans  la  formation  de 
ces  équations  arbitraires  ;  mais  cette  attention  très-rarement  né- 
ceflaire,  ne  pourra  être  bien  fentie  que  par  des  exemples  ;  ainli 
nous  n'en  parlerons  que  par  la  fuite. 

(2  440  C'eft  par  cet  ufage  des  coëfficiens  inutiles  que  nous 
fommes  enfin  parvenus  à  donner  à  nos  calculs  une  forme  régulière, 
propre  à  les  rendre  aufli  fimples  &  aufli  expéditifs  qu'il  eft 
poflrble  ;  propre  à  y  démêler  certains  fà&eurs  qu'il  eft  important 
de  connoître  pour  avoir  fur  le  réfultat  d'un  fyftème  quelconque 
d'équations  ,  toutes  les  connoiflances  qu'elles  renferment  tacite- 
ment. Au  lieu  que  fans  cet  emploi  des  coëfficiens  inutiles ,  on 
ne  reconnoîtroit  plus  dans  le  cours  du  calcul ,  l'efpèce  de  fym- 
métrie  que  l'on  lent  bien  devoir  avoir  lieu  dans  le  réfultat  de 
plufieurs  équations  de  forme  femblable  :  elle  fe  trouverait  mafquée 
dans  tout  le  cours  du  calcul  :  6c  les  fadeurs  dont  nous  venons 
de  parler ,  combinés  avec  d'autres  facteurs  non  fymmétriques  *9 
deviendraient  très- difficiles,  &  pratiquement  parlant ,  impoflibles 
à  reconnoître  ,  lorfqu'on  vient  à  traiter  des  équations  un  peu 
compofées,  ou  un  peu  nombreufes. 

(  2  450  Mais  comme  il  importe  beaucoup  de  ne  pas  intro- 
duire dans  les  réfultats  des  calculs,  des  fadeurs  étrangers  ,  ou  qui 
ne  fafient  rien  connoître  de  ce  qui  appartient  effentiellement  aux 
équations  propofées  ,  on  peut  s'impofer  pour  règle  générale , 
dans  la  formation  des  équations  arbitraires ,  de  fe  conduire  de 
manière  à  n'avoir  à  calculer  que  les  coëfficiens  utiles  à  l'éli- 
mination ,  c'eft-à-dire ,  à  n'avoir  à  calculer  qu'un  nombre  de 
coëfficiens  égal  au  nombre  de  ceux-là  :  &  fi  la  chofe  n'eft  pas  po£ 
fible*,  comme  il  arrive  quelquefois  ,  il  fàutfe  conduire  de  manière 
à  n'avoir  à  calculer  que  le  plus  petit  nombre  de  coëfficiens  pof- 
fible  au-delà  du  nombre  des  coëfficiens  utiles  à  l'élimination. 

Or  le  moyen  d'y  parvenir ,  eft  de  former  avec  tous  les  coëf- 
ficiens inutiles ,  s'il  eft  poffible ,  ou  avec  le  plus  grand  nombre 
poffible  de  ces  coëfficiens  ,  un  pareil  nombre  d'équations  arbi- 

*  Du  moins ,  lorfqu'on  veut  conferver  la  fymmetrie  propre  à  faciliter  les  calcul* 
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traîrcs,  lefquelles  ne  renferment  point  d'autres  coëfficiens  :  en 
obfervant  d'ailleurs  de  n'en  former  dans  chaque  dimenfion  , 
qu'autant  qu'il  eft  permis  par  ce  qui  a  été  dit  (  23  $  ). 

Alors  (  2  1 2  &  2 1 3  )  il  ne  peut  réfultcr  de  toutes  ces  équa- 
tions que  deux  chofes  ;  (avoir ,  une  équation  de  condition ,  ôc 
que  chacun  de  ces  cocfficîens  (bit  =  o. 

L'équation  de  condition  ,  quoique  fouvent  inutile  à  l'objet 
principal  de  la  queftion  ,  fignifiera  cependant  toujours  quelque 
chofe  de  relatif  aux  équations ,  tel,  par  exemple  ,  que  des  cas 
où  elle  peut  être  réfolue  plus  fimplement ,  ou  à  l'aide  de  poly- 
nômes-multiplicateurs plus  fimpies. 

Quant  â  la  conclufton  des  coefficient  égaux  a  zéro  ,  elle  pro- 
curera à  la  fuite  du  calcul  la  plus  grande  Amplification  poiïibfe. 

Sur  quoi  il  faut  obferver  que  puifque  nous  ne  confervons  les 
coëfficiens  inutiles ,  que  pour  en  difpofèr  enfuite  pour  donner  aux 
calculs  la  forme  la  plus  fymmétrique  qu'il  fe  pourra ,  il  faut 
conféquemment  à  cette  idée ,  faire  entrer  dans  chaque  équation 
arbitraire ,  tous  les  coëfficiens  analogues ,  c'eû-à-dire  ,  les  coëf- 
ficiens qui  appartiennent  à  des  termes  femblables  dans  chaque 
polynôme-multiplicateur. 

Nous  n'en  dirons  pas  davantage  pour  le  préfent  fur  le  choix  , 
l'emploi  ôt  l'ufàge  des  coëfficiens  inutiles  :  les  exemples  que  nous 
donnerons  par  la  fuite ,  achèveront  d'éclaircir  ces  idées  générales. 

Divers  autres  ufages  des  méthodes  expqfees  dans  cet  Oiu 
vrage,  pour  la  Théorie  générale  des  Equations. 

(246.)  Les  moyens  d'arriver  à  l'équation  la  plus  fimple, 
réfultante  d'un  nombre  quelconque  d'équations  de  quelque  degré 
que  ce  (bit ,  ne  font  pas  les  feuls  avantages  qu'on  piaffe  retirer 
du  travail  qui  nous  occupe.  On  peut  encore ,  par  ces  mêmes 
moyens ,  parvenir  à  trouver  la  valeur  la  plus  fimple  d'une  fonc- 
tion quelconque  compofée ,  comme  on  le  voudra ,  des  inconnues 
qui  entrent  dans  ces  équations  ;  &  cette  valeur  la  plus  fimple  on 
peut  la  trouver  avec  des  conditions  particulières ,  fie  propres  à 
iàtisiaire  à  quelques  vues  utiles. 

Ce  ij 
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Par  exemple ,  fi  ayant  les  trois  équations  quelconque» 

(*>y>  Otmm°i 

(*>y,  V*  =  o, 

on  demandoit  quelle  eft ,  en  vertu  de  l'exiftence  de  ces  troiî 
équations,  la  valeur  de  (x,y,  \JT»  ou  cn  général,  de  tout 
autre  polynôme  formé  de  x ,  y  &  ^,  cette  valeur  étant  réduite 
au  plus  petit  nombre  de  termes  poffible. 

Si  pour  fimplifier  les  idées  ,  nous  fuppofons  qu'il  ne  s'agit  que 
du  polynôme  (x,y,  tJ  t,  il  eft  clair  î.®  que  fi  on  multiplie 

T—t 

la  première  équation ,  par  le  polynôme  (  x ,  y ,  \  )  t 

T—t' 

la  féconde  ,  par  le  polynôme ....... .  (xyy,i)  t 

T—t" 

la  troifième,  par  le  polynôme  (x,y,  \)  ' 

* 

&  qu'on  ajoute  enfemble  les  trois  produits,  &  le  polynôme 
propofé  ,  la  fomme  aura  la  même  valeur  que  le  polynôme 
propofé. 

.  2.6  Qu'à  l'aide  des  coefficiens  introduits  par  les  trois  polynômes- 
multiplicateurs  ,  6c  en  faifant  attention  que  la  condition  de 
l'exiftence  des  trois  équations ,  en  rend  inutiles  un  nombre  aue 
nous  favons  actuellement  déterminer ,  il  fera  toujours  polfible 
<i'anéantir  dans  cette  fomme  un  nombre  déterminé  de  termes. 

3.0  Que  le  moindre  nombre  de  termes  auquel  on  pourra  la 
réduire  ,  fera  moindre  d'une  unité  que  le  nombre  des  terme* 
dé  l'équation  finale  réfultante  des  trois  équations  propofées. 

4.0  Que  ces  termes  qui  compoferont  le  polynôme  final ,  valeur 
'du  polynôme  propofé  (x  ,y ,  \)  Ti  feront  d'ailleurs  ceux  que 
l'on  voudra. 

y .°  Que  par  conféquent,  on  peut  avoir  le  polynôme  ( x  ,y3  \JT9 
exprimé  tout  en  x,  ou  tout  tny,  ou  tout  en  ^. 

(a 470  Ceft  donc  le  moyen  de  faire  ce  dont  nous  avons 
parlé  (  207  ) ,  c'eft-à-dire  ,  d'obtenir  le  réfultat  de  la  fubftitution 
des  valeurs  que  x ,  y  &  ^  peuvent  avoir  dans  les  trois  équations 
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f  ropofées ,  d'avoir ,  dis-je ,  4e  réfultat  de  leur  fubftitution  dans 
le  polynôme  propofé ,  du  moins  d'avoir  tout  ce  qu'il  eft  poffibie 
d'en  avoir  de  rationnel  ;  &  le  furplu*  s'obtient  par  la  réiolution 
de  l'équation  finale. 

(248-)  Nous  avons  fuppofé ,  dans  ce  que  nous  venons  de 
dire  ,  que  T  étoit  plus  grand  que  1 t!  r"  qui  (  47  )  eft  l'ex- 
preffion  du  degré  de  l'équation  finale  réfiiltante  des  trois  équa- 
tions propofées  ;  fi  au  contraire  on  avoit  T  <  t t!  t" ,  alors 
fuppoiant  r'  =  tït",  on  multiplierait 

T>  t 

la  première  équation  p at  (  x  ,  y  ,  ;  ;  y 

7"  —  '1 

la  féconde  par  (  x,  y  ,  \  )  9 

T'  —  **  . 

&  la  troifîème  par  (*iy*l)  ' 

&  on  opéreroit  comme  il  vient  d'être  dît* 

(  2  4  9*  )  Il  n'eft  cependant  pas  néceflaire  de  recourir  à  des  po- 
lynômes aufli  élevés  que  lorfqu'il  s'agit  d'avoir  la  valeur  de 
( x  >  y  *\)T  toute  en  jc  i  ou  toute  cny  ,  ou  toute  en  ^.  Dans 
tout  autre  cas  on  peut  fe  contenter  d'employer  les  polynômes- 
multiplicateurs 

Par  exemple,  fi  on  demandoit  la  valeur  de  x*y  1  conclu  des 
trois  équations 

(* >y *  \)y  —  Oj 
(*>y >  iJ*~*  f) 

exprimée  en  x ,  y  ,\9  &  avec  la  condition  que  non  *  feule- 
ment jc',  mais  encore  y*  Sx.  ç1,  n'entraffent  point  dans  cette 
valeur  :  comme  x*y^  eft  de  la  dimenfion  j  ,  je  multiplierais 
chacune  des  trois  équations  propofées  par  un  polynôme  de  la 
forme  (x  ty  >  ou  (x  ty ,  7)  * ,  &  ayant  ajouté  les  pro- 

duits avec  x*y  \9  j'obferverois  que  les  polynômes-multiplicateurs 
étant  de  degrés  inférieurs  aux  équations  propofées  ,  on  ne  peut 
y  faire  difparoître  aucun  terme  a  l'aide  de  ces  équations  i  que 
par  conféquent  aucun  des  coëfficiens  indéterminés  de  ces  poly- 
nômes ne  fera  inutile.  J'aurais  donc ,  pour  réfoudre  la  queftion4 


io*     ÉQUATIONS  ALQÊBRIQUES. 

un  nombre  de  cocfficiens  »  3  N(*iyi  O*  '  ""s  5°  »  or(f9} 
ce  nombre  eft  précifément  celui  des  termes  divifibles  foie 
par  x1 ,  (bit  par  y* ,  foit  par  ,  dans  la  fomme  qui  eft  de  1» 
forme  (x,y,  \)%  \  donc  il  fera  poflible  d'avoir  cette  fomme  fan» 
que  x  ,  y  &  \  s'y  trouvent  élevés  chacun  à  un  degré  plus  haut 
que  2  ;  ôc  puifque  cette  fomme  eft  la  valeur  de  x 1  y  \ ,  on  a  donc 
la  valeur  de  x*y  1  telle  qu'elle  a  été  demandée. 

{  2  J  O.  )  En  parlant  des  équations  complettes  nous  avons  dit 
( 4 j  )  que  fi  l'on  avoit  un  nombre  quelconque- d'équations 

(u.,.n)'  ■*  o  , 

( w.  ..n y  =s  o  , 
/«...»)«"—  o, 
Ôcc. 

on  pouvolt  toujours,  à  l'aide  des  n —  1  dernières,  trouver  les 
valeurs  de  ,  j1""*1 ,  t'""1,  &c.  On  voit  donc  actuelle- 
ment la  vérité  de  cette  affertion ,  &  comment  la  chofe  pourroit 
être  exécutée ,  fi  on  en  voit  befoin  pour  procéder  à  l'élimination. 

(  2  $  I .  )  Ceft  ici  le  lieu  d'éclaircir  ,  &  de  prouver  plus  régu* 
Ji ère  ment  ce  que  nous  avons  dit  (  $6  ). 

Nous  avons  dit  (  $6  )  que  lorfque ,  d'un  nombre  donné  d'équa- 
tions ,  on  tire  les  valeurs  d'un  pareil  nombre  de  termes  i  que  fi  ces 
termes  ont  un  divifeur  commun  entr'eux  ,  ces  valeurs  ne  font 
pas  les  feules  que  ces  équations  puiffent  fournir  j  fie  que  par 
conféquent  fi ,  dans  la  folution  d'une  équation  ,  on  ne  feifoit 
ufàge  que  de  ces  valeurs,  la  queftion  ne  feroit  cas  réfolue ,  parce 
qu'on  n'y  auroit  pas  exprimé  tout  ce  que  les  équations  pro- 
pofées  renferment. 

Par  exemple ,  fuppofiuit  les  trois  équations 

(*»y*i)% 

-dont  nous  gavons  que  l'équation  finale  doit  être  du  huitième 
degré. 
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Si  ayant  pris  pour  polynôme-multiplicateur  de  la  première , 
un  polynôme  (x,y9  \J*  tel  qu'il  convient  pour  arriver  à 
l'équation  finale  ,  nous  tirions  des  deux  autres  équations  les 
valeurs  de  ,  de  y\y  &  de  leurs  multiples,  pour  les  fubftituer 
tant  dans  ce  polynôme  -multiplicateur  ,  que  dans  l'équation- 
produit  ;  alors  nous  ne  ferions  pas  difparoître  tous  les  termes 
qu'il  eft  poflible  |de  faire  difparoître  ;  ôc  l'équation  finale  à 
laquelle  nous  arriverions  t  n'appartiendroit  pas  à  la  queftion  que 
les  équations  propofées  expriment.  Il  ferojt  encore  poflible  de 
conclure  des  deux  dernières  équations  la  valeur  d'un  ,  &  fouvent 
de  plufieurs  autres  termes.  Par  exemple  ici  ;  on  pourroit  encore 
conclure  la  valeur  de  y  *. 

En  effet ,  concevons  qu'on  multiplie  ces  deux  équations ,  rcf- 
peftivement  par 

&  qu'on  ajoute  les  deux  produits  enfemble  &  à y 1  ;  la  fommé 
fera  donc  la  valeur  dey'.  Or,  à  l'aide  des  coëfficiens  indéter- 
minés qui  font  au  nombre  de  8  * ,  je  puis  taire  difparoître  tous 
les  termes  divifibles  par  &  par y  \  \  &  avoir  par  conséquent  la 
valeur  de^»  réfultame  de  la  fùbftitutiorv  des  valeurs  ae  ^*  6c 
de  y%,  c'eft-à-dire,  propre  à  ne  plus  introduire  ni  t*  ni  yi* 
Donc  fi  je  ne  fubftituois  dans  l'équation-produit  qui  doit  donner 
l'équation  finale,  que  les  valeurs  de  ^*  &  dej^  tirées  des  deux 
dernières  équations ,  je  n'exprimerois  pas  tout  ce  que  renfer- 
ment ces  deux  équations  ;  je  n'arriverois  donc  qu'à  une  équation 
finale  qui  n'appartiendroit  pas  à  la  queftion.  Il  n'en  eft  pas  de 
même ,  lorfque  les  valeurs  que  vous  tirez  des  n  —  1  équations  , 
n'ont  pas  un  drvifeur  commun.  Ces  valeurs  fubftttuées  dans  le 
polynôme-multiplicateur  &  dans  l'équation-produit ,  par-tout  où 
elles  peuvent  être  fubftituées ,  exprimeront  tout  ce  que  ces  n  —  1 
équations  peuvent  dire. 

En  effet ,  dans  l'exemple  précédent ,  fi  après  avoir  tiré  des 
deux  dernières  équations  la  valeur  de  y*  &  celle  de  \x ,  on 
croyoit  pouvoir  en  tirer  encore  celle  d'un  autre  terme  ;  celle,  par 
exemple  de  xxy.  En  opérant,  comme  ci-deffus ,  on  n'auroit  que 

*  II  faut  ici  huit  coëfficiens  pour  faire  difparoître  ces  fcpt  termes ,  parce  que  les 
fept  équations  du  premier  degré  que  l'on  aura,  font  chacune  ,  fans  aucun  terme 
abfolumcnt  connu» 
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huit  coëfficiens  pour  faire  difparoître  les  termes  divifibles  $M  y* 
&  par  ç 1 ,  lefquels  font  au  nombre  de  huit.  On  feroit  donc 
(212)  conduit  à  une  équation  de  condition,  fans  pouvoir  dé- 
terminer la  valeur  de  x*y  dégagée  de  y* ,  ou  deç1  ou  de  quel- 
qu'un de  leurs  multiples.  Donc  la  fubftitution  des  valeurs 
de  y*  ôt  de     fuffit  pour  l'expreflion  des  conditions  de  la  queftion, 

Conjîdérations  utiles  pour  abréger  conjidérablement  le  calcul 
des  coëfficiens  qui  fervent  a  l'élimination. 

(  "2  ?  2.  )  Nous  pouvons  encore  ajouter  confidérablement  aux 
Amplifications  déjà  très-grandes  que  la  méthode  expofée  (  ipy  # 
fiùv.  )  pour  le  calcul  des  inconnues  dans  les  équations  du  premier 
degré,  offre  dans  le  procédé  de  l'élimination.  Nous  fuppoferons, 
dans  ce  que  nous  allons  dire ,  que  les  équations  propofées  fonc 
toutes  complettes ,  &  du  même  degré  :  il  fera  facile  d'en  faire 
l'application  aux  équations  incomplettes ,  ainfi  que  nous  le  ferons 
voir  en fu i ce  ;  mais  l'expofition  fera  plus  claire ,  en fe r e pr eTentanç 
d'abord  les  équations  comme  complettes. 

(  25  30  Suppofent  les  coëfficiens  déterminés  des  termes  dç 
chaque  équation  donnée ,  repréfentés  par  les  mêmes  lettres  dis- 
tinguées feulement  par  des  accens ,  ainfi  que  nous  l'avons  pra-» 
tiqué  jufqu'ici  ;  fuppofant  la  même  chofe  pour  les  coëfficiens 
indéterminés  des  polynômes-multiplicateurs  de  chaque  équation  ; 
il  eft  aifé  de  fentir  que  le  coëfficient  d'un  terme  auelconque  de 
l'un  des  polynômes-multiplicateurs ,  fe  trouvant  dans  un  terme 
quelconque  de  l'équation- fomme,  affeâé  d'un  coëfficient  déter- 
miné de  l'un  des  termes  quelconque  de  l'équation  dont  ce  po- 
lynôme eft  multiplicateur;  il  eft  aifé,  disrje,  de  fentir  que  le 
coëfficient  indéterminé  du  même  terme  de  chaque  autre  poly- 
nôme-multiplicateur ,  fe  trouvera  auflî  dans  le  même  terme  de 
l'équation-k>mme ,  &  s'y  trouvera  affedé  du  coëfficient  déter* 
miné  du  même  terme  de  l'équation  dont  ce  polynôme  eft 
multiplicateur. 

Donc  s'il  n'y  a  que  deux  équations ,  en  égalant  à  zéro  1«( 
coefficient  total  de  chaque  terme  de  l'équation  •  fomme ,  les 
équations  particulières  qui  en  réfulteront,  feront  de  cette  forme 

&  ainfi  de  fuite.  S'il 
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S*il  y  a  trois  équations  ,  les  mêmes  équations  particulière* 
feront  de  cette  forme 

A*+A  « +A"m''  =  O  ,  Ai  4-  A  b  +  A"h*  +  B  c  H-  B't+B'e*  =  O, 
A4  +  A  d  +A  '4"+  Bt       B  V      B'V  +  C/  +  C'/"  m 

&  ainfi  de  fuite ,  &c. 

Et  ces  équations  feront  au  nombre  de  »  —  i  ,  fi  n  eft  le 
nombre  des  coëfficiens  indéterminés. 

Ces  équations  peuvent  être  calculées  beaucoup  plus  rapidement 
qu'en  fuivant  littéralement  la  règle  que  nous  avons  donnée  (  i£  8  )» 

(  1  5  4»  )  Nous  avons  vu  (  198  )  que  dans  le  calcul  des  lignes  » 
il  importoit  peu  dans  quel  ordre  on  eût  primitivement  écrit  le  pro- 
duit des  inconnues  qui  fert  à  calculer  ces  lignes  ,  pourvu  que 
leur  ordre  fut  confervé  dans  toute  la  fuite  du  calcul»  Dans  lef 
équations  dont  il  s'agit  à  préfènt ,  il  y  a  beaucoup  à  gagner  à 
choifir  l'ordre  dans  lequel  on  écrit  d'abord  le  produit  des  incon- 
nues ,  quoiqu'il  n'y  ait  à  cela  aucune  obligation» 

L'ordre  le  plus  convenable  eft  de  groupper  toutes  tes  lettres 
femblables  :  on  n  eft  pas  pour  cela  auujéti  a  aucun  ordre  parti* 
culier  entre  ces  grouppes. 

Par  exemple ,  fi  les  inconnues  font 

A  ,  B  ,  C,  D  , 
A',  B\  C*a  D'. 

Entre  toutes  les  différentes  manières  d'écrire  ces  huit  lettres  I 
la  fuite  les  unes  des  autres  ,  je  préfère  ,  6t  m'arrête  à  l'une 
quelconque  des  fuivantes  , 

AA*BB'CC1DD\  BB'AA'CC'DD'  »  DB>*  B  S' A  A*  C  C* ,  fcfc 

Si  les  inconnues  font 

A",   B\  C\  D'\ 

entre  toutes  les  différentes  manières  d'écrire  Ce*  douae  Inconnues 
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des  fuivantes 

AAA'BBB'CCC-DD'D",  BB  B"AA'A"CC  CD  D'D\  CC'C  DD  D'  AA'A'B  B  B~,tit* 

&  ainfi  de  fuite. 

C'eft-à-dire ,  que  Tordre  dans  lequel  on  écrira  les  grouppes  , 
cft  abfolument  arbitraire. 

(  1 J  5  •  )  Examinons  préfentement  les  conféquences  que  ce 
choix  nous  offrira  dans  la  pratique  de  la  règle  donnée  (  ip8'J. 
Mais  remarquons  auparavant  qu'il  n'eft  pas  indifpenfable  ,  dès 
Je  commencement  du  calcul  des  lignes  y  d'écrire  le  produit  de 
toutes  les  inconnues.  S'il  y  a  des  équations  plus  (impies  les 
unes  que  les  autres ,  on  peut  préférer  de  commencer  par  celles- 
là  ;  6c  alors  en  les  employant ,  on  peut  fe  difpenfer  d  écrire  les 
grouppes  des  inconnues  qu'elles  ne  renferment  pas ,  6c  ne  les  in- 
troduire que  lorfqu'on  viendra  à  employer  les  équations  qui  les 
renferment. 

(  2  )"  6»  )  Suppofons  donc  qu'on  ait  les  trois  équations  fuivante* 

Aa       A'a'  =  o  , 

Ab  -f-  A'b'  +  Bc  -f-  B'c'  as  •  » 

Bd      B'd'  =  o. 

En  calculant  îa  valeur  de  AA'BÉ'f  nous  aurions 

première  ligne.. .  (aA'~  a' A  )  B  B' , 

•fccondel  ligne....  (a  b'  —  a'b)BB'—  (aA'  —  c'A).(c  B'  —  c'B  )\ 
-iioifième  ligne.,  (ab'  —a'k).  (dB'-d'B)  -f-  (*A'—a'A).(cd'-c'dj. 

Si  Ton  obferve  attentivement  la  compofition  de  ces  différentes 
lignes  ,  On  verra  facilement  que  chaque  combinaifon  comme  ab'9 
ou  c  d' ,  ou  c  B' ,  ou  a  A'  y  eft  toujours  accompagnée  de  fa  epr- 
refpondante  a'  b,  d  d,  c'B,  a' A,  avec  un  figne  contraire. 

Que  dans  la  dernière  ligne  ,  dans  celle  qui  donne  les  valeurs 
des  quantités  A,  A'  ;  B,B',  chaque  combinaifon  dB'  ou  d' B  , 
a  A'  ou  a'  A ,  a  pour  multiplicateur  le  fyftème  ab'  —  db  , 
oa  cd'  —  c'd  des  deux  combinaifons  de  coëfficiens  déterminés ? 
ff après  celaj  avec  un  peu  de  réflexion- ,  on  verra  qu'on  peu* 
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feaoncer  ainfi  le  procédé  pour  arriver  aux  valeurs  des  coëf- 
ficiens de  l'un  des  polynômes  -  multiplicateurs  ,  ôc  pour  erJs 
conclure  celles  des  coëfficiens  de  l'autre  polynôme. 

(2^7.)  Procédez  au  calcul  des  lignes  ci-deflus  ,  en  ne 
ûnt  d'échange  (  ip8  )  que  pour  un  feul  des  deux  coëfficiens  ana- 
logues :  faites  cet  échange  toujours  dans  le  même  ordre  ,  c'eft- 
à-dire  ,  par  exemple,  toujours  fur  celui  de  ces  deux  coëfficiens 

3ui  fe  trouve  écrit  le  premier.  Obfervez  d'écrire  les  coëfficiens 
éterminés  ,  que  vous  fubftituez  pour  échange,  dans  le  même 
ordre  que  ceux  auxquels  vous  les  fubftituez. 

Alors  au  lieu  des  quantités al/—db,cd'  —  c  d' ,  ôcc.  vous 
n'aurez  dans  la  dernière  ligne ,  ou  dans  les  lignes  confécutives,que 
les  combinaifbns  aPf  c  d' ,  6cc.  mais  comme  vous  fçavez  que  a  1/ 
ne  va  point  fans  a'b ,  que  c  d'  ne  va  point  fans  c  d,  flcc.  vous 
les  rétablirez  facilement  ,  lorfque  vous  le  jugerez  à  propos ,  fi 
vous  employez  un  figne  pour  exprimer  cette  abbréviation  :  ainfi 
'dorénavant  ,  nous  écrirons  en  cette  manière  (a  b'  )  au  lieu 
de  a  y  —  d  b  i  (  ad  )  iu  lieu  de  a  d —  de  ;  (bd)  au  lieu  de 
bd-b'c\ 

Lorfque  vous  aurez  déterminé ,  félon  ce  qui  a  été  dit  (  198  )  g 
les  valeurs  des  coëfficiens  indéterminés  qui  fe  trouveront  dans  là 
dernière  ligne ,  vous  aurez  les  valeurs  de  leurs  analogues  ,  en 
changeant  le  figne  des  premières ,  &  l'accent  de  la  lettre  qui  fe 
trouvera  feule ,  ou  hors  des  parenthèfes. 

Ainfi,  dans  l'exemple  ci-defTus  ,  j'aurais 

première  ligne  a  A'  B  B  '  , 

ftcondeJign  f*         B>  —  «A'c  B\ 

troifième  ligne  (ah>  )dB'  +*A'(cJ')i 

d'o*  (198)  je  conclurais  A'=a(cd') ,  B'=*d(ab')i  & 
changeant  le  figne ,  &  en  même  temps  l'accent  des  lettres  hors 
des  parenthèfes,  A=  —d(c  d' )  ,  B=  —  d'(aV). 

•  Nout  ne  donnerons  cette  lignification,  au»  parenthèfes,  que  lorfqu'elles  feront 
appliquées  i  des  monômes  ;  les  parenthèfes  appliquées  i  des  quantités  complettes  , 
continueront  d'avoir  leur  fignificaùoa  ordinaire 

Ddij 
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(  a 5 8.)  Soient,  pour  fécond  exemple  ,  les  cinq  équation! 
fuivantes 

A  a  +  A'a'  =  ot 
Ab  -f-  A'b'  -h  Bc  -h  B'c'  =  ot 
Ad  +  A'd' +  Bt  +  B'e'  +  Cf+ C'f  =oé 
B  g  +  B'g'  +  CA  +  C'h'  m  o, 
Cl       Cl*  =  o. 

Taurois  comme  il  fuie 

flIlilHll  Hpt     i  a  A  BB'r 

freonde  ligne  { («*') BB'  —  *A'cB']CC>, 

Votfieme  ligne....  [(•*')«*'— («  e'nCC'+na*')**'  —  fA'tÊifPk 
quatrième  ligne...  [<*&'). (eg>')—  (erf'). CC—  Ï*C' 

en  omettant  les  termes  où  refteroient  BB*  Se  A'B'  qui  difpa* 
roîtroient  dans  la  ligne  fuivante. 

cinquième  ligne. ..  U*b).(tg ')-(**' ).(cg')]  lC'  +  (hl,).UéV)tB'-{»d')cB+»A<ri)l 
—  (//').  t(**')gB,  +  *A'{tg,))i 

tfoù  (       )  l'on  tire 

A'=~  a(cg').(fr)  +  a(ce').(/U')< 

B'=  —  g(ab').(fV)  «4-  t  (ab').(hV)^c(ad').(hV)i 

C'=  l[{aV).(<g')-(<td').(cg')l; 

«. 

(6c  (  2$f  )  par  conféquent 

A=  *>(cg').(fr)-a'(ce>).(hl>)r 
B  =    g'('*t').(fl')  -  *'(aV).(àV)+e'(*d*).(tr)i 
C  =-F[(aV).(eg>)  -  (m*).(rg')% 

(î  'J  9.)  Lorfque  les  polynômes-multiplicateurs  font  au  nombre 
'de  trois ,  alors  ,  non-feulement  chaque  combinaifon  comme  ab'f 
ou  ab",  ou  a'b"  y  &c.  eft  toujours  accompagnée  de  fa  corref- 
pondante  db>  d'byd'b',  avec  un  figne  contraire;  mais  encore 
chaque  combinaifon  comme  (ab?  —  a'b Je"  eft  accompagnée  de 
çes  deux  autres  —  fa  b"  —  d'b )  c'  &  •+•  (a'b"  —  d'b'J  c  y  c'eft- 
£-dire  r  aue  les  valeurs  des  coëfficiens  indéterminés  font  de» 
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fondions  de  combinaifons  telles  que 

(aV- -  (a*"  -  a"t)c'  +  (  a'b"  —  a"h' )c t 

&  de  ab'  —  db,  ad  —  de,  ad'  —  d'e ,  &c.  { 

De  plus  fi  A  y  A' ,  A  "  repréfentent  trois  de  ces  coëfficiens  ;  des 
combinaifons  de  deux  dimenfions  a  V-  db,ab"~  d'b,  db"-  d'b>, 
ce  fera  la  combinaifon  db"  —  d'b?  qui  entrera  dans  la  valeur 
àzA;  la  combinaifon  ab? — db  entrera  dans  la  valeur  At  A" ; 
&  la  combinaifon  ab?' — Centrera  dans  celle  de  A  ',  laquelle 
fera  de  figne  contraire  aux  deux  autres. 

Par  exemple ,  fi  on  a  les  cinq  équations 

Aa-h  A'  a'  4-  A" a" 'se  o, 

Ac  +  A't'      A"c"+  Bd  +  B'J'  +  JB''J"=xoi 
JBc  -+-  £  '  e'  -i-  B"e"  =  ot 

Sî  on  calcule  la  valeur  de  AA'A"BS'B"  conformément  à  cd 
qui  a  été  dit  (  ip8  ),  on  aura  comme  il  fuit 

fWère  ligne...  a  A  A'  —  *' A  A»       *'  A  A ,  , 

fcconde  Hcne. . .  [(«6—  m'b)Aa-{*V  —  fb)A'  +  {«"^  BS'B", 

fcoifième  ligne .  [(«6'—  «'Me'  —  <«*"  —  *'b)t  ' <*'*"  —  4'>')e]BB'J" 

quatrième  ligne.  —  «'»)*"—<*&  —  *'b)t'+  <•'*"  —  «"»')«]  .(«2T.B  —  e'BJB'  +  e'  BB  ) 

(«t'-«'*>jC +{ab'~*'b)A).U4t-d't  )B'-{4t'-  et"«J  <rfV'-/V)Bj; 

Cinquième  ligne.  [<«>—«'  t)c"  —  («V— «"*)«'■♦.(  «'b*  —  •"»')*] .[  <tf-tf)B'-  (if  -eyjB'  +  u/ '-•*/'  ) 
—  !(«»'  —  *b)A'-i»b"—  •'»)yf  •+.<«'*••- «"*')>«  !.[(*« -tf« J/»'- >/"-♦-(*«''- 

Réfultat  dans  lequel  (  ip8  )  chaque  quantité  A  ou  B  3 
A'  ou  5' ,  &c.  ayant  pour  valeur  fon  coefficient ,  il  eft  évident 
que  ces  valeurs  ont  les  qualités  que  nous  avons  annoncées. 

D'après  ces  obfarvations  ,  fi  par  abbréviation  nous  repré- 
lentons  une  quantité  de  la  forme 

(a  y  —  a'b)c"—  (aV  —  a"i)c'  +  ( a'i"  ~- a?1  V  )  < t 
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ou  (aV)d'  —  (ab')d  (M)c%  par  la  feule  quantité 
(ab' c") ,  on  peut  donc,  à  l'exemple  de  ce  que  nous  avons  fait 
(  a; 7  ) ,  réduire  tout  le  calcul  à  ce  qui  fuit. 

(  7.60.)  Dans  le  calcul  des  lignes  ,  échangez  feulement^ 
relativement  à  chaque  grouppe  AArA" ,  BB'B",  ou  CC'C",&c. 
celle  de  ces  lettres  qui  fe  trouve  la  première  dans  l'ordre  de  la 
lecture  ;  échangez  ,  dis- je ,  cette  lettre  contre  fon  coefficient 
dans  l'équation  que  vous  employez  pour  le  calçul  de  cette  ligne  ; 
à  mefure  que  vous  aurez  épuifé  un  erouppe  ,  renfermez-en  le 
réfultat  entre  deux  parenthèfes  :  &  Jorfqu'arrivé  à  la  dernière  ligne 
vous  voudrez  conclure  les  valeurs  des  inconnues  qui  y  reftent  , 
renfermez  auffi  entre  deux  parenthèfes ,  chaque  combinaifon  de 
deux  dimenfions  ,  qui  s'y  trouvera  ;  &  pour  de  celles-ci ,  conclure 
les  valeurs  des  inconnues  analogues ,  opérez  comme  dans  cet 
exemple- ci, 

Suppofons  que  j'aie  trouvé  A"=(ab')  ,  (bdd"  ).  Je  pafle 

fucceffivement  de  A"  à  A'  &  de  A'  à  A  ;  dans  ce  palTage  j'é- 
change dans  la  quantité  de  deux  dimenfions  feulement  l'accent  " 
«n  '  &  '  en  &  le  ligne  ;  ce  qui  me  donne  A  '=  —  (ab")  .(b  dtf)\ 
dans  celui-ci  j'échange  l'accent  '  en  zéro  &  zéro  en  ,  dans  la 
quantité  de  deux  dimenfions  feulement  ,  &  le  figne  j  ce  qui  mè 
donne  A~*  (db")  .  (bdi" ), 
P'après  ces  obfervations  fi  nous  reprenons  les  cinq  équation» 

Aa  +  AU>  +  A"a"  =  ot 
Ab  -h  A'*'  ■+■  A"b"  =  o, 

Ac  +  A'c'  •+■  A«c"     Bd+B'd'  +  B''d"aBOt 
B  e  -+-  B'e'  +  B''t"  s  o, 
B  f  -h  B'f  +  B"f"=i  o. 

Nous  pourrons  donc  procéder  au  calcul  de  AA'A"BB'B^ 
d'une  manière  beaucoyp  plus  expéditive ,  comme  il  fuiç 

Eremiète  ligne...  a  A'  A", 

Seconde  ligne. ..  a  b' A"  B  B'B" , 

Troifième ligne..  (ab'c")B  B'B"  —  ab'A"JB'B"% 

Quatrième  ligne.  (  ob'  c")  e  B' B  "  +  a  b'A"de'  B"  , 

CioquicJM  ligne.  (  ab>c"  ).(ef  )B"  —        ;  A"  (  dt'f"  ). 
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'  D'où  l'on  tire 

A"  =  -(at').(de*f»),  £".=  (tf).(*W)i 

&  par  conféquent  .  ; 

A'  =      (at").(je'f),   £'  =±  —  (ef').(aVc"), 
^  —  (a't").(Je'f"),   B  (t'f"  ).(  ah'c"). 

Valeurs  qui  en  fe  rappellant  la  flgnîfidation  des  parenthèfes  , 
reviennent  abfolument  à  celles  que  nous  avons  trouvées  d'abord. 

(  2 6 1 .  )  S'il  y  avoit  quatre  polynômes-multiplicateurs  ,  les 
fjrouppes  feroient  de  quatre  coëmciens  ;  &  alors  on  ferolt  l'é- 
change de  chaque  lettre  de  chaque  grouppe  ,  contre  fon  coeffi- 
cient dans  l'équation  qu'on  employé  au  calcul  de  la  ligne  ac- 
tuelle ,  &  cela  jufqir*à  ce  que  ce  grouppe  fut  épuifé  :  à  mefure 
que  chaque  grouppe  feroit  épuifé  ,  on  en  renfermeroit  le  réfultat 
entre  deux  parenthèfes  ,  ce  qui  donneroit  des  quantités  de  la 
forme  (a  Pcfi"  ).  Et  lorfqu'arrivé  à  la  dernière  ligne  ,  vous 
iroudrez  conclure  les  valeurs  des  inconnues  qui  s'y  trouvent  ; 
renfermez  aulfi  entre  deux  parenthèfes ,  chaque  combinaifon  de 
trois  dimenfions  qui  s'y  trouvera  :  &  pour  de  celles-ci  conclure 
les  valeurs  des  inconnues  analogues  ,  opérez  comme  dans 
l'exemple  que  voici. 

Suppofons  que  j'aie  trouvé  A»  =  ( ab'c» ) .  (de'f'g'" )\  je 
paflerai  fucceffivement  de  A'"  à  A" ,  de  A"  à  A'  j  &:  de  A'  à  A  5 
favoir  de  A"  à  A" y  en  changeant  dans  la  quantité  de  trois 
jdimenfions   feulement  "  en  "°,  &  le  figne  i  ce   qui  donne 

A»  =-(ab>  d") .  (Mfl(")*  De  A"  à  A,  je  changerai  dans  la 
quantité  de  trois  dimenfions  feulement  '  en  "  &  le  figne  ,  ce 
qui  donne  A'=>  +(a  k"c"') .  (iéf'f)  De  A'  à  A  ,  je  chan- 
gerai dans  la  quantité  de  trois  dimenfions  feulement ,  zéro  en 
&  le  figne,  ce  qui  donne  ^  =  —  (a!V'd").  (de'f'g»'). 

Il  eft  bien  facile  actuellement  d'étendre  cette  règle  à  un  plus 
grand  nombre  dé  polynômes. 

(  2  62.  )  Quant  aux  quantités  de  la  forme  (a  VJ'd'"),  &  ea 
général  de  la  forme  (  aV  c"  <t"  f f  > ,  &c.  )  il  fera  toujours» 
fccile  de  les  avoir,  en  obfervant  qu'elles  ne  font  autre  chofi; 
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que  la  valeur  de  l'équation  de  condition  néceflaire  pour  qu'uni 
nombre  n  ( n  étant  le  nombre  de  ces  quantités^  d'équations 
renfermant  un  nombre  n  d'inconnues  du  premier  degré ,  (ans 
aucun  terme  abfolument  connu  ,  puiflent  avoir  lieu  à  la  fois. 

Par  exemple,  fab'J  eft  la  valeur  de  l'équation  de  condition 
néceflaire ,  pour  que  les  deux  équations  fuivantes  puiflent  avoic 
lieu  | 

a  x  *h  b  y  =  o, 
al  x   -4-  V  y  =  o. 

Pareillement  (a  b'c"J  eft  la  valeur  de  l'équation  de  condition) 
néceflaire  ,  pour  que  les  trois  équations  fuivantes  aient  lieu 

a"x  +  *"y  ■+■  c"i  =a 

Il  en  eft  de  même  de  (aVc"d'")  à  l'égard  des  quatrç 
équations 

a  *  ■+■  *  y  •+■  e  \  ■+■  4  t  o, 
a1  x  ■+-  b'  y  -t-  e1  i  -h  £  t  =*  o, 
a»x   4-  i",  4-   c»j  4.  = 

««'*  ■+-  è"'y  4-        a  o; 

&  ainfi  de  fuite. 

f  Ces  quantités  feront  donc  toujours  faciles  à  calculer  par  la 
règle  que  nous  avons  donnée  (aia). 

(l630  Mais  fi  on  veut  fe  difpenfer  de  toute  attention  fût* 
les  changemens  dans  les  accens  &  dans  les  fignes ,  lorfqull 
ç'agit  de  conclure  de  la  valeur  des  inconnues  qui  entrent  dans  la 
dernière  ligne ,  celle  des  inconnues  analogues ,  on  le  pourra  tou* 
jours  dans  la  matière  oui  nous  occupe  principalement  ici  ;  car 
on  peut  toujours  fe  difpenfer  de  chercner  l'expreflion  particu- 
lière de  chaque  inconnue.  En  effet ,  nous  n'avons  à  calculer  la 
valeur  de  chaque  inconnue ,  que  pour  la  fubftituer  enfùite  dans 
une  dernière  quantité  où  cette  inconnue  fe  trouve  ;  or  cette 
fcbftkution  s'opère  ainfi  que  nous  l'avons  dit  (207),  en  procédant 
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tui  calcul  dune  nouvelle  ligne,  à  l'aide  de  cette  dernière  quan- 
tité •  confidérée  comme  équation. 

Par  exemple,  fi  on  demandoit  quelle  eft  la  valeur  de 

en  vertu  des  cinq  équations  propofées  (  260  )  ;  ayant  trouvé 
pour  dernière  ligne  la  quantité 

Ça  h'c"  )ef  H"  —  a  b' A"  (de'/"  )  , 

je  procéderais  au  calcul  d'une  nouvelle  ligne  en  employant  - 
la  quantité  • 

A  g  -+-  A' g*  ■+-  A"  g»  +         +  -B' A'  ■+-  -fi-'À" 

comme  une  nouvelle  équation  ,  &  j'aurois 

•         (eb'c").(ef'h»)  -  (aVg»).CJc>f><  ), 

pour  réfultat'de  la  fubftitution  des  valeurs  AtAfA'^A",  B,B',B"9 
dans  la  quantité  propofée ,  &  cela  fans  entrer  dans  le  détail  de 
l'expreflion  de  la  valeur  de  chacune  de  ces  quantités  *. 

(  2  6 4*  )  Cette  manière  de  procéder  au  calcul  des  inconnues  , 
en  les  grouppant ,  n'eft  pas  applicable  feulement  à  notre  objet  ; 
elle  peut  en  général  être  appliquée  dans  toutes  les  équations  du 
premier  degré. 

Si  l'on  avoit,  par  exemple  >  les  quatre  équations  fuivantes 

^  j'ï  +  i'y  +  c'j  +  ifi+j'so, 

a"x      b"y  -t-V'ï      d"t  ■+-  e"=  o  , 
a"'x  +  b"y  H-  c"'x  -+-  <r't  -h  <"'=  o. 

En  fe  rappellant  que  (  ip8  )  chaque  inconnue  a  pour  valeur 
le  coefficient  qu'elle  le  trouve  avoir  dans  la  dernière  ligne  9 
divifé  conftamment  par  celui  que  l'inconnue  introduite  aura  dans 
cette  même  ligne  ,  on  verra  bientôt  qu'on  peut  réduire  le  calcul 
à  chercher  le  coefficient  de  l'une  quelconque  des  inconnues  dans 
la  dernière  ligne  ;  parce  que  de  la  même  manière  qu'on  en  aura 
calculé  un,  on  calculera  de  même  tous  les  autres  :  ou  même, 
lorfqu'on  en  aura  calculé  un ,  on  pourra  en  déduire  tous  les 

*  Ce  réfultat  doit  naturellement  avoir  un  divifeur  ;  mais  comme  nous  n'aurons 
à  &ire  ces  fubftitutions  que  dans  des  équations  ou  ce  divifeur  fera  commun  à  tous 
les  termes,  nous  pourrons  toujours  l'omettre» 

Ee  .  i 
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antres ,  lorfque  les  équations  auront  toute  la  généralité  pofïïble  *». 
Or  pour  avoir  la  valeur  du  coefficient  d  une  des  inconnues  dans 
la  dernière  ligne ,  la  queftion  fe  réduit  à  calculer  la  valeur  du 

Eroduit  des  autres  inconnues.  Mais  pour  ne  pas  fe  tromper  fur 
ts  fignes ,  il  faudra  toujours  ne  pas  perdre  de  vue  ,  la  place  que 
cette  inconnue  eft  cenfée  occuper  dans  le  produit  de  toutes  les 
inconnues.  Ainfi,  dans  le  cas  prefent ,  au  lieu  de  calculer  généra- 
lement la  dernière  ligne  pour  avoir  xy  ^  t  u ,  je  calcule  feule- 
rtent  cette  dernière  ligne  ,  pour  7L  t  u  :  &  pour  l'avoir  de  la 
manière  la  plus  commode  ,  je  grouppe  en  cette  manière  r 
y  7.  tu,  ôc  je  procède  comme  il  fuit,  au  calcul  des  lignes, 
obfervant  que     eft  cenfé  à  la  féconde  place. 

Prmiire  ligne.. —  —  y\4». 

Seconde  ligne..  -+•(*«).  ta  —  bf.d'm  +  Vx.du  +  yi.(dt), 

Troifiime  ligne.  —  <.tc).4'u+  (ftc") .  <f»  —  ft|.  <4'0  —  <*'«''). rf»  +  b\.Ut')  —  5"(.{/e'). 

Quicrumc  ligne  +(  bS) .  tf't")  —  (6t*) .  (  *tv)  4»  ibe")  .(d  e"  )4-  (&V).  ldim)  —  (ftVMrfc7)  4-  (frV>.(  4*'). 

«'eft  le  coefficient  de  x  dans  la  dernière  ligne. 

Pour  avoir  celui  de  u3  je  calculerois  de  même  la  valeur  de 
xy  \t  y  en  le  grouppant  ainfi  xy.\t  ,  &  je  trouverais  pour 
valeur  du  coefficient  de  u.  dans  la  dernière  ligne,  la  quantité 

l*h').lc-dm)  —  (ab').{t,d'<)+{*b'*).(c'd'')+lêV).[*d"')  -{.r  •♦•  <«'*").  {cd)i 

D'où  je  conclus 

4-  (  t  «')  •  (  d  V  )  —  (  bc  )  .  (  d  V"  )  4-  (  bc"  ) .  d  '  e"  14»  (  6  c"  >«  (  *  >  "  )  —  (  Vc"  )  .  (d  t  )  ■+■  (  »"  e"'  ).«#«')  , 
.  ic'd'"  )—  (  a  b')  .il'  d"'  )  4- («6'  ).(£</"  J  4-         ) .  (  c  4  -)  —  (•'*")  .(crf")  +  (•"  *')•«<<')  * 

'&  ainfi  de  fuite. 

(2^5')  Si  j'avois  les  cinq  équations  fuivantea 

ax-^by-^t\-^dr-t~e  t  -+-  f  =0, 

a'  x  +  P  y       e'  1  4-   <f  r   4-  e'  t  4-  /'    =  °  r 

*"*  4-  V'y  -4-  c"ï  4-  à" r  4-  *"t  4-  />'  =  o  , 

«"'x  4-  *">  4-  tfwï  -f-  /"r  4-  /"'  =  «  » 

«W*  -f-  Fy  4-  cWl  4-  4-  ft  4-  /"  =  o. 

•  Voyez  le  Cours  de  Mathc-nutiqm»  à  l'u&gc  de*  Garde»  de  UMariae,  «w«  il* 
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Je  calculerais ,  par  exemple,  le  coefficient  de  x  dans  la  der- 
nière ligne,  en  calculant  yi  r.ju,  ouy^,  r  fa,  ou  y\.Tt.u. 
m  Si  j'avois  fix  équations  dont  les  inconnues  fuffent*,^,  ç ,  r,  s  &  t , 
je  calculerais,  par  exemple,  le  coefficient  de  *,  en  calculant 
ouy^.rs.tu,  ouyirs.tu,  ouyir.stu,  &  ainfi  de  fuite. 

(  7.66.  )  Pour  donner  un  exemple  frappant  de  l'avantage  de 
notre  méthode  pour  profiter  des  amplifications  auxquelles  i'ab-» 
iènce  de  quelques  termes  peut  donner  lieu. 

Suppofons  qu'on  ait  les  douze  équations  fuivwntes 

-4*  yf  AW  -+-  A"d"  m  « 

A<  -+-  AU  ,A"é"  Bm  +£V+JB''a".a:4>% 

B  h  -f.  .ff'*'  =  o  , 

Bc       ^'c'  -f.  .*?  V  ==  «  , 

Arf  "4-  .*Vf  -f-  *"<*™  4-  C«      CV  -h  da"  ss  -o , 

Ch  +-  CV  +.  et"  =  o, 

Te  •+-  Ce»  -f-  «=  o  , 

Crf  -»-  CV  +  C'if'  -f-  Z>4+W4.2)V=:  o, 

JXh+         +.  D»v  m  o  , 

Z>c  -f-  2>«c'  -f-  W  =  o , 

i6c  que  l'on  demande  l'équation  de  condition  néceflaire  pour  que 
toutes  ces  équations  aient  lieu. 

Je  grouppe  les  inconnues  trois  à  trois ,  8c  n  introduifant  chaque 
^rouppe  qu'à  mefure  que  ces  lettres  entrent  dans  l'équation  que 
j  emploie  ,  je  calcule  comme  il  fuit 

Première  ligne. . .  a  A  '  A  ■ , 

Seconde  ligne. ...«*'  A  ».  B  B'B"  , 

Troifrème  ligne. .  (a  Vc" )  B  B'B"  —  at'A" .  a  B'B", 

Quatrième  ligne.  (  ab'c"  )  bB'B"      a  VA".  ab'B" , 

Cinquième  ligne. .  l(ab'c")  bSB  «  -  aVA"  .(aW )  3  CVV\ 

*  Quoique  nous  ayons  répété  les  mêmes  lettres  j>our  coèfficiens  dans  plufieurs  de 
ces  équations ,  cela  ne  chance  rien  au  procédé  ,  m  à  la  forme  du  réfultat  :  c'eil  feule? 
ment  pu umc  pas  multipliée  le  nombre  des  lettres  différentes. 

Eeij 
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Sixième  ligne...  (ab'c"  ) .  (  bc'd"  )  C  C  C"  +  (ab'c")  .  ab'A".  aé'C", 

en  fupprimant  le  terme  où  refteroit  B',  qui ,  ne  fe  trouvant  plus 
dans  les  équations  reliantes,  ne  peut  plus  avoir  aucune  influence 
fur  l'équation  finale. 

Septième  ligne..  .  (a  b'c")  .(  b  c'd")  b  C'C"— (ab  c")ab'A".  ab'  C  , 
Huitième  ligne. . .[  (a  b'c") . (b  c'd") bc'C"-+-  (a b'c" )  a  b'A".  (a b'c")  ]  DD'D1', 
Neuvième  ligne...  (a b'c") .(  b  c'd"/ DD' D"  —  (a b'c")  .  ab'A'^aD'D", 

en  fupprimant  le  terme  où  refteroit  C"* 

Dixième  ligne.. .  .  (ab'c").(kc'J")' bZ>'D" (ab'c")*  .a  S'A"  .a  V  D»  , 
Onzième  ligne...  (  a  b'c"  )  .  ( b  c' d" )* bc'D"  —  ( a  b' c" )' .  ab'A" % 
Douzième  ligne...  ( a  b'c" )  .  (  bc'd'' )' -  (ab'c"  )'  (ab'd»  )]. 

C 

L'équation  de  condition  eft  donc 

■  (  ab'c").  l( bc'd")'  —  (ab'c"  ?  (  at'd''  )}  m  ai 

(2  67-)  Venons  préfentement  aux  coefficient  indéterminés 
des  polynômes-multiplicateurs  des  équations  incomplettes. 

Jufqu'icl  nous  avons  fuppofé  les  équations  complettes  &  du 
même  degré.  La  fymmétrie  qui  règne  alors  dans  les  coëfficiens 
de  ces  équations ,  &  de  leurs  polynômes-multiplicateurs  ,  nous  a 
tracé  une*  route  pour  calculer  facilement  les  coëfrîciens  indéter- 
f  .minés  de  ceux-ci.  Quoique  cette  fymmétrie  ne  foit  plus  aulfi 

parfaite  quand  les  équations  font  de  différens  degrés ,  ou  quand 
elles  font  incomplettes  ;  néanmoins ,  comme  on  peut  confidérer 
le  cas  où  les  équations  font  de  différens  degrés  &  incomplettes, 
comme  un  cas  particulier  des  équations  complettes  de  même 
degré  ,  &  dont  un  certain  nombre  de  cocfficïens  déterminés  fe- 
raient zéro  ,  il  eft  à  préfumer  qu'on  doit  retrouver  dans  le 
calcul  des  équations  incomplettes  de  différens  degrés  ,  des  vef- 
tiges  des  avantages  que  nous  avons  rencontrés  dans  le  calcul  des 
équations  complettes. 

Pour  les  retrouver ,  envifageons  la  queftion  comme  il  fuit» 
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r  (2 680  Soient 

^,  2?  ,  r,  z>,  £  ,  F  ,  &c 

-S',  C,  D\  E't  F',  &ç. 
S",   C,  D"%    E",   F",  ôcç. 

les  coëfficiens  des  polynômes-multiplicateurs  ,  lorfqu'îls  forte 
tous  du  même  degré. 

\  Si  les  équations  propofées  ne  font  pas  toutes  du  même  degré , 
ou  fi  elles  font  incomplettes  ,  leurs  polynômes-multiplicateurs 
ne  pouvant  non  plus  être  du  même  degré  ,  il  manquera  à  quel- 
ques-uns d'entr'eux ,  un  certain  nombre  de  termes  dans  les  di«, 
mentions  fupérieures. 

Suppofons  ,  par  exemple ,  qu'il  doive  en  manquer  trois  dans 
le  premier,  &  deux  dans  le  fécond.  Alors  la  différence  des  deux 
cas  confifte  en  ce  que  ,  dans  le  premier  cas  ,  il  étoit  queftioa 
de  calculer  la  valeur  de 

AA>A"B  B'  S"  C  C  C"  D  D'  D"  E  E'  E"  F  F1  F"  ,  8cc. 

&  que  dans  le  fécond  cas ,  il  n'eft  queftion  de  calculer  que 
celle  de 

A"  £"  CCD  D' D"  E  E'E"  F  F'  F",  &C. 

f 

C'eft  donc  à  dire  que  continuant  de  donner  aux  termes 
femblables ,  tant  des  équations ,  que  de  leurs  polynômes-mul- 
tiplicateurs,  des  coëfficiens  représentés  par  les  mêmes  lettres 
diftinguées  feulement  par  des  accens;  fi  on  obferve  encore  de 
groupper  les  coëfficiens  analogues,  on  pourra,  en  procédant- au 
calcul  des  lignes  félon  les  règles  données  jufqu'ici  ,  arriver  au 
réfultat  ,  en  profitant  de  toutes  les  fimplifications  que  peut 
procurer  ce  qui  refte  de  fymmétrique  dans  les  équations  pro- 
pofées ,  &  dans  leurs  polynômes-multiplicateurs. 

Il  faudra  feulement  obferver  que  fi  dans  le  cours  du  calcul 
des  lignes  ,  le  coefficient  ou  l'inconnue  ,  pour  lequel  on  doit 
faire  a&uellement  l'échange  ,  ne  fe  trouvoit  pas  dans  l'équation 
qu'on  emploie  ,  il  ne  fàudroit  pas  moins  ,  fi  fon  analogue  s'y 
trouve,  faire  l'échange  comme  s'il  ne  manquoit  pas. 
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(  269.)  Par  exemple ,  fi  on  avoit  les  trois  équations  foirante* 

Aa  -4-  Bb        Ce  +   Ce'  aa  e, 
-f.  C«  «  «, 

fi  +    C'A'    =:  o, 

&  qu'il  fut  queftion  d'avoir  les  valeurs  de  A  9JB  tC  &  C. 
Comme  il  n'y  a  ici  de  lettres  qui  aient  leurs  analogues,  que 
C  &  C" ,  je  ne  grouppe  que  ces  deux-ci.  Mais  en  procédant 
eu  calcul  des  lignes ,  j  agirai  tacitement ,  comme  fi  le  terme  C  c* 
fc  trouvoit  dans  la  féconde  équation  ,  fauf  à  y  avoir  égard  dans 
le  réfultat ,  ce  qui  fera  toujours  facile ,  puifqull  ne  s'agira  que 
de  fuppofer  t*  =  0. 

Ainfi  la  queftion  aSuelle  eft  donc  de  calculer  AB  .CC  ,  ce 
tjue  l'on  fera  comme  ri  fait 

■  ... 

ffcomièreligiic^*— A  B 

Seconde  ligne  ad.CC  —  (aB  —  bA ).e.C  -dA  .cC'  +  AB  .(ce' ), 
Troifième  lig.  ad.  KC'-af.eV*.  (aB—bA)  .  (<h>)  +  dA .  (ch')-fA .  (et') 

1  '    :  "» 

k  D'oîi  Ton  tire 

A^m  i.jM)  -  /frO  -  +(<*']> 
B  = 

C'«r  ai. h  —  <•/.'« 

8c  par  conféquent  \  2*7)  C  —  —  ad .  V  ■+■  af.  e'. 
•Ceâ-àndrae,  à  caùfe  de      «  o. 

Ar=:i.(th!)  +ftSt-  beh\ 

Brssae  h'  , 

C'=  adh  -  at/t 

•  .    .  .      -    -  . 

C  =  —  a  d  h'. 


f     -  •       4.1      »i  *» 
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*1(*70.)  Parillement ,  fl  on  avoit  les  fept  équations  fuivante<? 

Ca  -f-  A'J'  +  =3  o, 

C*  -+-  4-  4***+  B'b'       J'-i"  =  o, 

Cr  -+-  .ffV  -t-  .5"*"=:  o  , 

jff'mL  O, 

Cd  -f-  C',/'  4-  C"rf"  sa  o  , 

C*  4-  CV       C"«"  -»-  -f-  B"f"  =»<»f 

c/  -+.  cy1  -f-  C"/"  =  o  , 
&  qu'on  demandât  l'équation  de  condition* 
;  Je  groupperois  en  cette  manière  A  A"  B'  BP  CC'C",  c'eft-à- 
dire,  que  je  diftinguerois  trois  grouppes ,  favoir  Ar'A",  B'  B" , 
&  CC'C";  &  dans  le  calcul  du  grouppe  CC'C",  j'agirois 
comme  fi  a,  b}  c ,  qui  entrent  dans  les  équations  propofées  , 
étoient  accompagnées  de  leurs  analogues  a',  b\  d  fit  a",  c"f 
quantités  dont  1  introduction  n'allonge  en  rien  le  calcul,  fie  le 
fecilite  en  confervant  la  fymmétrie  i  ôc  à  la  fin  du  calcul  , 
j'aurois  égard  à  ce  que 

a!  —  o,  a"=r  o,  V  —  o,  b"  =  o,  c'»  o,  c"=  o. 

Applications  de  ce  qui  précède ,  à  diffërens  exemples  :  inter- 
prétation âC  ufages  de  divers  fadeurs  que  l'on  rencontre 
dans  te  calcul  des  coëfjiciens  de  f  équation  finale. 

(  2  7 1  •  )  Non-feulement  il  importe  à  la  perfection  ,  fie  même; 
à  la  certitude  de  i'Analyfe  ,  de  ne  pas  donner  à  l'équation  finale 
un  degré  plus  élevé  qu'elle  ne  doit  l'avoir  généralement ,  c'eft- 
à-dire  ,  indépendamment  de  toute  relation  particulière  entre  les 
coërficiens  des  équations  données  ;  mais  la  vraie  méthode  d'éli- 
mination doit  avoir  encore  la  propriété  de  conduire  à  l'équation 
finale  du  plus  bas  degré  poflible ,  lorfque  des  relations  particu- 
lières entre  les  coërhciens  peuvent  donner  lieu  à  la  dépreflion 
du  degré  de  l'équation  générale.  Elle  doit  donner  les  fymptomes 
auxquels  on  peut  reconnoître  la  poflibilité  de  cetabaiffement,  ÔS 
les  moyens  de  fe  le  procurer. 

(2  7  2.)  Or  les  relations  particulières  qui  peuvent  donner 
lieu  à  la  dépreflion  de  l'équation  générale  ,  peuvent  s'offrir  de 
deux  manières ,  ou  par  un  facteur  commun  à  tous  les  termes  de 
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cette  équation ,  lequel  devenant  zéro  anéantit  cette  équation 
fait  par  conféquent  connoître  que  la  fuppofition  que  ce  fadeur 
ibit  égal  à  zéro  ,  eft  un  des  moyens  de  fatisfaire  à  toutes  les 
équations  propofées  ;  ou  par  l'évanouiffement  du  coefficient  de 
quelques-uns  des  termes  des  plus  hautes  dimenfions  de  l'équation 
finale.  Cette  féconde  manière  ,  dont  la  dépreflion  peut  avoir  lieu  , 
eft  la  feule  que  l'on  connoifle  jufqu'ici.  Quant  au  fadeur  qui 
peut  donner  pareillement  lieu  à  la  dépreflion ,  il  échappe  à  la 
méthode  d'élimination  pour  deux  inconnues  ,  &  par  conféquent 
à  toute  méthode  connue  d'élimination. 

(273O  Si  c'eft  donc  une  perfection  dans  une  méthode  d'éli- 
mination ,  de  ne  point  donner  de  fadeur  qui  accroiflê  le  degré 
général ,  il  faut  convenir  que  ce  n'eft  pas  la  feule  qui  foit  à 
defirer  pour  les  befoins  &  même  la  certitude  de  l'Analyfe.  Il  ne 
faut  pas  toujours  fe  propofer  d'éviter  les  fadeurs  que  l'Analyfe 
préfente.  Quand  l'Analyfe  eft  appliquée  comme  il  convient  à  une 
queftion  ,  elle  ne  donne  rien  qui  n'ait  quelque  rapport  à  la 
queftion.  Si  outre  l'objet  qu'on  a  particulièrement  en  vue  ,  elle 
donne  certains  fadeurs  que  l'on  ne  prévoyoit  pas  ,  ces  fadeurs 
énoncent  quelque  chofe  de  relatif  à  la  queftion.  En  les  omettant , 
en  les  prévenant ,  on  courre  le  rifque  d'omettre  des  connojf- 
fances  utiles  à  la  queftion  ,  6c  même  d'admettre  des  conféquences 
qu'elle  rejette.  C'eft  ainfi  que  nous  verrons  ,  que  faute  de 
connoître  le  fadeur  qui  eft  le  fymptôme  de  la  dépreffion  de 
l'équation  finale,  on  feroit  expofé  a  admettre  des  racines  qui 
n'appartiennent  nullement  aux  équations  propofées. 

(2  74«)  Ce  n'eft  donc  un  vice  dans  une  méthode  d'élimina- 
tion, de  donner  des  fadeurs  à  l'équation  finale  ,  que  lorfque  ces 
fadeurs  n'ont  aucun  rapport  à  la  queftion.  Mais  c'en  feroit  un 
dans  l'analyfe ,  de  ne  pas  faire  connoître  tout  ce  qui  peut  appar- 
tenir à  la  queftion. 

(275.)  Or  quand  on  fe  propofe  d'éliminer  entre  plufieurs 
équations  données ,  le  véritable  état  de  la  queftion ,  eft  de  déter- 
miner toutes  les  manières  poffibles  de  fatisfaire  à  ces  équations. 
La  queftion  prife  dans  ce  fens  général ,  donne  lieu  généralement 
à  deux  efpèces  de  fadeurs ,  dont  l'une  fait  connoître  la  pofll- 
biliré  de  la  dépreffion  de  l'équation  finale ,  &  dont  l'autre  in- 
dique des  manières  particulières  de  fatisfaire  à  toutes  les  équations 

propofées 
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pPopofées,  dans  certains  cas.  Tant  qu'on  donnera  à  l'analyfe  toute 
retendue  qu'elle  doit  avoir ,  elle  offrira  ces  fàaeurs.  Si  on  là 
reftraint,  on  en  diminuera  le  nombre  :  mais  je  doute  fort  qu'on 
puiffe  les  éviter  dans  tous  les  cas. 

(  ij6.)  Tel  eft  le  caradère  de  la  méthode  que  nous  allons 
expofer.  Nous  donnerons  deux  procédés  pour  arriver  à  l'équation 
finale.  Par  le  premier ,  jamais  cette  équation  n'aura  un  degré 
plus  élevé  qu'elle  ne  doit  lavoir  ;  mais  on  aura  toujours  un  grand 
nombre  de  coëfficiens  à  calculer ,  parce  qu'indépendamment  de 
l'équation  finale ,  l'analyfe  donnera  aux  coëfHciens  de  cette  équa- 
tion finale  des  fadeurs  qui  indiqueront ,  ou  les  cas  de  dépreflion  , 
ou  des  folutions  particulières. 

'  Par  le  fécond  procédé  ,  le  calcul  pour  arriver  à  l'équation 
finale ,  fera  incomparablement  plus  court  ;  il  y  aura  beaucoup 
moins  de  fadeurs  ;  mais  ces  fadeurs  pourront  dans  quelque  cas  , 
compliquer  le  degré  de  l'équation  finale.  Nous  verrons  cepen- 
dant ,  que  la  plupart  du  temps  ces  fadeurs  feront  préfentés  dans 
le  cours  du  calcul ,  d'une  manière  diftinde ,  en  forte  qu'on  pourra 
les  extraire  avant  la  fin  du  calcul  ;  mais  dans  le  cas  où  une  trop 
grande  complication  du  calcul  empêcheroit  de  les  appercevoir  f 
nous  ferons  voir  comment  on  doit  s'y  prendre  ,  pour  y  à  l'aide 
des  connoiflances  acquifes  dans  le  premier  Livre ,  fur  le  vraî 
degré  de  l'équation  finale,  parvenir  à  trouver  quel  eft  ce  fadeur. 

(2  770  Ainfi,  fi  l'on  n'a  pour  objet  que  d'arriver  le  plus 
promptement  qu'il  eft  poflible ,  à  l'équation  finale  indépendante 
de  toute  relation  particulière  entre  les  coëfficiens ,  on  emploiera 
le  fécond  procédé. 

Mais  fi  l'on  veut  connoître  fur  les  équations  propofées  tout  ce 
que  peut  dire  l'Analyfe ,  fans  rien  dire  qui  n'ait  trait  à  la  queftion  , 
alors  il  faut  employer  le  premier  procédé. 

(  278.  )  Propofons-nous  d'abord  d'avoir  l'équation  en  x  4 
réfultante  de  ces  deux  équations 

a  xx  -+-  b  xy  ■+■  cy%  =  o, 

à  x  -H  ey 
+  f 

&   d'x  -t-  t'y  =  o, 

4-/'  Ff 
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Le  polynôme-multiplicateur  de  la  première,  doit  donc(a*7j 
être  de  la  forme  (x,y)T+x  ;  &  celui  de  la  féconde,  de  la 
fcrme  (  x  ,y)  T+l ,  T  étant  tout  ce  qu'on  voudra.  Mais  comme 
il  convient  de  prendre  les  polynômes-multiplicateurs  les  plus 
Amples  ,  &  que  nous  voyons  que  l'équation  finale  ne  devant 
(,47)  être  que  du  fécond  degré  ,  il  fuffit  que  le  polynôme- 
multiplicateur  de  la  première  foit  du  degré  zéro,  nous  ferons 
i  =  o  ,  ou  T—  —  i  ;  ôc  le  polynôme-multiplicateur  de  la 
lèconde  fera  par  conféquent  de  la  forme  (x,y)x. 

Il  faut  donc  multiplier  la  première  équation  par  C,  &  la  fé- 
conde par  A'x  +  B'y¥-  C. 

Cependant ,  pour  faire  connohre  en  même  temps ,  ce  qui  arri- 
verait fi  nous  prenions  des  polynômes-multiplicateurs  plus  élevés, 
fuppofons  feulement  T=  o  ;  en  forte  que  les  deux  polynômes* 
multiplicateurs  feront  (x,yjl  &  (x,y)x  ;  c'eft  -  à  -  dire  , 

Dx  +  Ey  +  F,  Se  A'*%  +  B'xy  4-  C'y*  -+-  D'x  4-  E'y  -+-  F', 

Nous  aurons  pour  équation-fomme,  l'équation  fuivante 

2>a*'  -t-  Dbx*y*-  J>cxy%  +  Ecyi  ssoj, 
+  A'd'     4-  Ea       4-  Eb        4-  Ce' 
4-  B'd'     4-  C'd' 
4-  A'e'      4-  B'«» 

+  Ddx%  4-  Dtxy   4-  Ety* 
4-  D'd*     4-  Z>'«»      4-  E't* 
-h  Fa       +  Ed       +  Fc 
4-  A'/'    4-  E'd>     4-  C'/' 
4-  Fb 
B'f 

4-  2>/*    4-  Efy 
+  D'f    +  E'f 
•y-Fd      4-  Fe 
4-F'd'     4-  F»*' 

+ 

*+•  F  T. 
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Examinons  d'abord  combien  il  y  a  de  coëfficiens  inutiles  à  l'é- 
limination. Leur  nombre  d'après  tout  ce  qui  a  été  dit  jufqu'ici  , 
eft  N(x,y)°  ou  i.  Il  y  a  donc  un  coefficient  dont  nous 
pouvons  difpofer  à  volonté.  Le  meilleur  ufage  que  nous  puiflfions 
en  faire ,  eft  de  le  fuppofer  =  o  ;  peu  importe  d'ailleurs  lequel* 
Je  fuppofe  donc  C  —  o. 

Maintenant  ,  puifque  l'équation  finale  ne  doit  être  que  du 
fécond  degré ,  il  doit  donc  être  poffible  de  faire  difparoître  non- 
feulement  les  termes  aflfeâés  de^,  mais  encore  le  terme  > 

Egalant  donc  à  zéro  la  fomme  des  coëfficiens  de  chaque 
terme  de  la  plus  haute  dimenfion ,  on  aura  quatre  équations  d» 
premier  degré ,  fans  aucun  terme  abfolument  connu  ,  &  quatre 
inconnues  feulement ,  puifqu'on  a  fait  C  '  =  o.  Donc  (213) 
chacune  de  ces  inconnues  fera  o  ;  c'eft-à-dire  ,  qu'on  aura 
A'=of  5'«=o,  D  =  o,  E=o3  C'ao. 

Donc ,  en  effet ,  nous  avions  d'abord  fait  le  choix  le  plut 
parfait. 

L'équation-fomme  fe  réduit  donc,  en  effet ,  à  la  fuivante 

rh  Fa       •+•£'«£'  Fe 
-f-  Fi 

•+•  D'f'x  -f.  E'fy 
■f-  F d       ■+-  Fe 
•+■  F'd'     -f-  F't* 
F  f 
•f*  F'/'é 

Si  donc  conformément  à  ce  qui  a  été  dît  (  19$  &  267),  oit 
calcule  la  valeur  de  D'E'  FF',  on  trouve  facilement .  comme 
il  fuit,  lesvaleurs  de  D',  E',  F, F'. 

Première  ligne.  —  D  <\  FF'  +  D'E'.  «  F' ,  par  le  terme  r>. 

Seconde  ligae..  «.,'«'.* F'  +  IT  t' .  bF'  +  e"  B' .  cF'  —  D  é' .  cF'  —  J>'*'.(»V>,  pet 
le  terme  *j, 

TtoiCème  ligne.  —  t'i'.f/'-DV.  (*«•)  -f-c'/'.  tF'  —  (tB  —  D'i') .  (  tï  ) .  i  caiflt* 
dt(b,'}  ou  b*'  -  b  c  =»o. 

D'oùl'oatire  X>'  «  d'(cc')  —  eVbf'J.  E<         e>  (cSjj 

Ff  ij 
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F'  =  c.e'f—  e.e'  e' ,  fie  par  conféquent  F  =  -f-  é  .  e> e' > 
ou  (à  caufede  b'*=o,&.  c'— o)  ,  D'  =  cd'e'  —  b  e'c', 
E'=  —ce'e',  jF'=r  cS/'  —  ee'e' ,  F=e'\ 

Il  ne  s'agit  donc  plus ,  pour  avoir  l'équation  en  x ,  que  de 
fubftituer  ces  valeurs  dans  les  coëfficiens  des  termes  en  x  pur,  fie 
dans  le  terme  fans  x. 

Cette  fubftitution  donne 

Quant  à  l'équation  en^y,  on  voit  bien  que  le  procédé  eft 
tout-à-fàit  femblable  ;  d'ailleurs,  il  fuffit  pour  l'avoir,  de  chan- 
ger a  en  c  ,  d  en  e ,  ôc  d' en  e'. 

Il  faut  maintenant  nous  arrêter  fur  quelques  obfervauons 
auxquelles  ce  réfultat  peut  donner  lieu. 

(279.)  On  peut  remarquer  que  l'équation  finale  que  nous 
venons  de  trouver  ,  a  pour  fàâeur  commun  e'.  Or  comme 
nous  n'avons  aucun  coefficient  fuperflu  ,  nous  pouvons  être 
aflurés  que  l'équation  finale  ne  renferme  rien  qui  n'appartienne 
à  la  queftion.  Mais  fi  on  fuppofoit  e 1  —  o  ,  l'équation  finale  dif- 
paroiflant ,  que  pourroit  lignifier  ce  réfultat  ? 

Il  fignifieroit  que  «  o  fatisfait  aux  deux  équations  pro- 
pofées. 

En  effet  l'équation  d' x  ■+-  t'y  -H  /'  «  o  ,  donne 

y  =  -, — -  qui ,  dans  le  cas  de  é    o,  devient^  =»  — —  ; 

&  comme  on  a  en  même  temps  d' x-*-  f  =  o;  on  a  donc 
y  —  -§•  ;  or  il  eft  clair  que  cette  valeur  fubftituée  dans  l'autre 
équation  en  x  ôc  y ,  en  fait  difparoître  tous  les  termes  ;  elle 
y  fatisfait  donc. 

Mais  cette  valeur  de  e'  a  encore  une  autre  fignification  ; 
elle  apprend  qu'alors  l'équation  en  x  n'eft  pas  du  fécond  degré  , 
mais  feulement  du  premier.  Ceft  une  oofervation  que  nous 
verrons  être  générale ,  que  l'équation  finale  calculée  d'après  le 
plus  petit  nombre  des  coëfficiens  poffible ,  aura  toujours  deux 
fortes  de  fafteurs  ,  dont  l'une  marquera  Amplement  que  dans  le 
ou  1  un  de  ces  Meurs  eil  zéro ,  les  équations  font  fàtisfaites 
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flans  le  tèns  que  nous  venons  de  voir  ;  Ôc  dont  l'autre  fera  le 
Critérium  auquel  on  pourra  juger,  fi  l'équation  finale  eft  o'un'eft 
pas  fufceptible  d'abaifiement.  Ici,  où  il  n'y  a  qu'un  feul  fadeur  e' , 
il  a  les  deux  fignifications  à  la  fois. 

En  effet,  fi  on  cherche  la  condition  pour  que  l'équation  finale 
foit  feulement  du  premier  degré  ,  on  voit  qu'il  faut  abaiffer  d'une 
unité  le  degré  du  polynôme-multiplicateur  ;  ce  qui  donne  ,  pour 
polynôme-multiplicateur  de  la  première  équation ,  un  polynôme 
de  cette  forme  (x,  y  )~y ,  dont  le  nombre  des  coëmciens  eft 
zéro  ;  &  pour  polynôme-multiplicateur  de  la  féconde ,  un  poly- 
nôme de  cette  forme  (x,y dont  le  nombre  des  termes  eft  i. 
Donc  il  fuffit  de  multiplier  la  féconde  équation  par  le  coeffi- 
cient indéterminé  quelconque  A  ;  ce  qui  donne 

Ad'x  -H  A  t'y  -4-  Af  s»  o, 

'dans  laquelle  ,  pour  avoir  l'équation  finale  ,  il  ne  s'agît  plus 
que  de  fuppofer  A  e'  =  o.  Or  comme,  par  l'hypothèfe,  A  ne 
peut  être  zéro ,  il  faut  donc  que  e!  =  o  ;  donc  pour  que  l'équa- 
tion finale  ne  foit  que  du  premier  degré ,  c'eft-à-dire  ,  foit  fuf- 
ceptible d'abaifiement ,  il  faut  qu'on  ait  e!=  o. 

Donc  réciproquement  e'  =  o  eft  le  figne  de  la  poffibilité  de 
l'abaiffement  de  l'équation  finale. 

(280.)  Si  après  avoir  divifé  par  e',  l'équation  finale  du 
fécond  degré,  trouvée  ci-deflus,  on  fait  é  =  o  ,  cette  équation 
fe  réduira  à 

cd^d'x- c/*/»=o,  o*c<d'x+ r y—  o, 

qui  donne  d' x  H-  f  —  o  ,  comme  elle  le  doit  ;  mais  qui  an- 
nonce deux  valeurs  égales  de  x.  On  peut  regarder  cette  conclu- 
fion  comme  bonne  ,  puifque  y  aura  deux  valeurs  qui  auront 

chacune  pour  correfpondante  en  x,  la  quantité  x  =      .  Mais 

on  fe  tromperait  beaucoup ,  fi  on  penfoit  que  toutes  les  racines 
de  l'équation  finale  dégagée  de  fes  fadeurs  fans  * ,  auront  tou- 
jours heu ,  même  dans  le  cas  de  la  poffibilité  de  l'abaifiement 
de  l'équation. 

L'exemple  fuivant  va  fournir  une  preuve  que  dans  ce  cas,  toutes 
pes  racines  ne  font  pas  admiifibles. 


s3e       ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

(2gl.)  Propofons 
l'équation  finale  eux 


(  2  S  1  «  )  Propofons-nous  donc ,  pour  fécond  exemple ,  d'avoîïr 

,  réfultante  des  deux  équations  fuivantes 


a  x  y  =o, 
«+•  b  x  -f-  cy 
«+•  <L 

a' x  y  s=o, 
-H  b'x  •+-  c'y 

"**  <//- 

Le  polynôme  -  multiplicateur  de  chacune  ,  doit  (  227  )  être 
de  cette  forme  (xA^  yy^  +  l)T+x.  Et  comme  l'équation 
finale  ne  doit  (  6 2  )  être  que  du  fécond  degrtf  ,  nous  pouvons  , 
pour  Amplifier ,  fuppofer  A=*os  A  =  o ,  Ôc  7*=  et 

Multipliant  donc  ces  deux  équations  ,  refpe&ivement  par  le* 
deux  polynômes  (x\f)\  (x\yl)x9  c'eft-à-dire,  par 

Axy  -h  B  x  -h  Cy  -i-  D ,  ÔC  A'xy  -f-  B'ar  -f-  C'y  -h  D'  , 

&  ajoutant  les  deux  produits  ,  nous  aurons  ,  pour  éouation- 
fomme,  une  équation  de  la  forme  fuivante,  dans  laquelle  noua 
n'écrivons  que  les  termes  du  premier  produit  ;  parce  que  ceux  du 
fécond  étant  analogues ,  font  faciles  à  fuppléer  par  lapenfée 

A  a  x*  y  * 
-h   A  b  x*y   -h  Acxy\ 
-f-    B  a         -i-  Ca 

-H  Bbx%       Adxy  ■+•  Ccy\ 
+  Se 
«+-  Çk 
Da 

-4-  Bdx  H-  Cdy 
•è-  Bb      +  Do 

-h  Dd. 
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:'  te  nombre  des  coëffidéns  inutiles  eft  Nfx*,y6J0  «  f.  Je 
puis  donc  fuppofer  l'un  quelconque  des  coëfficiens  si  o  ;  mais 
tû  la  fimilitude  des  deux  équations  ,  comme  il  n'y  a  pas  d& 
raifbn  pour  prendre  ce  coefficient  plutôt  dans  un  des  polynômes- 
multiplicateurs  ,  que  dans  l'autre  ,  je  le  détermine  par  une  équa- 
tion arbitraire  qui  fe  rapporte  également  à  lun  &  l'autre 
polynôme. 

Je  fuppofe  donc,  par  exemple  ,  Ac  -h  A' c1  =  o;  & 
comme  l'équation  A  a  ■+-  A  a'  =  o,  qu'on  aura,  pour  la 
deftru£Hon  du  terme  x*y%,  combinée  avec  celle-là,  donnera- 
A  =  o,  &  ii'=»o  (213),  je  vois  qu'il  n'eft  plus  qu  eft  i  on  que 
de  calculer  la  valeur  de  B  B'  CCD  D\ 

Mais  pour  m'aflurer  que  le  nombre  des  coëfficiens  que  j'em- 
ploie ,  eft  le  plus  petit  qu'il  eft  poflible  ,  j'examine  aupara- 
vant fi  parmi  les  équations  que  j'ai  à  calculer ,  il  n'y  en  a  pas 
encore  qui  foient  dans  le  cas  de  donner  des  coëfficiens  égaux  à 
aéro  :  &  je  vois  que  les  équations  fournies  par  les  termes 
*y  &  y  f°n*  dans  ce  cas  ,  la  première  étant 

Ac+A'c'  H-  Ca+CV=o, 
c'eft-à-dire  ,  Ca      C  a'  =  o ,  &  là  féconde  étant 

Ce  •+•  C'c'=o, 
lefquelles  donnent  C  =  o ,  C  =*  o. 

La  queftion  réduite  au  plus  petit  nombre  de  coëfficiens  poflible, 
confifte  donc  à  calculer  la  valeur  de  B  B1.  D  J>. 

Parcourant  donc  fucceflivement  les  termes  x*y,  xy  &  y  j 
}e  trouve  comme  il  fuit 

Première  ligne. aB'.D  D', 

Seconde  ligne. ..  (ac')DD'  —  «B».  aD*  , 

Troifième ligne. .  (ac')c£>'  -f.  aB'(ae')t 

d'où  (198)  l'on  tire  D'  ==c  .{ac'J  9B'  —  cfac*) ,  &  par 
conféquent(  2J7)  D  =  — c'(acf)  ôc  B  =*  —  Jfac'J. 

Subftituant  ces  valeurs  dans  les  termes  qui  reftent  dans  l'équa» 
tion-fomme,  on  a 
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(2g2.)  Voici  donc  encore  un  fàâeur  commun  fac'J;  & 
ce  fa&eur  égalé  à  zéro  t  eft  le  fymptôme  auauei  on  peut  re>« 
connoitre  quand  ed-ce  que  l'équation  fera  fufceptible  d'abaiffement. 

En  effet ,  fi  on  cherche  la  condition  pour  qu'elle  puifle  être 
abaiffée  ,  il  ne  s'agit  que  d'employer  des  polynomes-multiplica^- 
teurs  d'un  degré  moindre  d'une  unité  ;  c'eft-à-dire  ,  qu'il  faut 
employer  des  polynômes  de  cette  forme  fx  ty)°  y  puifque  ceux 
qu'on  a  véritablement  employés,  fe  font  réduits  au  premier 
degré.  Il  faut  donc  multiplier  la  première  équation  par  A ,  ÔC 
la  féconde  par  A'. 

On  aura  donc  pour  équation -fomme,  une  équation  de  cette 
forme 

A  a  x  y       »  ot 
H-  A  b  x         A  cy 
-h  Ad  , 

où  nous  n'avons ,  polit  plus  de  fimplicité ,  écrit  que  les  termes 
du  premier  produit,  pbrce  que  ceux  du  fécond  étant  femblables, 
font  faciles  à  (ùppléçr.  u 

Et  comme  ,  par  l'hypothèfe  A  &c  A'  ne  doivent  pas  être 
zéro  ,  les  deux  équations  fournies  par  les  termes  xy  ôc  y  r 
conduiront  à  ce  qui  fuie 

Première  ligne. . .  a  A  '  t 

v  -  •  « 

Seconde  ligne. ...(  a  c'  )  , 

ç'eÛ-à^dire  •  qu'on  aura  pour  équation  de  condition  fa  c'J  =  0 , 
ôc  pour  valeurs  de  A  '  ôc  A ,  les  quantités  A'  =  a ,  A  =  —  a', 

Subftituant  ces  valeurs  dans  les  termes  reftans  de  l'équation- 
fomme ,  elle  fe  réduit  h  (ab')x  -+-  fa  d' )  =  o  ,  qui  donne  la 
feule  valeur  que  x  puiffe  avoir  dans  ce  cas. 

Mais  fi   après  avoir  divifé  par  fa  c')  l'équation  finale  du 
fécond  degré  $  trouvée  ci-deffus  ,  on  y  exprime  la  condition" 
f  ac'J~0i  c'eft-à-dire ,  aç'  —  q'c  ?=  o  ,  çn  mettant  pour  d 

fa  valeur  ~  ,  elle  devient 

(ab*)x*+t(ai>)+{ab')~lx  +fad')c-=*o, 

qui 
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Ijuî  fe  décompofe  en  ces  deux  fadeurs 

(ab')x^(ad') 
&  x  H — -. 

Or ,  de  ces  deux  faSeurs ,  je  dis  qu'il  n'y  a  que  le  premier  qui 
puifle  avoir  lieu  ;  c'eft-à-dire,  qu'on  peut  fuppofer  (ab')x  -+■ 

(aâ'J  =»  o ,  mais  nullement  *  -f-  ~=  o ,  ou  ax-h  c  =  o  ; 

«nforte  que  la  valeur  *  =  —  ~-  ne  peut  avoir  de  correfpondante 
en  y. 

En  effet ,  fi  l'on  fubftitue  cette  valeur  de  x  dans  chacune  de9 
deux  équations  propofées ,  en  ayant  d'ailleurs  égard  à  la  fuppo- 
fition  (ac'J      o  ,  y  difparoît  dans  chacune  ;  donc  il  eft  in*» 

poffible  d'avoir  une  valeur  de  y  correfpondante  à  x  —  — 

(2830  Malgré  cette  preuve  fans  réplique ,  il  faut  lever  une 
objection  qu'on  leroit  peut-être  tenté  de  faire. 

On  pourroit  peut-être  penfer  que  la  valeur  x  *=  —  -  a  pour 
correfpondante  en^ ,  une  valeur  infinie  ;  car  dans  la  fuppofition 
de  y  infinie  ,  la  quantité  a  xy  •+•  b  x  -H  cy  -4-  d  fe  réduit  à 
axy  +  cy*>  U  la  quantité  a! xy  b'x  •+•  c'y  H-  d' fe  ré- 
duit à  dxy  c'y  ;  les  deux  équations  dans  cette  hypothète 
femblent  donc  fe  réduire  à 

a  xy  -4-  cy  =  o  j 

&  a'x  y  -+•  c'y  =  o  , 

lefquelles  dans  la  fuppofition  de  fa  c1)  —  o  ,  ont  lieu  toutes  deux 
en  fuppofant  ax  ■+•  c  =a  o. 

Mais  il  faut  bien  obferver  que  la  quantité  axy-+-bx-\-cy-\-d 
ne  fe  réduit  à  a  xy  ^  cy  dans  l'hypothèfe  de  y  infinie  ,  qu'au- 
tant que  a  xy  cy  peut-être  cenfé  infini  à  l'égard  de  bx-t~d; 
or  le  contraire  a  lieu  ,  puifqu'on  prétend  que  l'équation  a  xy 
•+-  cy  s=s  o  eft  vraie.  On  auroit  donc  tout  à  la  fois  axyA-cy 
infinie,  fie  a*y  h-  c_y  =  o ,  ce  qui  eft  abfurde.  Donc  on 
ne  peut  fuppofer  y  infinie  ;  donc  à  *  =  -i  il  ne  répon4 
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aucune  valeur  dey  ,  finie  ou  infinie. 

Que  fi  l'on  infiftoit  en  difant  qu'à  la  vérité  ,  dans  le  cas  dey 
infinie  ,  on  ne  doit  point  négliger  b  x  H-  d  vis-à-vis  de  a  xy 
cy  non  plus  que  V  x      d'  vis-à-vis- de  dxy  •+*  Syi 
mais  que  les  deux  équations 

a  xy  ■+•  cy  b  x  d  =  o  , 
dxy  -+-  c'y  -4-  b'x  -f-  d'  =  o  , 

ne  peuvent  pas  moins  avoir  lieu  dans  le  cas  de  x  ==—  a? 
fuppofant  y  infinie  ;  parce  que  la  première  devient 

o  y  -*r  b  x       d  —  o; 

&  la  féconde  à  caufe  de  c'  =—  devient 

O  .-^-y  +  Vx  +  d'  =  0,OU  Ojr-H  ^  (Vx+d'JzaQt 

chacune  defquelles  peut  avoir  lieu  en  fuppofant  y  infinie. 

La  réponfe  feroit ,  qu'il  ne  fuffit  pas  que  chaque  équation  foîe 
fatisfaite  en  fuppofant  y  infinie  ;  il  faut  encore  que  cet  infini  foie 
<îe  même  valeur  pour  chaque  équation  ;  or  pour  la  première  il 

faudrait  que  y  =  (h*  *  d)-  ,  &  pour  la  ièçonde 

y  =  — .  (h  ^a  valeurs  qui  diffèrent ,  même  d  une  quantité 

infinie ,  lorfque  comme  on  le  fuppofe  ici ,  x  =»  e-. 

Il  y  a  dans  la  Théorie  des  Équations  beaucoup  de  cas  fem- 
blables  à  celui  que  nous  venons  d'examiner  ,  où  chaque  équation 
peut  être  fatisfaite  en  fuppofant  y  infinie  ;  mais  pour  que  cette 
valeur  puhTe  être  regardée  comme  appartenant  à  la  queftion ,  il 
faut  que  cette  valeur  infinie  foit  la  même  pour  chaque  équation, 
ou  du  moins  que  d'une  équation  à  l'autre  elle  ne  diffère  que 
d'une  quantité  finie.  . 

a  g  4.  Nous  ne  pouvons  donc  ne  pas  faire  obferver  ici  que  la 
méthode  ordinaire  d'élimination  pour  les  équations  à  deux 
inconnues  ,  la  feule  que  l'on  ait  eue ,  jufqu'ici ,  exempte  de 
donner  à  l'équation  finale  un  degré  plus  élevé  que  ne  le  com- 
portent généralement  les  degrés  particuliers  des  deux  équations, 
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ti'cft  pas  néanmoins  à  l'abri  de  donner  des  racines  inutiles  ôc 
même  faufles.  En  effet,  en  fuivant  cette  méthode ,  on  eft  conduit 
immédiatement  à  l'équation 

(ab>)x*  -+-  {(ad')  -  (be')]x  -h  (cd')  =  o  , 

fans  aucune  indication  des  cas  où  il  n'y  aura  qu'une  racine  de 
cette  équation  qui  foit  admiffible. 

m  Ceft  que  cette  méthode  d'élimination  eft  fondée  fur  une  ma- 
nière trop  bornée  d'envifager  laqueftion,  &  qui  exclud  du  ré- 
fultat,  les  fymptômes  qu'une  Analyfè  plus  générale  nous  feit  ici 
découvrir. 

.*  •  •  .         •  *         •    •  • 

(  2  8  f  •  )  Propofons-nous ,  pour  troifième  exemple  ,  de  trouvée 
l'équation  finale  en  x ,  réfultante  des  deux  équations  fuivante* 

ax*       bxy  -H.cy»  -4-  dx  -f-  ey  -f-  /=  o  , 
,  a'x*        b'xy  +  fy       d'x       e'y  -f-  f=  o. 

Le  polynôme  -  multiplicateur  de  chacune  fera  de  la  forme 
*    Et  comme  (47)  l'équation  finale  ne  doit  pas 
palTer  le  fécond  degré ,  le  polynôme-multiplicateur  le  plus  fimple 

cft  ( *&J*  ou  Axx  -+-Bxy-hCyt+Dx-i-Ey-ï-  F,  pour  la 
première  équation ,  &  A'x%  -4-  B'xy  -h  C'y*  ■+■  D'x  -*-E'y-hF' 
pour  la  féconde.  Multipliant  donc  ,  &  ajoutant  les  deux  produits  t 
on  aura  pour  équation- lomme ,  une  équation  de  la  forme  fuivante 
dans  laquelle  nous  avons  omis  les  termes  du  fécond  produit  â 
parce  qu'il  eft  facile  de  les  fuppléer  par  la  penfée. 

Aax*  -f-  Abx*y  -f.  Acx*y*  +  J3cxy*        Ccy*  m  o  , 

B  a        -+-  Bb  C  t> 

■+•  C  a 

+  Adx*  -f.  Aex^y  •+■  B  t  x  yx         C  e  y* 

4-  Z>  a     -f-  Bd        -t-  Cd  4-  Ec 

D  b         -+•  D  c 

■+■  Eu         -h  E  b 

+  Afx*  h-  2f/*y  -t-  Cfy\ 

Dd  De  -K-  E  c 

+  Fa      -h  E  d  -+-  Fc 
•+•  F  b 
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Le  nombre  des  coëfficiens  inutiles  à  l'élimination  étant 
'Nfx,yJ°  =  i,  je  puis  difpofer  arbitrairement  d'un  des 
coëfKciens  ;  mais  comme  il  n'y  a  pas  de  raifon  pour  prendre  ce 
coefficient  dans  l'un  des  polynômes  plutôt  que  dans  l'autre ,  je  le 
détermine  par  une  équation  arbitraire  qui  ait  une  égale  relation 
avec  l'un  &  avec  l'autre.  Quoique  le  choix  de  cette  équation 
foit ,  généralement  parlant ,  aflez  indifférent ,  je  préfère  cepen- 
dant celui  qui  peut  donner  lieu  à  la  difparition  de  quelques  coe£ 
ficiens.  Je  préfère,  par  exemple,  de  fuppofer C b -i- C &  =  o j 

ou  Ca  •+>  C'a?  =  o,  ou  CV-*- CV  =  o,  ou  &c.  parce  que 

l'une  de  ces  fuppofitions  ,  avec  l'équation  Ce  Ce'  qu'on  aura 
pour  raneantiflement  du  terme^y4  ,  donnera  C—  o,  C  »  ©. 

Cela  pofé  ,  il  n'eft  donc  plus  queftion  que  de  calcufer  la 

valeur  de  AA'BB'DD'EE'FF'.  Parcourant  donc  fuc- 

ceflivement  les  termes  x*y,  xy,  xy* ,  x%y}xy%>y\xy  &  y  7 
faurai  comme  il  fuit 

Première  ligne...  bA'.BB'  +  A  A' .  a  B  '  r 

Seconde  ligne....  (be')BB  —  bA'.bB'  +  c  A' .  m  B'  +  A  A'  lab), 
Troifième  ligne..  [(*«'>»  B  '  ■+■  (bc)bA'  —  ta*  ')cA']DD  '.E  E' , 

.Qttmième  ligne.  [(*«').<*<<  )  +  (b  *).<*•')—<•  «),(«e')]JD  !>'.£:£'  —  I(  te')  cB  '  +  (bc)  bA'  — cA'\ 

(bD  .EE  +  DD  .  ûM'h 

Faîfons  ,  pour  abréger  ,  (bc').(cd*)  -t-  (hJ).(béJl 
~-{ac'J .  (ce'J  =  (i),  &  nous  aurons 

Quatrième  ligne.  (I)  DD'.  ££'-[(  bc')cB  '+  ibc')bA'  —  (»c')c  A'].{bD  '  ,ÉE<  +  OD'  .«OB'  ), 

Cinquième  ligne.  (!)  (cD  '  .SE  +  DD  .  bE  )  —  Ibc').  («').<  bD\  EE  +  DD'.tE)  •+■  UbC)cB  +  (bc)bA 

'  — («V )tA' ]  .[  (*«')££'—  bD'.bÉ  +  sD  .  aE'  +  {ab  )DD'\. 

Sixième  ligne...  ffj  [  — cD' .cE'+(bc'}  DD'  J  —  (6c').  (e  t  '1 .  [  —  bD' .  )DD}-[(bc  )cB  -M  bc)  bA' 

—  {»c')cA'\.Ubc')cE'+  (bc)bD'-  (ac)cD'l. 
fepdèmt ligne...  (i)  [^ct  ).cE'+Ud')*D  ^ibc')tÛ^bt,).^c').l^lbt')cV^*d  )bD-k.[»c)tD  \\gg, 

—<*#).(«/').[  (be)eB'  +lbc  )bD  '-<«*         ]-+-  («)  t  (««*>«  ^'l  -* 

—  [  (i).«D'.f£'-  (*t').(te  ).*!>'.  *B'  +  l(  bc')bA  '—(««')  \bF\ 

en  omettant  les  termes  où  refteroient  DD'yB'  &  A'  D' ,  qui, 
dans  le  calcul  des  lignes  fuivantes ,  difparoîtront ,  ou  fourniront 
des  termes  qui  difparoîtront  enfuite. 

thiÔcacDgac..  [-(D  f«»V  -H*«').f  »«).<««')•]  -(  *«'J 1  •  <*«').«/'  »  W 
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-  •#•((!)  («•)cD'-(S*').(»'),H'']+(tc').((e').  [(>()M'-(if')ti<')]»F' 

—  (6e').[(i)eI>'.e1S'  —  (6e). (ce). 6  D'  .cB'4-  [(6  e)  6.4'— (*c'>c.4'<]*(»/)*X'  Jî 

Hcavième  ligne...  [  —  (i  )  (e  e')»     (6e'  )  .  <6c).  (e  é  )'  —  (*«) 1  .  (ee")  .(«/')]  *F' +        («•').  (  e/"! 

,  -  (6c  ).  (6«').  (e*"). (e/'-h  (»#') M •/"}•!«*' 

+  (««')•£  (I)  [  (erf')ei)'  +  (6e  )tD'  J  -  (  6e  )  .  (ec)  .  ((««06J>'  +  (-e').D'ï 
—  (6e').(e/-).[(6e  )6D'  -(.«'|<D']+(I)[(ic']M'-|if,l^'11 

-  (6e')((I)  (ee'JeD1  —  (6e').(e.,)»6D'  +  (  6e'J .  (ee1)  .  t  (6e)  bA  -  («e')e><'} 
■♦-(6e').(e/')((I)ei)'-(6e).(ee,)6D'+(6e').[(6e')6>4,-(«r'J«^']k 

en  omettant  les  termes  où  refteroit  E'  dont  nous  n'avons  pas 
befoin. 

Avant  que  de  conclure  de  cette  neuvième  ligne ,  les  valeurs  de 
A ,  A' \  D tD' ,  &c.  nous  ferons  remarquer  que  le  coefficient  de 
F' 9  ainfi  que  celui  de  A',  ont  pour  fadeur  commun  la  quantité 

-  (bc').(be').(ce')+(i)(ce')  +  (bc>)*.(cf'). 

Quant  à  D',  quoiqu'il  ait  aufli  ce  même  faâeur  ,  cela  n'eft 
pas  aufli  facile  à  appercevoir  ;  mais  voici  comment  on  parvient  à 
le  découvrir. 

D'après  les  Théorèmes  expofés  (21 9)  on  a  (bc')e  —  (b  SJc 
~*c-(cd)b  =  o\  fubftituant  dans  le  coefficient  des  termes  où  fe 
trouve  eD' ,  pour  (bd)e  fa  valeur  tirée  de  cette  dernière 
équation ,  on  aura  pour  la  totalité  des  coëfficiens  de  D  ' ,  la 
quantité  fuivante 

-  (bc').(ce')>.(cd')\  +  (i).(*S).(cd')  *) 

-  x(bCy.(cS).(cf)  I  ■+■  (bc').(ac>).(ct>).(cf>)( 
+  (bc>).(bt').(ct<)*\bD>  +(l).(tct).(«f)  >cJ>* 

-  (*).(**)•  \  —  (ac').(ce'y.(ke1)  \ 
+  (ac').(cc')>           J  -> 

qui ,  en  fubftituant  pour  (a  c* J  .  fc  e* J  fa  valeur  (bc' )  *(b  é ) 
•h(bc')  .(c d')  —ftj,  devient 


■+-  x(bc<y.(bt')%(ct'y 

-  *(*)'(ct>)>  \  -  (bC).(c*').(be').(cd')\  cD9 


)  +(i).(ft>).(cd')  X 

ry*'  +(t>c<r.(cf>).(cd>)  i 

)  -  (bd).(c<').(bt').(cd')\ 

 s 


4-  (x).(c*').(Ù) 
-t-  (bc'y.(cf').(be') 

c'eft-à-dîre  ,  -  xl(bc')*  .  (c/>)  -f-  (t)  .  (et')  -  (bc').(be').  (cê)ï.(ct>)bD? 
+  M**)*  •('/')+  0)'  <«')-(>'')*(*<') '('OlK'd')  ±  (be')2cZ>>, 
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Fauant  donc,  pour  abréger,  (bc'J1.  (cf)^-  (i)(ce*) 
—  (bc').(b<f).(ce!)=a  {*) ,  on  aura  pour  conclure  les 
valeurs  de  A ,  A  '  ;  D ,  D'  ;  F ,  F',  la  quantité  fuivante 

d'où  l'on  tire 

&  par  conféquent 

Subftituant  ces  valeurs  dans  les  termes  reftans  dans  l'équation- 
fomme ,  on  aura  l'équation  finale  fuivante 

*  -(le').(ac>)>   +  (cd>)*         l    —  t(c*).(tf)f 

laquelle  (220)  en  vertu  des  équations 

(ab'J  .  (c  e'J  —  (ac1)  .  f*«',J  -+-  (bc').(ae')  mm  o  , 
.  (de  )  —  (bi').(ct')       (cd').(be')=*  o  , 
f  *  c  V  .  f«  /V  -  (b  t>)  .  fcfj       (c  c'J  .  ^/';  -  o  , 
peut  être  changée  en  cette  autre 

-h(at').(ce')(    +(cd'y        I    -*-(!>  c').(cf')l 
■J    -(bc').(de')  1 

3ùi  ne  diffère  de  celle  qu'on  trouve  r)ar  les  formules  réfultantes 
e  la  méthode  ordinaire  d'élimination  ,  que  par  le  fà&eur  (  2  ) 
qui  échappe  à  cette  méthode ,  fie  dont  il  faut  parler  aauellement. 

(<  2  #  6.  )  Ce  fadeur  (2)  eft  précifément  celui  oui  exprime  dans 
quels  cas  l'équation  en  x  peut  être  abaiflée  fit  réduite  au  troiûème 
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•legre* ,  fàns  que  pour  cela  il  s'en  fuive  la  même  chofe  pour  l'é- 
quation ta  y. 

Dans  le  cas  où  l'on auroit  (acf)*  —  (ab').(bc')=so  ,  té* 
iquation  en  x  ne  feroit  que  du  troifième  degré  ;  &  il  en  feroit  de 
môme  de  celle  en  y,  C'eft  le  feul  cas  que  l'on  connoifle.  Mais  fi 
l'on  avoit  (  2  )  =  o ,  l'équation  en  x  ne  feroit  auffi  que  du 
troifième  degré  ;  6c  c'eft  ce  dont  la  méthode  ordinaire  d'élimi- 
nation n'avertit  point. 

Pour  fè  convaincre  que  dans  le  cas  où  l'on  aura  (  2  )  =  o  $ 
l'équation  ne  fera  que  du  troifième  degré ,  on  n'a  qu'à  chercher 
l'équation  finale  en  x,  en  n'employant  que  des  polynômes-multi- 
plicateurs du  premier  degré.  En  fuivant  les  mômes  procédés  que 
ci-defTus,  on  arrivera  à  l'équation  de  condition  (  2  )  =0.  Donc 
en  effet  ce  fà&eur  (  2  )  ell  le  fyptôme  de  l'abaifTement  de  l'é- 
quation finale. 

(  2%  7.  )  A  cette  occafion  nous  ferons  une  remarque ,  tane 
pour  juftifier  ce  que  nous  avons  avancé  (  27$  ),  que  pour  éclaircir 
ce  que  nous  aurons  à  dire  par  la  fuite. 

Nous  avons  dit  (  279  )  que  l'équation  finale  trouvée  par  notre 
méthode ,  offrirait  toujours  deux  efpèces  de  fà&eurs ,  dont  Tune 
indiquerait  le  cas  où  l'équation  peut  être  abaifTée  ,  &  l'autre  fe- 
roit connoître  une  folution  qui  a  naturellement  lieu  par  l'ab- 
fence  de  quelques-uns  des  termes  des  équations  propofées. 

Dans  l'exemple  que  nous  venons  de  traiter  ,  &  dans  celui  qui 
le  précède ,  nous  n'avons  rencontré  que  la  première  efbèce  de 
fadeur  :  pourquoi  cela  ?  C'eft  que  nous  avons  fâit  ce  qu  il  falloic 
pour  éviter  le  fadeur ,  ou  les  fadeurs  de  la  féconde  efpèce. 

En  effet,  dans  l'exemple  aétuel,  nous  avons  réduit  la  queftion 
à  calculer  feulement  dix  coëfHciens ,  quoique  fur  douze  que  ren- 
ferment les  deux  polynômes  ,  il  n'y  en  ait  véritablement  qu'u  n 
cjui  fbit  du  nombre  de  ceux  que  (250)  nous  appelions  inutiles 
a  1  élimination.  Or  fi  nous  avions  calculé  fur  le  pied  de  onze 
coëfficiens  ;  c'eft-à-dire  ,  fi  au  lieu  de  fuppofer  C  =  o  ,  6c 
C'  =  o,  comme  il  eft  permis,  mais  non  pas  indifpenfable  ,  nous 
eufltons  feulement  fuppofé  C  —  o ,  &  calculé  la  valeur  de 
AA'BB'C'DD'EE'FF  ' ,  nous  aurions  trouvé  à  l'équation 
finale,pour  fadeur,  le  coefficient  c' ,  lequel  fi  on  le  fuppofe  «  o  , 
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n'indique  pas  que  l'équation  puiffe  s'abaiffer  ;  mais  indique  ufle 
folution  de  la  nature  de  celles  que  nous  avons  décrites  (  279  ). 
Car  dans  le  cas  de  d  «  o  ,  on  a  y*  =  ~ ,  qui  fubftituée  dans 
l'autre  équation,^  fatisfâit  en  effet. 

Si  au  lieu  de  fuppofer  C  —  o ,  &  de  conferver  C  pour  le 
faire  entrer  dans  le  calcul  général  de  A  A'  B  B' ,  &c.  nous  per- 
fiftons  à  fuppofer  ,  comme  nous  lavons  fait  (28J  )  Cb  ■+•  t't/ 
=  o  ;  mais  qu'en  même  temps ,  au  lieu  de  fupprimer  tout 
de  fuite,  C  Se  C  dans  tous  les  termes  où  ils  fe  recontrent, 
nous  procédions  au  calcul  de  AA'BB'CC'DD'EE'FF'  en 
faifànt  ufage  des  onze  équations  que  nous  aurons  alors;  nous 
trouverons  à  l'équation  finale,  pour  faûeur  la  quantité  bd — b'c9 
facteur  ,  à  la  vérité ,  plus  çompofé  qu'il  ne  doit  être  en  n'em- 
ployant que  le  nombre  de  coëfficiens  utiles  à  l'élimination  ,  mais 
qui  eft  une  répétition  variée  de  l'eipèce  de  Meurs  dont  il 
s'agit.  En  effet,  fi  l'on  appelle  E ,  1  équation  finale  dégagée 
de  ce  facteur  ,  l'équation  finale  qu'on  trouve  alors ,  eft  donc 
(bc'-b'c)E  =  o. 

Or  en  fàifant  C  =  o,  on  auroit  eu  c'  E  —  o.  En  faifànt 
C  =  o  ,  on  trouvera  c  E  =  o  ;  l'équation  (bd  —  b'c  )  E  =»  o 
peut  donc  être  cenfée  la  réunion  de  ces  deux -ci  b  d  E  =  o  , 
&  —  b'c  E  «  o  ;  or  ces  deux  équations  préfentent  ces  fix 
cas  i=o,c/=o,£  =  o,i'-o,c=o,  £  =  o.  Et  chacun 
des  quatre  cas  £  =  o  ,  d  —  o  ,  b*  =  o  ,  c  =  o  ,  eft  en  effet  le 
figne  d'une  folution  de  la  nature  de  celle  mentionnée  (  279  )  ; 
car  ,  par  exemple ,  iœo,  donne  dans  la  première  des  deux 

équations  propofées  xy  =  ~~ax- — cyx—*x  —  ey—f  f  qUi  ,  g 

caufè  de  a*1  -+■  cyx  +  </x+  ey  •+■  /  =  o  t  n'eft  autre  que 
xy  =  -f  - ,  qui  fubftitué  dans  la  féconde  ,  y  fatisfait  en  effet. 

(  288.)  On  voit  donc  que  fi  nous  n'avons  pas  trouvé  dans 
l'exemple  ci^ieffus  &  dans  celui  qui  le  précède  ,  les  facteurs  de  U 
feconde  efpèce  ,  c'eft  que  nous  les  avons  évités  :  &  comme  ils 
n'apprennent  rien  qu'on  ne  fâche  d'ailleurs ,  on  fait  toujours  bien 
de  s  en  débarrafler  lorfqu'on  le  peut.  Je  dis ,  lorfqu'on  le  peut  ; 
car  quoique  cela  foit  poffible  le  plus  fouvent ,  cela  ne  l'eft 
cependant  pas  toujours ,  comme  nous  le  verrons  dans  peu. 

(a 890  Nous  avons  cru  devoir  développer  cet  examen  des 

fefteurs  j 
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fréteurs ,  pour  préparer  le  Lecteur  au  parti  que  nous  prendrons 
quelquefois  de  préférer  de  calculer  quelques  coèfficiens  de  plus 
qu'il  n'eft  abfolument  néceflaire.  Parce  qu'en  prenant  ce  parti , 
nous  aurons  pour  but  de  conferver  dans  le  calcul  une  fymmétrie 
qui  contribue  beaucoup  à  le  faciliter;  fie  que  quelquefois  au 
contraire ,  en  préférant  le  plus  petit  nombre  de  coèfficiens ,  or» 
trouble  la  fymmétrie  ,  te  le  fadeur  quoique  plus  fimple ,  eft 
moins  facile  à  trouver.  Mais  dans  le  cas  où  l'on  calculera  avec 
plus  de  coèfficiens  qu'il  n'eft  néceflaire  pour  l'élimination ,  le 
fadeur  qu'on  trouvera  ,  ne  fera  que  renfermer,  d'une  manière  plus 
étendue,  ce  qu'auroit  exprimé  le  fadeur  trouvé  en  n'employant 
que  le  nombre  de  coèfficiens  utiles  à  l'élimination. 

(2^0.)  Revenons  maintenant  à  l'examen  du  fadeur  (  2  ).  Si 
dans  1  expreffion  de  ce  fadeur ,  on  met ,  pour  (  1  ) ,  fa  valeur 

on  aura 

(t)  =  (bc'  ;  .  (cd>  )  .  (é  c')-  (a  <  ; .  (V  t'  ;»+  (b  c')\  (cf  > 

Donc  toutes  les  fois  qu'on  aura  entre  les  coèfficiens  des  deux 
équations  données  la  relation  exprimée  par  l'équation 

l'équation  en  x  ne  fera  que  du  troifième  degré.  On  l'aura  4 
en  employant  ainfi  que  nous  l'avons  déjà  dit ,  pour  polynômes- 
multiplicateurs,  deux  polynômes  qui  foient  feulement  du  premier, 

Ainfi  faifantdans  l'équation-fomme ,  trouvée  (287), 
A  =  o,  ^'=o,5  =  o,  B*  =  o,C«o,C'bs  o, 
elle  fe  réduira  à  la  forme 

Z>ax*  -f-  D  b  x*y  ■+■  Dexy%  +  Bcyi  =  o» 
;         Ea        ■+■  Eb 

•+-  D  dx*       D  t  xy   +Eeyx  i 
r+-  Fa      -f-  E  d  Fc  t 

4-  F  b 

• 

-t-  Dfx   t-  Efy 
+  Fd      +  F* 

+  Ff  1    '  > 

Hh 
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Et  les  termes  f  ,xy',  x*y ,  y\  x  y  donneront  pour  der- 
nière ligne,  ou  pour  déterminer  X>,Dy;£,£';  F, F,  la  quantité 

-  (ce' )  . (bc' )bF'-  l-(bc?)  •  (ht*)  ■+■  (ac') .  (ce')  j-  (bc>)  .  (cd>)  J  cF' 
_  l-.(bc')bD>  ■+■  (ac')cD>-(bc')cE'}.(bc'  ), 

laquelle  combinée  avec  l'équation  fournie  par  le  terme  y,  donne 
l'équation  de  condition 

(bc')  .  (c  d')  .  (c  e>)  -  (ac1)  .  (ce>)*  -h  (bc1)'  .  (cf)  =  °, 

àînft  que  nous  l'avons  annoncé  ;  &  en  même  temps ,  donne 

F'=-(ce').(bc')b  +  [(bc>).(be')-(ac').(cc')+  (bc')  .(cd1  )]*t 
D'  =  (bc').(bc')b-(ac').(bc')c, 

&  par  conféquent 

F  =  - 1  (*'')  •  f  <J  -  f«0  '  ('  O  f*  *'J  ]  c' 

D  =  -  f*04''  +  (ac').(bc')c'.t 

Subffituant  dans  les  termes  reftans  de  l'équation-fomme ,  on  a 

^(«V).^)»*»  +  {bt)x.<H')m*        +  <**')».(»/•)«•        -.(»«  ).(#»').(*/»>« 
+  (*«'JM»«'1    -  t(«0.(»0-<«''>  -  |«c 'M»*')  •(«/")  +!»«')•  {»«'».(«/'» 
4.  <«»'<). !»•').(»*'>  -(*V).  t««t.(*Ô  --(«*•  M**'**»/*» 
—  (»c').  (6  *').(*•')       <»«•).(»€•).  («*'J  +(»*').  C«rf').C»/*  I 

+  <«'J*.««'>  -  (««'!.(«••) 

4.  (6e  J.feJ  ).  (fi') 

Si  on  multiplie  cette  dernière  équation  par  f  c* f) ,  &  qu'enfuit© 
on  y  fubftitue  au  lieu  de  (a  c'J.(ce')1  fa  valeur 

(bc'J.(cd>J.(ce')  +  (bc'J\(cf') 

fournie  par  l'équation  de  condition ,  on  verra  facilement  qu*a!orf 
l'équation  a  pour  fadeur  (b  d).  Ce  fadeur  eft  le  frmptôme  auquel 
on  reconnoîtra  fi  l'équation  finale,  déjà  réduaible  au  trouième 
degré  ,  eft  fufceptible  d'être  abauTée  au  fécond. 
Ceft-à-dire  ,  que  fi  les  deux  équations 

(bc>).(cd').(te>)  -  (ac').(ce')*+(*c')*.(cf)  =  °t 

&   (te*)  =  0  , 

ont  lieu  à  la  fois  5  ou  ,  ce  qui  revient  au  même ,  fi  les  deux 
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(ae). (ce y  «o, 

&  (bc'J   =x  O, 

ont  lieu  à  la  fois  ;  l'équation  finale  fera  réductible  au  fécond 
degré. 

Or  l'équation  (ac'  )  .  (c  e' )*  =  o,  donne  ces  deux  cas, 
(cé)  =  o,  &  (ad)  =  o. 

Dans  le  premier  cas ,  il  eft  évident  que  fi  l'on  a  tout  à  la 
fois  (ce1)  =  o,  &  (b  dj  =  o  ,  l'équation  finale  fera  en  effet 
du  fécond  degré.  Car  fi  après  avoir  multiplié  par  d  la  première 
des  deux  équations  données ,  on  en  retranche  la  féconde  multi- 
pliée par  c ,  on  aura  (ad  )xx  —  (c  d'Jx  —  (c  f'J  ==  o. 

Dans  le  fécond  cas ,  fi  l'on  a  tout  à  la  fois  (a  c'J  »  o,  flc 
(bc'J  =  o,la  même  opération  donneroit 

(c  d'J  x  ~+-  (c  c' Jy  -4-  (cf'J  —  o 

or  il  eft  évident  que  cet  ce  équation  combinée  avec  une  des 
deux  propofées,  ne  peut  encore  donner  qu'une  équation  du 
fécond  degré. 

(291.)  Nous  fommes  entrés ,  comme  on  le  voit  ,  'dans  un 
aflez  grand  détail  fur  les  deux  équations  qui  ont  fait  la  matière 
du  dernier  exemple  ;  mais  ce  détail  nous  paroi*  juftifié  far  les 
conféquences  qu  il  fournit  ;  nous  biffons  au  Lecteur  à  en  faire 
l'application  à  1  équation  en_y  ;  il  eft  facile  de  voir  que  les  confé- 
quences feront  analogues  ,  à  la  vérité  ,  mais  non  pas  les  mêmes* 

Par  exemple,  l'équation 

(bdj.(cd'j.(cdj  —  (ad).(çeï-\-(bc')*  .(cfj=  o 

qui  doit  avoir  lieu  pour  que  l'équation  en  xê  f  uifle  être  abaifTée 
au  troifième  degré,  devient 

-(aVJ.(ac').(ai')      (a  c'J  .  (*d'J%     (aV)\(af'J  —  o 

par  le  changement  de  a  en  c,  de  a'  en  d ,  de  d  en  e9  ^t/cn<' 
changement  néceiTaire  pour  appliquer  à  l'équation  en  y ,  ce 
que  nous  avons  dit  de  l'équation  en  x.  On  voit  donc  que 
l'abauTement  d'une  des  deux  équations ,  n'entraîne  pas  néceffaire- 
ment  l'abauTement  tte  l'autre. 

Hh  ij 
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(192.)  Prenons  maintenant,  pour  exemple,  les  trois  équa- 
tions luivantes 

a  xx  -f-  bxy  •+■  cxi     dyx  rfc  or  "fc  A*  =  0  t 

+  +  +  *l 

."+"  I 

g>x    -f-  A>    -+-  =  «  i 

+  !• 

A"y   4-  =  o  ; 

-f-  /" 

La  forme  des  polynômes  -  multiplicateurs  de  la  première  , 
féconde,  ôc  troifième  équations,  eft 

f**j>0T+*>  (*>y>\)T+*>  (*>y,i)T+>; 

&  comme  l'équation  finale  ne  doit  pas  (  47  )  pafler  le  (ècon d 
degré ,  on  peut,  pour  plus  de  ftmplicité ,  fuppofer  I+2=o. 

On  multiplier»  donc  la  première  équation  par  L  , 

la  féconde  par  C'x  -f-  fTy  ■+■  A"  \      V  , 

h  rcoifième  par  . .  ...  G"x  -+-  H"y  -+-  A'Mt  -h  A'V 

Ajoutant  les  trois  produits ,  on  aura  pour  équation-fomme  , 
Féquation  fuivante 

Lax'+Ltxy  +  Le      +  Ldy»  +  L  e  y  x  +  Lfi*  =o, 
+  C>'  -t-C'A'    -+-CA'   -J-/TA'  -♦- //'A'  -<-A"*' 
t:CY  +C''A"  +  C"A  *  +  -H  A'"*-" 

+  H- A"  A' 

+  H"g"  +  A"'g»  +  K»h" 

*-Lgx  +  Lhy  +Lkx 
+  Cl'  4-  HT    -+-  A''/' 
C"l"+H»l»  +IC"l" 
+  L'g'  +  L'h'  +L'k' 
+  L"g"+L"A»  •+-  A'**1 

+  ^ 
-♦-  A"/" 

Préfentement,  le  nombre  des  co«fficiens  inutiles  à  l'élîmirtttioH 
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e'eft-à-dire  , 

*  * 

Il  y  a  donc  un  des  cocfficiens  dont  nous  pouvons  difpofer  arbi- 
trairement i  mais  pour  conferver  lafymmétrie,  au  lieu  d'en  fup- 
pofer  un  =  o ,  je  forme  une  équation  arbitraire  qui  ait  un  égal 
rapport  avec  les  deux  équations  fymmétriques  ;  je  fuppofe  ,  par 
exemple,  K'h'  -f-  K" h"  —  a. 

Alors  ,  avec  cette  équation  ,  &  celles  que  fburniflent  les 
termes  T£>y{yy*  iX\t  xy ,  en  procédera  au  calcul  le 

G' G" H' H" K' K" LL'L",  en  commençant  pour  plus  de  fa- 
cilité ,  par  K' K"  ,  puis  K' K"  L  ,  &  confécutivement 
K' K" LHH',  K' K" LHH' GG'  &  K'  K"  L  H  H'  GG'V  L", 

On  trouvera,  dès  la  quatrième  ligne ,  que  (k' h" )  eft  fadeur 
commun;  &  on  pourra,  pour  fimplifier,  le  fupprimer. 

A  la  dernière  ligne  ,  on  trouvera  de  nouveau  pour  fadeur 
(k'h")\\z  fupprimant  aufli,  pdur  fimplifier,  on  aura  en  né- 
gligeant dans  le  calcul  de  cette  ligne  les  coërficiens  H,  H';  KyK'9 
qui  n'entrent  point  dans  l'équation  finale ,  la  quantité  fuivante 

i/(hT' )  —  A  (k' h" )]&'L"  —  [e(h'l")—d(k<r)+  k(k'A")}k'L»  H-  (k'k")*I> 
•+■  [  c  (k'h")     f(h'j')  ]  A'  C"  -  [  t  (h'g><)-  d(k'g!')  -  b  (k'h")  JA'  G" , 

d'où  l'on  tire 

X"  rs  [/(A'/';  —  A(A'A"J]A'  —  [e(h'l")  —  J(k'l")  +  k(k'h")]k' 
C"  m  [  c  (k'  h")  4-  /(  Vf)  }h'  -  C<  (&'g")  -  d(k'tf)  —  h(k'A")\  A*  • 
L  m  (VA"  )* 

&  par  conféquent 
V  m  -  l/(A'  l")  —  A  (k'  A")  ]  h"     r  e(AT')  -  é(k't)  +  k(fA')']  A" 
C  =-  te(k'A<)  +f(A'g>')]A»  +  t*(A'g")  -4(k>{f)  -  >(k'A»)lk», 

&  fubftituant  dans  les  termes  reftans  de  l'équadon-lomme ,  on  aura 
^facilement  l'équation  finale. 
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(293.)  On  peut,  fans  doute,  arriver  à  cette  équation  finale 

f>ar  une  voie  incomparablement  plus  courte  ,  en  déterminant ,  à 
'aide  des  deux  dernières  équations ,  les  valeurs  de  y  &.  \  en  *  % 
&  les  fubftituant  dans  la  première. 

Mais  il  ne  s'agit  pas  encore  des  moyens  d'arriver  le  plus 
promptement  qu'if  eft  poffible ,  à  l'équation  finale  :  notre  objet 

Srincipal  eft  d'expofer  la  méthode  qui  conduit  à  ne  rien  omettre 
e  ce  qui  peut  appartenir  aux  équations  propofées.  Or,  en  fuivant 
le  procédé  le  plus  court ,  on  ne  trouveroit  pas  dans  l'équation 
finale  ,  le  facteur  (k' h")  que  nous  venons  de  rencontrer  deux 
fois  dans  le  calcul  des  coëfficicnB,  6c  qui  par  conféquent  donne 
(k'h")*  pour  fa&eur  de  l'équation  finale: il  s'agic actuellement 
d'examiner  ce  qu'il  lignifie. 

.  Si  on  fuppofè  (k'h")  «  o  ,  alors  l'équation  finale  neft  que 
du  premier  degré  ;  Ôc  en  effet ,  fi  on  multiplie  la  féconde  équa- 
tion par  h"  y  ôc  qu'on  en  retranche  la  troifième  multipliée 
par  A',  on  aura  (g  h  u)x  —  (VF)  =  o  ,  qui  ne  peut  en  effet 
donner  qu'une  feule  valeur  pour  x. 

Quant  à  ce  qu'on  trouve  (k*  h")  deux  fois  faveur  ,  voici 
d'où  cela  vient. 

Si  au  lieu  de  fuppofer  arbitrairement ,  comme  nous  l'avons 
fait,  K'h'  -f-  K"h'}  =  o,  nous  euffions  fuppofé  —  °> 
nous  aurions  trouvé  à  l'équation  finale ,  pour  fadeur  (k'  h"  )k' 
qui  fe  décompofe  en  (k'h")  ÔcA",  dont  le  premier  a  la  figni- 
fication  que  nous  venons  de  voir  ,  ôc  dont  le  fécond  a  la 
figmfication  que  nous  avons  expliquée  (  «79  Ôt  287  ).  Mais  en 
formant  l'équation  arbitraire  K'  h'  K" h"  =  o  ,  nous  em- 
ployons un  coefficient  de  plus  que  nous  n'y  fommes  obligés  ; 
nous  avons  néceflairement  un  facteur  plus  fort  d'une  dimenfion  ; 
c'eff  le  iàâeur  (k'h") ,  mais  qui ,  comme  nous  l'avons  dit  (287), 
renferme  avec  plus  d'étendue,  tout  ce  qu'auroit  dit  lefàgeur 
(k'h")k".  En effet  le  faaeur  (k'h").  (k'h")  eft  l'aflem- 
blage  de  (k'h")  .  k'h"  ôc  de  —  (k'  h")  .k"h'\  or  ceux-ci  indi- 
gent pour  A'*=o,  A,=*o,*/,cî!,o,ft"«-o,desfokKionsde 
la  nature  de  celles  que  nous  avons  décrites  (  279  ôc  287).  Il  les 
préfente  d'une  manière  plus  étendue  que  le  faveur  (k'h")kf\ 
Mais  comme  on  a  le  faveur  (k'  kH)k"  en  fuppofant  K*  —  05 
on  auroit  le  fàaeur  (k'h")k',  en  fuppoftnt  A*     o  5  on  fturok 
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le  fadeur  (k  'h")  h",  en  fuppofànt  H'  =  o }  &  ainfi  de  fuite. 

Tout  cela  confirme  donc  parfaitement  ce  que  nous  avons  dit 
jufqu'ici  de  la  nature  des  facteurs  de  l'équation  finale. 

Remarques  générales  fur  les  Symptômes  auxquels  on  peut 
reconnaître  la  pojjibilité  de  Vabaiffement  de  L'équation 
finale ,  SC  fur  la  manière  de  déterminer  ces  Symptômes. 

(  2  p4«  )  Il  réfulte  de  ce  que  nous  avons  dit  jufqu*ici ,  que  les 
fymptomes  auxquels  on  peut  reconnoître  la  poflfibilité  de  l'a- 
baiflement  de  l'équation  finale  ,  font  de  deux  fortes  :  l'une  qui 
a  lieu,  lorfque  l'équation  finale  a  un  fadeur  commun  à  tous  fes 
termes  ;  &  1  autre  qui  a  lieu ,  lorfque  dans  l'équation  finale  dé- 
gagée de  ce  fadeur  commun  ,  le  coefficient  total  de  la  plusr 
haute  pu  iflance  de  l'inconnue  peut  devenir  zéro  ,  par  des  relations 
particulières  entre  les  coëfficiens  des  équations  finales. 

(  2  9  5  •  )  N  paroîtroit  donc  que  pour  connoître  les  conditions 
de  la  poffibilité  de  l'abaiffement  de  1  équation  finale ,  en  vertu  de 
l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  caufes ,  il  fàudroit  procéder  au 
Calcul  de  l'équation  finale  générale  ;  &  que  ce  ne  pourroit  être 
que  par  rinfpedion  de  cette  équation  qu'on  pourroit  juger  ,  tant 
par  le  fadeur  commun  à  tous  fes  termes,  que  par  les  cofeffi- 
ciens  de  la  plus  haute  pui/Tance  de  l'inconnue  ,  fie  des  puifTances 
immédiatement  inférieures  ,  fi  l'abaiiTement  eft  poffible. 

(  2^6')  Mais  pour  connoître  les  fymptomes  de  la  première 
efpèce,il  n'eft  pas  néceflaire  de  déterminer  l'équation  finale  gé- 
nérale :  c*eft-à-dire ,  qu'on  peut  déterminer  le  fadeur  commun  à 
tous  fes  termes ,  fans  connoître  cette  équation  même.  Quant 
aux  fymptomes  de  la  féconde  efpèce ,  nous  en  parlerons  après 
aVoîrenfeigné  la  manière  générale  de  déterrniner  le  fadeur  dont 
ÎL  s'agit. 

t2  97.)  Suppofons  donc  que  les  équations  propofées  foient 
repreientees  par  les  équations  fiiivantes 

fu ,  *  *  n)'  —  ù  m 
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Les  polynômes -multiplicateurs  néceflaires  pour  arriver  a 
l'équation  finale  feront 

(u.  ..n)T+t+i»+i*. 

(n.  ..n)T+*+  •+<"■ 

&c. 

Concevant  qu'on  ait  réduit  ces  polynômes  au  plus  petit  nombre 
de  termes  poflible  ,  par  les  moyens  que  nous  donnerons  dans 
peu  ;  il  ne  refteroir  autre  chofe  à  faire  pour  arriver  à  l'équation 
finale,  que  déformer  l'équation-fomme,  comme  nous  l'avons  fait 
dans  les  exemples  précédens ,  &  de  calculer  les  çocfficiens  indéi 
terminés. 

Or  fi  l'équation  finale  eft  fufceptible  d* abaiflèment ,  cela  peut 
arriver  de  deux  manières  ;  ou  parce  que  tous  les  çocfficiens  indé- 
terminés qui  entreront  dans  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation- 
fomme  feront  chacun  =  ou  parce  que  les  relations  des  coë£ 
ficiens  déterminés  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de 
chacune  des  équations  propofées ,  feront  telles  qu'en  égalant  à 
zéro  chacun  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation- 
fomme  ,  à  l'exception  de  celui  qui  doit  compofer  la  plus  haute 
puiflance  de  l'éguation  finale ,  U  en  réfultera  nécefiairement  l'a- 
néantiffement  de  cette  plus  haute  puifiançe. 

Dans  le  premier  cas,  il  eft  évident ,  que  par  la  fuppofition  mêmej 
la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  eft  réduite  à 

&c. 

(  a  9  8-  )  Donc  réciproquement  fi  on  veut  fa  voir  à  quelle 
condition  l'équation  finale  peut  être  abahTée  d'un  degré  ,  on 
formera  l'équation-fomme  en  n'employant  pour  polynômes- 
multiplicateurs,  que  les  polynômes 

(u  ...tt)^-<-',+''+*c•-,•  ' 

(ru..\n)T  +  t+t+'tc>~"' 
&c.  '    '  l»  Alors  i 
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Alors  *  comme  on  aura  un  coefficient  indéterminé  de  moins 
qu'il  n'cft  néceflaire  pour  faire  difparoître  tous  les  termes  qu'on  a 
à  faire  difparoître  ,  on  fera  conduit  à  une  équation  de  condition 
qui  fera  le  fymptôme  demandé  ,  fi  elle  n'a  qu'un  feul  faâeur  ;  & 
qui ,  fi  elle  a  plufieurs  faôeurs ,  indiquera  différens  cas  où  l'a- 
baiflement  peut  avoir  lieu  ;  ou  bien  fera  telle  que  quelques-uns  de 
ces  fa&eurs  indiqueront  les  cas  d'abaiflement ,  tandis  que  d'autres 
indiqueront  des  (blutions  particulières  ,  telles  que  celles  dont 
nous  avons  parié  (279  &  287).  Mais  cette  équation  de  condi- 
tion renfermera  toujours  le  faÛeur ,  ou  les  facteurs ,  qui  font  le 
fymptôme  de  l'abaiflement. 

(299.)  Quant  à  ce  que  nous  difons  que  dans  l'équation* 
fomme  formée  par  les  polynômes  -  multiplicateurs 

(u  .  .  .  n)T  +  •"  +  •'+  &c. 

îl  n'y  aura  qu'un  coefficient  indéterminé  de  moins  qu'il  n'eft 
néceflaire  pour  faire  difparoître  tous  les  termes  qu'on  a  à  faire  dit 
paroître  :  voici  eomment  on  peut  s'en  convaincre. 

Ne  fuppofons  pour  plus  de  fimplicité ,  que  trois  inconnues  :  le 
nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation- 
fomme,  feroit  N( u  .  .  ,  2jT+  * +t' +  *'  s'il  s'agUToit  de  l'é- 
quation finale  générale. 

Le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  du  premier 
polynôme- multiplicateur  ,  diminué  du  nombre  des  coëfficiens 
mutiles  à  l'élimination ,  feroit 

N(u...x)  —N(u.,.x)  —  N(u...  x)  +N(u...%)  • 

Le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  du  fécond 
polynôme-multiplicateur  ,  diminué  du  nombre  des  coëfficiens 
inutiles  à  l'élimination,  feroit 

Le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  du  troifième 
polynôme-multiplicateur ,  feroit  N  (u  . ..  2)T+'  +  t'. 

Cela  pofé  ,  je  dis  qu'on  a  l'équation  fuivante 

*ir        T-M+»«t-i"  T+S+t"  T  +  t*  T+* 

(A)».„N(u...x)  =N(u...x)  —  N(u...x)        —  N(u...x) 

Ii 
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c'eft-à-dire ,  que  le  nombre  total  des  termes  de  la  plus  haute 
dimenfion  de  l'équation-fomme  générale,  eft  précifément  égal  au 
nombre  de  coëfficiens  utiles  fourni  par  chacune  des  plus  hautes 
dimenfions  des  trois  polynômes-multiplicateurs. 

En  effet,  l'équation  (A)  peut  être  écrite  ainfi 

N(u..t)  —JV(u...x)  — N(u~.x)  -\-N(u„,%)  i  ^ 

c'eft  -  à  -  dire  , 

d  d  N  ( u. .  .%)  ...  ^  ,f  t«  J 

—  ddAf(u...x)  ••'V      t.t"     )  —  °» 

ou  i*N(u...%)  ...  (     tit  tt,       )  =°i 

or  (  sa)  »»(....t)T+t+'  +t...  (rt?:r')  eftenefFet=o; 

Donc  puifque  les  plus  hautes  dimenfions  des  trois  polynômes- 
multiplicateurs  ne  fourniflent  qu'autant  de  coëfficiens  utiles  qu'il 
y  a  de  termes  dans  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme  , 
ils  ne  donnent  qu'un  coefficient  de  plus  qu'il  n'y  a  de  ter- 
mes à  faire  difparoître  dans  cette  dimenfion  pour  le  calcul 
général  de  l'équation  finale;  donc  lorfqu'on  fuppofe  tous  ces 
coëfficiens  égaux  à  zéro ,  il  n'y  a,ira  dans  l'équation-fomme  ref- 
tante,  qu'un  coëfficient  de  moins  qu'il  n'eft  néceffaire. 

(3  00.  )  Ainfi  pour  trouver  l'équation  de  condition  qui 
donne  lieu  à  l'abaiflement  de  l'équation  finale  ,  &  qui  correfpond 
au  facteur  commun  à  tous  les  termes  de  l'équation  ,  il  ne  s'agit 
donc  que  de  multiplier  chacune  des  équations-propofées  ,  par  un 
polynôme  d'une  dimenfion  moindre  d'une  unité  que  celle  qui 
conviendroit  à  l'équation  finale  générale.  Alors  égalant  à  zéro 
chacun  des  termes  de  l'équation-fomme ,  autres  que  ceux  qui  ne 
renferment  que  l'inconnue  de  l'équation  finale  ,  on  fera  conduit 
à  l'équation  de  condition  qui  donne  les  f/mptômes  d'abaiflement 
de  la  première  efpèce.  Et  la  quantité  qui  compofe  cette  équation 
de  condition  ,  fera  en  même  temps  le  faûeur  commun  à  tous  les 
termes  de  l'équation  finale  générale. 
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(  3  O  I .  )  En  forte  que  ,  fi  lorfque  les  coëfficiens  des  équations 
propofées  font  numériques ,  on  procédoit  au  calcul  de  l'équation 
finale,  on  trouveroit  que  dans  la  dernière  des  lignes  qui  (  ip8) 
■  (èrvent  au  calcul  des  coëfficiens  indéterminés  ,  tous  les  termes 
deviendroient  zéro ,  dans  le  cas  de  la  poflibilité  de  l'abaiflement. 
Donc  réciproquement ,  fi  dans  le  calcul  des  lignes  ,  la  dernière 
devient  zéro ,  c'eft  une  preuve  que  l'équation  peut  être  abaiflée 
d'un  degré ,  &  qu'on  doit ,  pour  avoir  l'équation  finale ,  employer 
des  polynômes  dont  la  dimenfion  (bit  moindre  d'une  unité  ,  que 
dans  le  cas  où  l'équation  finale  n'eft  pas  fufceptible  d'abaiffement. 

En  effet,  puifque  la  dernière  ligne  devient  zéro  ,  c'eft  une 
preuve  (  20  ç  )  que  parmi  toutes  les  équations  employées  au  calcul 
des  lignes ,  il  y  en  a  une  qui  n'exprime  rien  qui  ne  foit  compris 
dans  toutes  les  autres  ;  donc  parmi  les  coëfficiens  indéterminés  , 
il  y  en  a  un  d'arbitraire.  Or  fi,  comme  on  en  eft  le  maître,  on 
le  prend  dans  la  plus  haute  dimenfion  ,  &  fi  on  le  fuppofe  =  o  ; 
alors  n'ayant  plus  dans  cette  plus  haute  dimenfion  qu  autant  de 
coëfficiens  utiles  ,  qu'on  a  de  termes  à  faire  difparoître  ;  &  les 
équations  pour  l'anéantifTement  de  ces  termes  ,  étant  toutes  fans 
aucun  terme  abfolument  connu  ,  chacun  des  coëfficiens  de  chaque 
plus  haute  dimenfion  ,  fera  néceffairement  =  o  (  206  ).  Donc 
en  effet,  pour  arriver  à  l'équation  finale  ,  il  fuffira  d'employer 
des  polynômes-multiplicateurs  d'une  dimenfion  moindre  d'une 
unité  ,  que  celle  qu'ils  auroient  pour  pouvoir  donner  l'équation 
finale  générale. 

Si  le  degré  de  l'équation  finale  eft  fufceptible  d'être  abaiflb* 
de  deux  unités  ;  un  raifonnement  femblable  fait  voir  qu'on 
parviendra  à  cette  équation  finale  t  en  employant  des  polynômes- 
multiplicateurs  d'une  dimenfion  moindre  cle  deux  unités  que  celle 
qui  leur  conviendrait  ,  pour  pouvoir  donner  l'équation  finale 

fénérale  :  6c  ainfi  de  fuite.  Et  réciproquement ,  en  employant 
es  polynômes  -  multiplicateurs  d'une  dimenfion  moindre  de  aeux 
unités ,  ôc  procédant  au  calcul  des  lignes  ,  on  aura  les  deux 
équations  de  condition  néceffaires  pour  que  l'équation  finale 
puiffe  être  d'un  degré  moindre  de  deux  unités  ,  que  l'équation 
finale  générale. 

Sur  quoi  il  faut  obferver  que  l'une  de  ces  équations  de  condi-» 
tion  qui  fembleroit  peut-être  d'abord  devoir  être  précisaient  la» 
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même  que  dans  le  cas  de  l'abauTement  d'un  degré  feulement  ,  ne 
fera  cependant  pas  la  même  en  apparence ,  mais  feulement  quant 
au  fonds.  Elle  fera  cette  équation  combinée  avec  la  féconde  , 
laquelle  fera  le  fadeur  commun  à  tous  les  termes  de  l'équation 
/inale  abaiflee  d'un  degré  feulement,  &  le  fymptôme  de  la  polfi- 
kilité  de  fon  abaiflement  ultérieur  :  c'eft  ce  dont  nous  avons  vu 
un  exemple  (290). 

(  3  O  2.  )  Puifque  les  polynômes-multiplicateurs  font  d'autant 
plus  fimples  que  l'équation  finale  eft  plus  fufceptible  d'abaiflèmenr, 
il  s'enfuit  que  le  calcul  des  équations  de  condition  nécefiaires 
pour  la  poflïbilité  de  cet  abaiffemenr,  fera  d'autant  plus  facile  , 
qa 'il  y  aura  lieu  à  un  plus  grand  abaiflement. 

(  3  O  3  ).  H  n'en  eft  pas  de  même  des  fymptÔmes  d'abaiflement 
de  la  féconde  efpèce.  A  l'exception  du  fymptôme  de  l'abaifîemenc 
d'ûn  degré  feulement ,  dans  l'équation  finale ,  il  y  aura  toujours 
pour  déterminer  les  fymptômes  d'abaiflement  ultérieur  ,  fi  non 
autant  de  calcul  à  faire  que  pour  avoir  l'équation  finale,  du  moins 
un  calcul  dépendant  prelque  de  tous  les  coefficient  indéterminés. 

Voyons  d'abord  ce  qui  regarde  le  fymptôme  d  abaiflement  d'un; 
degré  feulement. 

Puifque  ,  félon  que  nous  venons  de"  le  voir  (  299  ) ,  le  nombre 
des  coëfficiene  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  des  polynômes- 
multiplicateurs  ,  eft  précifément  égal  au  nombre  des  termes  de  la 
plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  il  s'enfuit  que  fi  pour 
connoîtrele  cas  de  l'abaiflement  d'un  degré  dans  l'équation  finale, 
nous  égalons  à  zéro  chacun  des  termes  de  la  plus  haute  dimen- 
fion de  l'équation  -  fbmme  ,  nous  ferons  conduits  (  2066c  21  5  )  à 
trouver  chaque  coefficient  =  o ,  ou  à  une  équation  de  condition 
entre  les  coëfficiens  de  Chaque  plus  haute  dimenfion  des  équa- 
tions propofées.  Le  premier  cas  étant  celui  que  nous  avons  exa- 
miné, il  ne  peut  donc  être  queftion  que  du  fécond  ;  on  multipliera 
donc  la  plus  haute  dimenfion  feulement  de  chaque  équation  ,  par 
la  plus  haute  dimenfion  feulement  de  fon  polynôme-multiplica- 
teur, tk  ayant  ajouté  tous  les  produits;  dans  la  fbmme,  qui  fera 
la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fbmme  ,  on  égalera  à  zéro 
chaque  terme  affe&é  d'une  ou  de  plufieurs  des  inconnues  ;  &  pro- 
cédant au  calcul  des  lignes ,  la  dernière  ligne  fera  l'équation  de 
condition  demandée» 
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On  multipliera  dune   part  ax%       bxy  +  cy%  par 
sfxx  -4-Bxy  -¥•  Cy*9  &  de  l'autre  part  d'à»*  -4-  Vxy  H" 
par  A'x%       B'xy  •+•  C'y  *;  la  fomme  des  produits  fera 

Aax*  ■+■  A  bx*y  +  Ac&y*-*-  Bcxy*  +  C  c  y* 
+  A'a'     +  A'b'     +  AU'       +  B'c'     ^  Ce' 
+  C  b 

H-  jB'a'       +  C'b{ 
•4-  C  a 
-f-  C'a* 

fin  fant  attenâon  qu'il  y  a  un  coefficient  inutile ,  &  le  déterminant, 
(Comme  on  a  fait ( a8c ) ,  on  aura  C=*o,  &  C  •=  o. 

.On  aura  donc  à  calculer  les  équations  fuivantes 


On  aura  donc  comme  il  fuit. 

Première  ligne  a  A»  B B* 

Seconde  ligne  (ab')B  B'  —  aA'aB' 

Troifième  ligne. . .  .  (ab')bB'—  (ac')aB'  -h  a  A  '  (a  V) 
Quatrième  ligne.  . .  .  (ab').( bc')  —  (ac')%. 


En  effet,  fi  Ton  compare  avec  l'équation  finale  trouvée  (28c), 
On  verra  que  (a  V)  .(b  S)  —  (ad)%  eft  le  coefficient  de  x* 
flans  l'équation. finale,  laquelle  fera  donc  réduite  au  troifième 


Par  exemple ,  fi  on  a  les  deux  équations 


ax%+  bxy  -*-  ty%  =  0  1 
+  àx  •+■  ty 


■+-  b'xy  4-        =  01 
-f-  d'x  4-  t'y 


A  a  ■+■  A' a'  a=  «  , 

A  b  -t-  A'br  +  Ba  -f-  B'a'  =  o , 

-ff  c  -f.  .ff'*'  =0. 
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degré,  fi  l'on  a  fab'J .  (bc1)  —  (ac'J*  =  o.  On  trouvera 
de  même ,  pour  un  nombre  quelconque  d'équations ,  l'équation 
de  condition  néceflaire  pour  que  l'équation  finale  perde  fort 
premier  terme  feulement  ,  ôc  fe  réduife  par  conféquent  à  un 
degré  moindre  d'une  unité. 

(  3° 4-  )  Quant  aux  équations  de  condition  néceffaires  pour 
l'évanouiflement  des  termes  qui  fuivent  immédiatement  le  premier, 
il  ne  paroît  pas  qu'il  y  ait  de  voie  plus  courte  pour  les  obtenir  , 
que  de  procéder  abfolument  au  calcul  de  l'équation  finale,  comme 
nous  l'avons  fait  (  28  j  ).  On  obfervera  feulement  que  ,  félon  le 
terme  pour  lequel  on  veut  avoir  cette  équation  de  condition  ,  on 
n'aura  a  calculer  qu'un  certain  nombre  de  coërficiens ,  6c  que  par 
conféquent  on  pourra  Amplifier  le  calcul,  d'après  ce  qui  a  été 
dit  (201). 

Par  exemple  ,  fi  je  vouloîs  avoir  l'équation  de  condition  né- 
ceflaire pour  que  le  fécond  terme  de  l'équation  finale  trouvée 
(  28  j  )  difparoifle  ,  fans  connoître  d'ailleurs  cette  équation  finale  , 
je  remarquerois  que  le  terme  x$  dans  l'équation-fomme  ,  eft 
(Ad  -+-  A' d'  «+■  D  a  •+•  D' d  )  jc'  j  enforte  que  je  n'ai  befoin 
de  calculer  que  A  %A' ,  D ,  D' ,  c*eft-à-dire  feulement  A'  &  Z)7 j 
calcul  que  je  fimplifierois  ,  en  ayant  égard  à  ce  qui  a  été  dit  (201). 

(305O  Mais  fi  les  équations  de  condition  qui  font  perdre  à 
l'équation  finale  fes  termes  les  plus  élevés  ,  ne  peuvent  être  dé- 
terminées que  par  un  calcul  dont  le  travail  eft  peu  différent  de 
celui  de  l'équation  finale  ,  il  s'en  faut  bien  que  ces  équations  de 
condition  foient  aufli  importantes  à  connoître  que  celles  qui 
déterminent  les  fymptômes  d'abahTement  de  la  première  efpèce. 

En  effet ,  dans  le  cas  où  l'équation  eft  fufceptible  d'abaiflement 
par  l'anéantiflement  des  coëfficiens  des  termes  fiipérieurs  de  l'é- 
quation finale  générale ,  on  n'a  point  à  craindre  que  l'équàtion 
finale  calculée  fans  cette  connoiffance  ,  fe  trouve  plus  élevée 
qu'il  ne  convient.  Le  calcul  la  donnera  immédiatement  toute 
mutilée  des  termes  qu'elle  doit  perdre. 

Mais  dans  le  cas  où  l'équation  finale  eft  fufceptible  d'abaifTe- 
ment ,  parce  que  le  fadeur  commun  à  tous  fes  termes  eft  zéro  ; 
l'équation  finale  dégagée  de  ce  fàâeur  ,  ayant  tous  les  termes 
dont  l'équation  finale  générale  eft  fufceptible  ,  ne  fait  rien 
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connoître  de  la  poffibilité  de  cet  abaifTement  :  en  forte  qu'en 
employant  une  méthode  qui  éviteroit  ce  fadeur  ,  on  feroit  in- 
duit en  erreur  fur  le  véritable  nombre  des  racines  utiles  à  la 
queftion.  Ce  facteur  eft  donc  important  à  connoître  :  ou  du 
moins  la  méthode  qui  fait  pafTer  néceflairement  par  ce  facteur  , 
eft  donc  feule  généralement  sûre. 

A  parler  exactement ,  on  n'a  pas  befoin  de  favoir  antérieure- 
ment, fi  ce  fadeur  eft  zéro  ou  non ,  parce  que  la  fuite  du  calcul 
le  fera  connoître,  ainfi  que  nous  l'avons  obfervé  (301).  Mais 
comme  les  polynômes-multiplicateurs  doivent  être  plus  (impies 
dans  ce  cas,  que  pour  l'équation  finale  générale  ;  il  eft  utile  d'avoir 
des  moyens  de  s'en  aÊûrer  avant  que  de  procéder  au  calcul 
de  l'équation  finale. 

Au  contraire ,  lorfque  l'abaiflement  ne  doit  avoir  lieu  que  par 
la  deftru£tion  des  coëfficiens  des  termes  les  plus  élevés  de  l'équa- 
tion finale,  les  polynômes-multiplicateurs  ne  reftent  pas  moins 
du  même  degré  que  pour  l'équation  finale  générale ,  en  forte 
qu'on  ne  gagne  rien ,  pour  le  calcul ,  à  en  être  inftruit  d'avance. 

Moyen  de  diminuer  confidérablement  le  nombre  des  coëf- 
ficiens employés  à  l'élimination.  Simplifications  qui  en 
réfultent  dans  la  forme  des  Polynomes-multipUcateurs. 

(  J06.)  Nous  avons  enfèigné  précédemment  à  déterminer  le 
nombre  des  coëfficiens  inutiles  à  l'élimination  ,  &  nous  avons 
donné  aux  autres  le  nom  de  Coëfficiens  utiles  ,  parce  que  ce 
•n'eft  qu'en  employant  ces  coëfficiens  utiles  qu'on  peut  être  afsûré 
d'arriver  à  la  connoifTance  de  tout  ce  qui  peut  appartenir  aux 
équations  propofées  ,  foit  en  les  confidérant  de  la  manière  la  plus 
générale  ,  foit  en  les  confidérant  par  rapport  aux  relations  parti- 
culières qui  peuvent  avoir  lieu  entre  leurs  coëfficiens  déterminés. 

^  Mais  les  exemples  précédens  font  afTez  connoître  que  les  coëf- 
ficiens que  nous  appelions  utiles  ,  ne  font  pas  toujours  indifpen- 
iàbles  pour  avoir  fur  les  équations  propofées ,  toutes  les  connoiP- 
lànces  qui  peuvent  importer.  En  effet  ,  plus  on  admettra  de 
coëfficiens  indéterminés ,  ôc  plus  l'équation  finale  acquerera  de 
facteurs  de  la  nature  de  ceux  que  nous  avons  obfervés  jufqu'ici» 
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Or  comme  les  fadeurs  nouveaux  ,  introduits  par  l'auementatiorl 
du  nombre  des  coëfficiens  indéterminés  ,  ne  font  que  la  réplique 
de  ce  que  fignifient  ceux  qu'on  obtiendroit  avec  le  plus  petit 
nombre  de  coëfficiens  poflibîe ,  ou  n'expriment  que  des  fblutions 
de  la  nature  de  celles  que  nous  avons  décrites  (279  ôc  287),  & 
par  conféquent ,  n'expriment ,  alors ,  rien  qu'on  ne  fâche  d'avance  ; 
c'eft  donc  perfectionner  la  méthode,  que  de  faire  connoître  le 
moyen  de  donner  l'exclufion ,  lorfque  cela  eft  poflibîe  ,  aux  coëf- 
ficiens qui  peuvent  introduire  de  pareils  fadeurs  :  or  cela  l'eft 
dans  un  très-grand  nombre  de  cas ,  quoique  cela  ne  le  foit  pas 
toujours ,  ainfi  que  nous  en  avons  vu  un  exemple  (  292  ). 

(  307.)  Pour  bien  faire  entendre  ce  dont  il  s'agit ,  prenons 
d'abord  un  exemple. 

Suppofons  qu'il  foit  queftion  de  trouver  l'équation  finale  en  x, 
réfultante  de  trois  équations  de  cette  forme  (x ,  y,  \)%  =  o. 

On  peut  (224)  prendre  pour  polynôme -multiplicateur  de 
chacune,  un  polynôme  de  cette  forme  ( x ,y ,  \  )  r"*"  4.  Mais 
comme  (  47  )  le  degré  de  l'équation  finale  ne  doit  pas  pafTer 
le  huitième ,  on  voit  qu'on  ne  peut  pas  généralement  fuppofer  T 
plus  petit  que  2  ;  enforte  que  le  polynôme  du  degré  le  moins 
élevé  qu'il  foit  permis  d'employer  eft  (x,  y ,  \)6. 

Mais  qu'arriveroit-il  fi  ,  fans  donner  à  l'équation,  un  degré 
plus  élevé  que  8  ,  on  admettoit   en  général  le  polynôme 

(x  *  y  >  \)  T  "**  4  ?  Le  vo*ci« 

Tous  les  coëfficiens  des  aUmenfions  fupérieures  à  6 ,  dans 
chaque  polynôme-multiplicateur  ,  feraient  chacun  =0,  ou  du 
moins  on  pourrait  toujours  les  fuppofer  chacun  =  o. 

En  effet  ,  la  dimenfion  fupérieure  T  •+•  4  des  trais  poly- 
nômes -  multiplicateurs  ,  fournirait  un  nombre  de  coëfficiens 

«  3N(x,  y)T+\ 

Mais  ,  fur  ce  nombre  ,  il  y  en  aurait  (231)  un  nombre 
=  3  N(x  ty)  Tr*~x  —  N(x  >y)  T  qui  feraient  inutiles  à  l'é- 
limination ;  donc  pour  faire  difparoître  tous  les  termes  de  la 
plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  c'eft-à-dire,  tous  les 
termes  de  la  dimenfion  T-*-6,  on  aurait  un  nombre  de  coëfficiens 
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Or  le  nombre  des  termes  de  cette  dimenfion  de  l'équation* 
ibmme ,  eft  Nf  xtyJT  +  6i  la  différence  de  ces  deux  nombres 
de  termes,  feroit  donc 

c'eft  -  à  -  dire  , 

:»(x,y)T*6-*(x,y)T'*''-x(x,y)T'*'*-*-"(**y)T  +  xl 

-l#(*,y)T+ y)T*t-w(x>y)T~hX+M(*,y)Tl> 

Qud>N(x,y)T-h6...  (,.f.,)f  c'eft-à-dire ,  =  o. 

Donc  pour  faire  difparoître ,  comme  il  eft  néceffaire  ,  dam 
chaque  dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  fupérieure  à  la  huitième  , 
tous  les  termes  de  cette  dimenfion,  on  n'auroit  précifément 
qu'autant  de  coèfficiens  indéterminés  qu'il  y  a  de  termes  à  faire 
difparoître  ;  donc  (213)  chacun  de  ces  coëfEciens  feroit  s=*  o  , 
ou  du  moins  pourroit  être  fuppofé  =  o. 

En  les  admettant ,  on  ne  feroit  que  donner  aux  termes  de  Té* 
quation-fomme ,  pour  fa&eur ,  la  quantité  qui  formerait  l'équa- 
tion de  condition  réfultante  des  équations  particulières  fournies  en 
égalant  à  zéro  les  termes  des  dimenfions  fupérieures  à  la  huitième. 

On  peut  donc ,  &  on  doit  pour  la  fimplicité  ,  fe  borner  pour 
chaque  polynôme-multiplicateur  des  équations  dont  il  s'agit  ,  à  la 
forme  (xfy,  ^J*  :  ôc  ce  qu'une  forme  plus  élevée  feroit 
connoître  de  plus  ,  ne  feroient  que  des  folutions  de  la  nature  de 
celles  décrites  (  279  &  287  ) ,  ou  des  répétitions  de  ce  que  cette 
forme  la  plus  (impie  jufqu'à  préfent ,  feroit  connoître. 

Mais  la  forme  (x  ty  ,\)6  n'eft  pas  encore  la  plus  fimple 
qu'il  foit  poflible.  En  partant  de  cette  forme  ,  on  trouverait  (  23 1  & 
fuiv.)  que  le  nombre  des  coèfficiens  utiles  à  l'élimination  ,  eft 

c  eft-à-dire  1  $7  ;  fie  cela  eft ,  en  effet.  Mais  ces  coèfficiens  > 
utiles  dans  le  fens  que  nous  venons  d'expliquer  ci-deflus  ,  ne  font 
pas  tous  indilpenfables  ;  il  y  en  a  un  aflez  grand  nombre  qui 
n'auroient  d'autre  effet  fur  l'équation  finale  ,  que  de  lui  donner 
des  fa&eurs  qui  n'indiqueraient  que  des  folutions  de  la  nature 
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de  celles  décrites  (275?  &  287) ,  ou  qui  ne  feroient  que  la  répé- 
tition de  ce  que  diroient  les  fadeurs  de  l'équation  finale  trouvée 
avec  le  plus  petit  nombre  de  coëfficiens  poflible* 

Pour  connoître  ces  nouveaux  termes  auxquels  on  peut  donner 
l'exclufion,  je  prends  d'abord  les  termes  de  l'équation-fomme  où 
y  &  ^  montent  enfemble  ou  féparément  à  la  dimenfîon  8.  Leur 
nombre  eft  iV  (y)  Le  nombre  de  coëfficiens  que  les  trois  poly- 
nômes-multiplicateurs auront  introduits  dans  ces  termes  de  la 
dimenfions  8  ,  eft  3  N  (y)6  ;  mais  fur  ce  nombre  ,  il  y  en  a 
d'inutiles,  au  nombre  de  3  N  (y)*  -~N{yj*t  donc  pour  faire 
difparoître  le  nombre  N(y)  ■  des  termes  oùy  &  1  dans  l'équa- 
tion-fomme montent  à  la  dimenfîon  8  f  on  a  un  nombre  de 
coèfficiens  =  3  N(y)6 —  îN(y)*-*r  N(yJx;  c'eft-à-dire  ,  que 
pour  éliminer  neuf termes  on  a  12 —  ij  ?  ou  neuf  coèfficiens 
feulement;  donc  (213)  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  =  o. 
Donc  on  peut  fe  difpenfer  d'admettre  dans  chacun  des  polynô- 
mes-multiplicateurs ,  les  termes  où  y  &  2;  montent  enfemble  ou 
féparément  à  la  dimenfîon  6,  Donc  cette  forme  peut  être  réduite 

Si  on  analyfe ,  de  même ,  les  termes  de  l'équation-fomme  où 
y  &  7  pourront  monter  enfemble  à  la  dimenfion  7 ,  d'après  la 
nouvelle  forme  des  polynômes-multiplicateurs  ;  on  verra  que  leur 
nombre  eft  zNfy)7  j  que  les  polynômes  y  introduiront  ,  un 
nombre  de  coèfficiens  utiles  ,  exprimé  par  6  N  (y)'  —  6  NfyJ1 
-+-  2N  ( y) 1  ;  on  n'aura  donc  pour  faire  difparoître  les  feize  termes 
où  y  &  ç  dans  l'équation-fomme  ,  montent  enfemble  à  la  di- 
menfîon 7 ,  qu'un  nombre  de  coëfficiens  =  35  —  2*  4  =  itf; 
donc  (213)  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  =  o. 

La  forme  des  polynômes-multiplicateurs  peut  donc  être  ré- 
duite  à  Ixfy^J'V. 

On  verra  de  même  que  pour  vinet-un  termes  où  y  &  \  mon- 
teront enfemble  ou  féparément  a  la  dimenfion  6  dans  l'é- 
quation-fomme réfultante  de  cette  nouvelle  forme ,  on  n'aura 
qu'un  nombre  de  coëfficiens  utiles  exprimé  par 

(donc  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  s=  0.  La  forme  des  poly- 
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tlomes-mukiplicatcurs  peut  donc  être  réduite  à £*,  (y  , \)%"\  *. 

Pareillement ,  pour  vingt-quatre  termes  où  y  &  7  monte- 
ront enfemble  ou  féparément  à  la  dimenfion  j  dans  l'équation- 
fomme  réfultante  de  cette  nouvelle  forme  ,  on  n'aura  qu'un 
nombre  de  coëfficiens 

=a\2N(y)%  —  12  N (y)1  -*-*N(y)-1  =  48  —  24-4-0  =  24; 

donc  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  =  o.  La  forme  des  pofy* 
nomes-multiplicateurs  peut  donc  être  réduite  à  [  x ,  (y ,     1  ] 

C'eft-là  la  forme  la  plus  fimple  ,  eu  égard  à  la  dimenfion 
totale  de  x,y  Ôc  \,  ôc  a  la  dimenfion  totale  de_y  ôc  nous 
verrons  par  la  fuite  qu'elle  peut  être  encore  réduite  ;  mais  en 
l'employant  ,  le  nombre  de  coëfficiens  qui  ,  dans  la  forme 
(*>y>V6>  auroit  été  de  1  ;7,  ne  fera  plus  que  de  87. 

(  3  O  8.  )  En  général ,  foient  t  ,tf9 t",  &c.  les  expofans  du  degré 
de  chacune  des  équations  que  ,  pour  plus  de  fimplicité  ,  nous 
confidérons  comme  complétées  :  fie  foit  D  le  degré  de  l'équa-» 
tion  finale ,  que  (  47  )  nous  favons  être  =  r  t!  t?'  ôcc. 

Soient  (u, ..  n)  T-'  le  polynôme- multiplicateur  de  la  pre> 
mière  équation. 

(u . . .  n)T ~     celui  de  la  féconde , 

(u  . . .  n)  T  -  *" ,  celui  de  la  troifième  ; 
&  ainfi  de  fuite. 

Ayant  égard  au  nombre  de  termes  qu'on  peut  taire  difparoître 
dans  le  premier  de  ces  polynômes ,  à  l'aide  des  n  —  x  dernières 
équations  ,  on  aura 

pour  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  premier  poljnome* 
multiplicateur. 

Par  la  même  raifon  , 

fera  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  fécond  polynome-miù% 
tiplicateur.  . 

Kk  1; 
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S  [  jVf u  . . .  n )  T~* f  "  ]  (  t  ~^  )   fera  le  nombre  de* 

coëfficiens  utiles  du  troifième  polynôme-multiplicateur. 
Et  ainfi  de  fuite. 

* 

Donc  pour  obtenir  l'équation  finale,  on  a  en  tout  ,  un 
nombre  de  coëfficiens 

n-î  T—t"  /  T—f  \ 

Or  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître  dans  Féquation- 
fomme ,  pour  avoir  cette  équation  finale ,  eft  N(u. .  ,nJT —  D  —  i  ; 
il  faut  donc  qu'on  ait 

2f(u...n)T—  D  —  t  sa  d"  ' [  N  (u...n)T~']..  .        %,  tJ  ^  ) 
n  — i     .  m  T  —  <' ,  ✓    T  —  t'  \ 

*•*     cjvr«...«;      ]  ,fccJ 

„_ ï  T—  «"         /  T—  i*  \ 

4-  «*     '[J^Ca...»;  ]...  ^  f„  &t  J-t-  &C.  —  t; 

**eft-à-dire, 

T       n— I  T—f  /      T—f  \ 

{A )  .  ..  N(u.\.n)   —d      lN(u...n)       J  ...  ^  t',t\t\ acc  / 

n  — x  7"—  f'  ✓     T—t'  \ 

iguelque  foit  T. 

C'eft-à-dire,  que  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de 
î'équation-fomme,  &  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  de  tous  les 
polynômes-multiplicateurs  ,  eft  égale  à  l'expofant  D  ou  / 1!  t"  ôcc. 
du  degré  de  l'équation  finale. 

Obfervons,  cependant,  que  lorfque  nous  difons  que  cette  éga- 
lité doit  avoir  lieu  quelque  foit  T,  cela  doit  s'entendre  quelleque 
foit  la  valeur  de  Tau-deffus  de  t  S  t"  &c. 

Concevons  donc,  maintenant,  qu'on  prenne  Tplus  grand  que 
%  t  f  ôcc.  d'une  quantité  quelconque 
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Alors  le  nombre  des  termes  de  réquation-fbmme  augmentera  de 
d\  N  (u . . .  n)  T2  •  •  •  (  \  )  >  &  1©  nombre  total  des  coëfficiens 
utiles  des  polynômes-multiplicateurs  augmentera  de 

i  T—t        I     T  —  t   \       n— *  T—t'       /  r—f'  \ 

n—  î  Ï*— /  T—t'\  I  T\ 

+  d     \N(u...n)         I te.)-*-**)*"  V  t)' 

On  aura  donc  (  12  ) ,  à  caufe  de  l'équation  (  A  ) 

*  V 

Donc  on  n'aura,pour  faire  diiparoître  les  termes  des  dimenfiong 
Tupérieures  à  1 1* t"  fltc.  dans  l'équation-fomme  ;  on  n'aura, 
dis- je ,  qu'un  nombre  de  coëfficiens  précifément  égal  au  nombre 
de  ces  termes;  donc  (213)  on  pourra  fuppofer  chacun  de  ces 

Donc  il  ferait  fuperflu  d'admettre  pour  polynômes-multiplica- 
teurs des  équations  'propofées ,  des  polynômes  plus  élevés  que 

N(u...n)D—,N(u...n)»—'9  N(u  .  .  .nJD—H ,  &c.  ref- 
pe£livement. 

(309*)  Avant  que  de  paffer  à  l'examen  des  autres  termes 
qu'on  peut  encore  rejeter ,  arrêtons-nous  un  moment  pour  faire 
voir  que  l'expreffion  de  D  que  préfente  l'équation  {A)  que  nous 
venons  de  rencontrer ,  ne  diffère  point  ,  au  fonds  ,  de  celle  que 
nous  avons   trouvée  (  4$  )  ;  c'eft-à-dire  ,  ne  diffère  point  dç 

dnN(u...n)T  ...  quoiqu'il  ne  paroifle  pas  ainfi 

à  l'infpeaion.  Un  exemple  fuffira. 

Suppofons  qu'il  n'y  ait  que  trois  équations  j  alors  l'équation. 
%A)  devient 

y  (t..  .j;T  —  d  d[N(u.;<i)T~'}...  (*TJ  ) 
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Or  A^r«...j;T- Arr«...î;r",B  =  rf[Arr«...3;r]...  (J)  i 
on  a  donc 

Maïs 

*OT«...j> 

on  a  donc 

dd[N(u...i)T]...  JJl*(u...j)T-'i...(  *~!  )  =z>, 

c'eft-à-dire,  d*  iîT(u.„s)*1 . =  A 

Et  comme  il  eft  aifé  de  voir  que  le  raifonnement  eft  le  mêrner 
pour  toute  autre  valeur  de  n ,  il  s'enfuit  donc  généralement  que 
l'équation  {A),  n'eft  au  fonds,  que  l'équation 

(  3  I O.  )  Venons  maintenant  aux  autres  termes  qu'on  peut 
omettre  dans  les  polynômes  «multiplicateurs. 

Suppofons  encore ,  pour  plus  de  fimplicité ,  que  les  équations 
proposées  foient  des  équations  complettes ,  dont  les  degrés  foient 
refpecttvement  t,  t! ,  t",t"',  &c. 

Pour  connoître  les  termes  de  l'équation-fbmme ,  qui ,  dans  leur 
totalité ,  ne  renfermeront  que  précifément  autant  de  coëfficiens 
utiles  qu'il  y  aura  d'équations  pour  les  déterminer ,  je  remarque 
que  s'il  y  a  en  effet  de  femblables  termes  ,  l'équation  -  fomme  après 
leur  fupprelfion,  fera  de  la  forme  \_u  ,(x  . .  ,n  —  \)B...n~\Tî 
c'eft-à-dire ,  que  u  étant  l'inconnue  relativement  à  laquelle  on  veut 
avoir  l'équation  finale ,  les  autres  inconnues  au  nombre  de/i  — it 
ne  paneront  pas  enfemble  ou  féparément  la  dimenfion  B. 

Mais  au  lieu  de  fuppofer  à  B  (à  plus  petite  valeur  poflîfcle  , 
fuppofons  lui  généralement  une  autre  valeur  quelconque  entre 
pètte  plus  petite  valeur  ,  ôc  T. 
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r  Alors  ,  d'après  tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  premier 
Livre,  on  trouvera  facilement  i.°  que  le  premier  polynôme- 
multiplicateur  fera.  ...  [u,(x  ...n —  i  JB -'.../*  ]  r~'. 
Que  le  fécond  fera . .  lu>(x.  .  .n  —  i  J*—*' . . .  n  J  T~''. 

Que  le  troifième  fera  lu,(x.  . .  n  —  i )B-'\ . .  nJT~'"i 
&  ainfi  de  fuite. 

2.0  Que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  premier  polynôme- 
multiplicateur  fera 

>  Que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  fécond  polynôme-mul- 
tiplicateur fera 

é->(Niu,(x.. .«-,;»-.  ..ny-j ...  (,^:,,f,tq. 

Que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  troifième  polynôme- 
multiplicateur  fera 

&  ainfi  de  fuite.  V  '       ''  ' 

D'où  ,  en  raifonnant  comme  nous  l'avons  fait  (508)  ,  on 
conclura 

-i     fw[«,r«...n-.j     ...„]   ,*t.) 

-^#t..r«....-o"-*V.jr-0...(r.^.":f.^)-to-a 

^  Concevons  maintenant  que  !T  reftant  le  même ,  on  falTe  va- 
rier B  d'une  quantité  quelconque  q  ;  alors  on  aura 

!B         T      n-I  JB-i         T-t      /    T—t        B  —  t    \  -x 

Obfervons  à  préfent  que  la  valeur  de  B  n'étant  point  a/Tujétie 
ici  ,  comme  l'eft  celle  de  T  qui  ne  peut  pas  être  au-defTous 
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de  tt*  ?  ôcc.  il  n'y  a  d'autre  condition  pour  B ,  finon  que 
l'équation  (C )  ait  lieu.  Or  cette  condition  aura  toujours  lieu 
jufqu'à  B  =s  t  -f-  t '  -h  t"      t'"  -+•  ôcc.  —  n  -+-  2. 

En  effet ,  il  faut  pour  que  l'équation  (  C)  ait  lieu  que  l'ex- 
preflion  de  N(x. ..  n—ij*-', celles  de  ■  •  •  n— ^B~'~% 
de  N( x . . .  n  —  1  ^ *-« '-»,  ôcc.  celles  de  iVf  1  j 

dcAj^e...»— 1  Ôcc.  celles  de  iS^c.../z-  iJfl-'-''-'-«,ôcc. 

foient  toutes  des  nombres  entiers  pofitifs  ;  or  fi  on  fe  rappelle  qu'en 

général^...,-.;*-  -ga^^^-, 

on  verra  que  cette  expreffion  fera  un  nombre  entier  pofitif  juf- 
qu'à B  —  r  -t-  n  — 1  =  0,  c'eft-à-dire,  jufqu'à  r  =  5+«  —  1 . 
Mais  la  plus  grande  valeur  a&uelle  de  r,eftrs=»r-+-r'-f-r'/-4-  *"'•+• 
4-  y  ;  on  a  donc  B  =  t-h  t'-h  t"-h  t!"  ■+-  ôcc.  -4-£  —  /*-+-  i# 

Or  la  plus  petite  valeur  qu'on  puifle  fuppofer  à  «7 ,  eft  ?  =  1  ; 
on  a  donc  2*  =  r  -t-  x'"  -4-  ôcc.  —  n      a  ;  c'eft  la 

plus  petite  valeur  qu'on  puifle  fuppofer  à  B ,  pour  que  B  foie 
encore  fufceptible  de  diminution. 

Donc  fi  onfuppofe  B  =  t  -4-  d  H-  t"  -+• 1"'  *4-  ôcc.  —  n  -H  1  4 
2?  ne  fera  plus  fufceptible  d'abaifiement  ;  Ôc  en  le  fuppofant  plus 
grand  >  on  ne  feroit  qu'introduire  des  coëfïiciens  fuperflus. 

(  3  I  I .)  Donc  dans  les  équations  eomplettes  (u . . .  n)  '  =»  o  , 
(u  ...nj'=  o ,  f« . . ,  =  0  ,  ôcc.  Ilfuffit  de  prendre  pour 
polynômes-multiplicateurs,  les  polynômes 

[«,(* . .  .n  —  t)  •••«]  • 

[«,(«MiS»lJ  ...nj  » 

lu,(x. ,  .n—i)  .«.nj        »  «c. 

(  3  I  2 .  )  Ainfi  dans  les  équations  eomplettes  à  deux  in- 
connues, par  exemple;  les  deux  polynômes-multiplicateurs  les 
plus  fimples ,  feront  généralement 

-Dans  les  équations  eomplettes  à  trois  inconnues  ,  les  troia 

r  polynômes-^ 
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polynômes-multiplicateurs  les  plus  fimples ,  quant  à  la  dimenfion 
totale  des  trois  inconnues  ,  ôc  à  la  oimenfion  totale  des  deux 
inconnues  à  éliminer,  feront 

(313.)  H  fera  prefque  toujours  poflible  de  rejetter  encore 
d'autres  termes  dans  chaque  polynôme-multiplicateur.  Mais  pour 
déterminer  ces  termes ,  on  fe  conduira  comme  nous  l'expliquerons 
dans  peu. 

(  3  r4«)  Remarquons  que  fi  toutes  les  équations  propofées 
étoient  du  premier  degré,  alors  les  polynômes-multiplicateur» 
feraient  tous  de  la  forme  f  a°,  f  * . .  .n  —  c'eft-à-dire  , 

qu'il  fuffiroit  de  multiplier  chaque  équation  par  un  feul  coëffi- 
cient  indéterminé.  Et  il  eft  évident  qu'en  effet  cela  doit  être  ainfi. 

(3l50  Concluons  auffi  que  fi  les  équations  propofées  ne 
font  pas  complcttes  ;  mais  fi  elles  font  incomplettes  de  la  forme 
[u* ,  (x .  . .  n  —  1  Jb . . .  n]'  =  o,  b  étant  la  plus  haute  di- 
menfion à  laquelle  les  n  —  1  inconnues  qu'il  s'agit  d'éliminer  ^ 
peuvent  monter  enfemble  ou  féparément;  concluons,  dis- je , 
que  fi  D  repréfente  le  degré  de  1  équation  finale  ,  le  polynôme- 
multiplicateur  de  chacune  des  équations  propofées  ne  peut  ,  fanât 
fuperfluité,  être  pris  plus  compofé  que 

tu*-*,  fx...n—ij  »+•»«•••■.•»  —  *  «. . .  rt  ] 
relpeûivement. 

Quant  à  la  valeur  de  T,  on  la  déterminera ,  en  obfervant  qu'elle 
/doit  làtisfaire  aux  inégalités  fuivantes 

D  —  a  -h         b"-*-  b"'      &c.  —  n  ■+-  1  >  T  —  r  , 
D  -  a'  +  i  +  *»+  5"'-+-  &c.  —  n  -4-  i  >  T  — 
D  _  a"  +  I  -h  b'  -H  Vn  4-  &c.  -  n  4-  1  >  T  —  1", 
D  -  a"'-+-  b  -h  b'  -f-  #"      8CC.  -  »  +  1  >  J  -  l"'  / 

Bc  ainfi  de  fuite. 

r  H 
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C'eft-à-dire,  qu'on  prendra  régal  à  la  plus  petite  des  quantité** 

D  -f-  t    —  a   -h  -h  &C.  —  n  H-  i  , 

—  a'  -t-  £  -f-  b"+  &c,-n+I, 

2)  +  ,»  _  a"      b  y  -h  b'"+.  &c.  —  n  +  i  , 

Z)  -h  ,'<<  _  i  +  ficCf_n+Il  &c. 

En  le  prenant  plus  grand ,  on  aurait  un  polynôme  qui  ne  feroîc 
qu'en  apparence  du  degré  T;  &  en  le  prenant  plus  petit,  il 
arriverait  quelquefois  qu'il  n'aurait  pas  une  allez  grande  généra- 
lité ,  &  que  les  polynômes-multiplicateurs  ne  fatisfêroient  ,  par 
conséquent ,  pas  à  la  queftion. 

(3  l6.)  Dans  les  autres  polynômes  incomplets  f  on  pourra 
toujours  auffi  réduire  confidérablement  le  nombre  des  coërhciens  ; 
&  on  pourrait  même  leur  appliquer  généralement  ce  que  nous 
venons  de  dire. 

Mais  pour  ne  pas  être  expofé  à  tomber  dans  l'erreur  fin*  le  vé- 
ritable nombre  de  coëfficiens  utiles  à  l'élimination  que  les  poly- 
nômes-multiplicateurs ,  ainfi  réduits  ,  fembleroient  offrir  ,  il 
faudra  fe  guider  d'après  ce  que  nous  dirons  dans  peu  ,  à  l'occa- 
fion  des  équations  de  la  forme  [  x  ,  (y ,  \) 1  ]  *  =  o. 

En  effet ,  après  avoir  ainfi  tronqué  la  forme  générale  que  Ton 
devrait  naturellement  donner  aux  Dolynomes-multiplicateurs  , 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  (231  &  Juiv.)  y  la  nouvelle  forme 
flu  ils  prennent ,  n'eft  fouvent  plus  propre  à  faire  juger  du  plus 
grand  nombre  de  termes  qu'il  foit  poffible  de  faire  difparoître  dans 
chacun ,  &  par  conféquent  du  nombre  de  coëfficiens  ou  du 
nombre  d'équations  arbitraires ,  ni  dans  la  totalité  de  l'équation- 
fomme^ni  dans  chacune  de  lès  dimenfions.  On  pourrait  être 
expofé  à  avoir  plus  de  coëfficiens  qu'on  n'en  a  befoin.  A  la 
vérité ,  par  la  connoifTance  du  degré  de  l'équation  finale  ,  on 
verrait  bien  combien  on  en  a  de  trop  ,  &  par  conféquent  coin- 
bien  on  peut  former  d'équations  arbitraires  ,  au  total  ;  mais  il 
faut  favoir  de  plus  combien  on  en  peut  former  pour  chaque  di- 
menfion  de  l'équation  -  fomme  ;  car  fi  on  en  formoit  plus ,  pour 
une  dimenfion  quelconque ,  qu'il  n'eft  permis  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  jufqu'ici ,  on  arriverait  à  une  équation  finale  qui  ferait 
ou  identique ,  ou  faufle.  Mais  la  remarque  à  laquelle  nous 
renvoyons  7  permettra  de  faire  ufage  des  amplifications  dont  nouf 
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parlons,  en  donnant  les  moyens  de  reconnoitre  combien  il 
refte  de  coëificiens  arbitraires  dans  l'équation-fomme  réfultante 
des  polynômes-multiplicateurs ,  ainfi  réduits ,  6c  à  quelles  dimerv» 
fions  ils  appartiennent. 

Continuation  des  Applications  ,  &c. 

(3  1 7*  )  Propofons-nous  de  déterminer  généralement  les  poly* 
nomes-multiplicateurs  les  plus  fimples  ,  oes  équations  incom- 
plettes  du  premier  ordre,  à  deux  inconnues  ,  repréfentées  par 

f  xm,yfj'm»  ot  ôc  fx*',yt'J*'  =  o. 

Selon  ce  qui  a  été  dit  (  233  ) ,  la  forme  la  plus  générale  dut 

polynôme-multiplicateur  de  la  première ,  eft  (xA+*',yJf  +  :'JT+t'i 
6c  celle  du  polynôme  -  multiplicateur  de  la  féconde  ,  effi 

Soit  D  le  degré  de  l'équation  finale ,  que  nous  favons  (  62  j 
avoir  pour  valeur 

on  aura  donc  -f-  a'  =  D  ,  6c  par  conféquent 

A  =  D  —  a  —  a';  c'eft  la  plus  petite  valeur  qu'on  puiiïe  fup* 
pofer  à  A. 

A  l'égard  de  A  i  puifque  a  eft  la  plus  haute  dimenfion  à  Ia-« 

quelle  y  monte  dans  la  première  équation  ;  &  a'  la  plus  haute 

dimenfion  de_y  dans  la  féconde  ;  il  fuffira  conformément  à  ce  quî 
a  été  obfervé  (  3 1 J  ),  de  fuppofer  A  -t-  a'  =  a'  —  1,  ouf 

A  -+■  a  asa  a  —  1  ;  c  eft-à-dire ,  A  —  —  1. 

Les  deux  polynômes  -  multiplicateurs  deviendront  donc 
SX»— 9yf'-*JT+*'  &  (xD-*'9Yt-t)T+t.  H  refte  donc  a 
déterminer  T.  Or  fuivant  ce  qui  a  été  dit  (  3 1 J  ) ,  il  faut  prendre 
T  égal  à  la  plus  petite  des  deux  valeurs ,  comprifes  dans  lea 
deux  inégalités  fuivantes 

D  —  a'  -*h  'a  —  1  >  T-h  t  , 
CuT<D-û-r'  +  û'-i  8c  T<D  —  a'  —  f-ha  — U 

Liij'       -  • 
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On  prendra  donc 

T=D  —  a  —  t'-ha'—  i,  ou  T=  D  —  a'  —  t  +  a—  t 

félon  que 

D  —  a  —  t1  -\-  a'  —  ir     <^D  — a'  — i  ; 

lou>  / 

c'eft- à-dire ,  félon  que  i  j 

a'  +  c'-f'r     <->  a  -t-  a  —  t; 

tou  >  J 

&  l'on  aura  les  polynômes-multiplicateurs  auflî  fimples  qu'il  efï 
poffible  de  les  avoir  généralement. 

(  3  I  80  Si  Ton  fe  rappelle  l'exemple  que  nous  avons  donné 
(281  ),  on  verra  qu'en  y  appliquant  ce  que  nous  venons  de  dire  , 
on  auroit  T=  —  1  ;  en  forte  que  chaque  polynôme  -  multipli- 
cateur convenable  à  cet  exemple,  feroit  (xl}y°J,i  c'eft-à-dire, 
&  x  -t-  B.  C'eft  en  effet  le  plus  (impie  auquel  nous  foyons 
parvenus  (  281  ). 

(310.)  Si  on  fuppofe  que  les  deux  équations  propofées 
foient  de  la  forme  fx%yy*  =0;  on  aura  ( x',yj  pour  la 
forme  des  deux  polynômes-multiplicateurs  :  &(x7iyi)9  =° 
fera  la  forme  de  1  équation-fomme.  Mais  la  dimenfion  fupérieure 
de  cette  équation  ayant  deux  termes  à  anéantir ,  Ôc  chaque  po- 
lynôme ne  fournùTant  pour  cela  qu'un  coefficient ,  chacun  de  ces- 
deux  coèfficiens  fera  —  o  ;  en  forte  que  la  forme  de  chaque 
polynôme-multiplicateur  peut  être  réduite  à  (x*  ,y)'.  Mais 
cette  réduûion ,  comme  on  le  voit ,  eft  particulière  &  dépen- 
dante de  l'examen  de  l'équation-fomme  :  on  ne  feroit  point  afTez 
autorifé  à  la  faire  antérieurement  à  cet  examen ,  ainfi  qu'on  va 
ie  voir  par  l'exemple  fuivanr. 

Suppofons  que  les  deux  équations  propofées  foient  de  la  forme 
(x* ,  y'J6  =  o.  Le  degré  de  l'équation  finale  fera  18,  & 
la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  ,  conformément  à  ce  oui 
a  été  dit  (  Jiy  ),  fera  (xxt,y*)17  ;  &  c'eft  la  forme  la  plus 
fimple  qu'il  foit  poflïble  d'employer.  L'équation-fomme  n'aura 
qu'un  terme  dans  fa  dimenfion  fupérieure  à  laquelle  j  chaque 
polynôme  -  multiplicateur  fournira  un  coefficient  ;  il  n  arrivera 
donc  pas ,  comme  dans  le  cas  précédent ,  que  chaque  coefficient 
foit  néceifckement  =  0.  Si  on  prenoit  la  forme  ( *  VV  ltf ,  on 
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trouverait  moins  de  coëfficiens  indéterminés  qu'il  n'eft  néceflaire 
pour  l'élimination. 

On  voit  donc  que  quoiqu'il  foit  quelquefois  poflible  de  dimi- 
nuer la  dimenfion  totale  des  polynômes-multiplicateurs  ,  au-delà 
de  ce  qui  a  été  dit ,  on  ne  peut  fe  le  permettre  arbitrairement. 
C'eft  une  réduûion  accidentelle  ,  &  dont  on  ne  peut  juger  que 
par  l'examen  de  l'équation-fomme. 

(320.)  Prenons,  pour  nouvel  exemple  ,  de  ce  que  nous 
avons  dit  jufqu'ici ,  trois  équations  de  cette  forme 

•+-  dx        ey     -\r  f  \ 
+  g 

&  propofbns-nous  d'avoir  l'équation  en  x. 

La  forme  générale  de  chacun  des  polynômes -multiplicateurs,  ef! 

[jCj  fy,zj  T+i2  T+4  (23 1  &fuiv.  ).  Mais  en  vertu  de  ce  que  nous 
avons  dit  (311),  on  doit  prendre  la  forme  beaucoup  plus  fimple 
[*  >(y  ,^)°]T4"4  ou  (x)T+\  Et  comme  l'équation  finale 
(131)  ne  doit  être  que  du  quatrième  degré ,  on  aura  (  x)  * 
pour  la  forme  la  plus  fimple  de  chaque  polynôme-multiplicateur. 

Concevons  donc  qu'on  multiplie  chaque  équation  par  un 
polynôme  de  la  forme  Ax%-t~JBx-t-C,tz  qu'on  ajoute  les 
prois  produits  ;  l'équation-fomme  fera  de  la  forme 

Aax*  ->r  Abxiy  <+•  Acx*\  3=  o  , 

-f.  Adx'  +  Aex*y  Afxx\ 
+  Ba     +  Bb  Bc 

+  Agx*+>  Bexy    +  Bfx* 
■+-  Bd  Cb        rfc  Ce 

Sk 

+  Bgx   *  Cey  ±C/t 
4-  Cd 

+  ■ 

Ici  il  n'y  a  aucun  coefficient  inutile  ;  parce  que ,  quoiqu  on* 
^uiffe  bien  par  exemple  dans  le  polynôme  Ax% +>Bx  -f-  C faire 
difparoître  deux  termes  à  faide  des  deux  dernières  équations , 
on  ne  le  pourrait  néanmoins  qu'en  en  introduifant  de  nouveaux, 
ce  qui  anéantirait  la  forme  que  nous  avons  fait  voir  convenir  au 
polynôme  •  multiplicateur. 
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Il  n'eft  donc  plus  queflion  que  de  calculer  la  valeur  dé 
AA'A"BB'B"CCC". 

Nous  aurons  donc  comme  il  fuit,  en  parcourant  fucceflivemenc 
x\,xytx\,x'y,  xi,  xy,  ^  &  y. 

Première  ligne..-.  cA'  A". 

Seconde  ligne  —  (bc')A"BB'B"  [àcaufe  de  (cf)  sa  —  (te1)  ]. 

Troifième  ligne..  —  (  bc'f  )  B  B'B"  -f.  (bc')A"cB'B". 

Quatrième  ligne..  [—  ( bc' f'jbB'B"      (bc'e» )  c  B'B"  +  (  h<*  )A"  (bc')  B"}C  C  C». 
Cinquième  ligne..  [  -  (b  e'f  ) .  (bf)  B"  -f.  (bc'<").(cf  )  B"  -  (bc'  f" ).(b<f)  A"}C  C'C" 

C- (bc'f")bB'B" -h  (b c'e") cB'B"  -t-  (bc')A"(bc')B"}cC'C". 
Sixième  ligne.......  C  (  b  c'/")  .  (b  e'f")  —  (b  c'e")  .  (c  e'f")  ]  C  C'C"  —  {—(b  c'/")  .(b /')  B" 

(ic'e").(cf')B"  -  (bc'f")  ,(bc')A"]bC'C"  -k  i-(tc'f").(be')B" 

+  (bc'e"  )  .  (ce'  )B"  —  (  bc'e"  )  .( b  c'  )  A"]c  CC  —  [  —  (  b  e'f"  )  b  B'B" 

+  (bc'e»  )c B'B"  +  (bc'  )A"(bc')B"j(bc')C. 
Septième  ligne..-,  [(bc'f)  .(be'f")  —  (bc'e"). (c  e'f )]fCC      [—  (bc'f)  .  (bf)  B» 

■+•  (bc'e")  .  c/')B"  -  (bc'f")  .  (bc1)  A" }  (b/>  )  C"  -  [—  (bc'f) .  (be')B» 

+  (bc'c").(ce')B"  —  (bc'c").(bc')A"l.(cf  )C\ 

en  omettant  les  termes  oùrefteroient  B'ff'  te  ^"B"qui  difpa* 
roîtroient  à  la  fin. 

ligne.,»  —  l(>Cf").(be'f")  —  (bc*c").(ce'f")ï.(ef>)C+\—(bc,f»).(bf')Bti 
-H  f  *  Ce")  .  (  cf')B"  —  (bc'f) .  (b  c')A"\ .  (b  e'f)  —  l-(bc'f"  ).(be')  B" 
-h  (bc'e"  ).(ce')B"  -  (bc't")  .  (bc')A"l.(*e'f)i 

d'où  l'on  tire 

A"  —  (  b'ce")  .(ce'f»  ).(b  c'  )  —  (bc1 f  )«(  b  e' f"  ) .  (bc'  ) 
fi"  =  -  (bc'e") .  (c  e'f"). (ce1)  -f-  (bc'e")  .  (be'f")  .  (cf')-(tc'f").(b  e'f")  .  fl  f) 

+  (hcf").(cef).(be) 

C"  m  Kbc'e")  .  (ce'f)  -  (bc'f).(b  e'f"  ;3  .  (ef  ). 

Mais  d'après  ce  qui  a  été  dit  (  218),  on  a 

(bc'c")f-(bc'f'<  )e  +  (le'f)c  -  (ce'f)b  =  ot 
&  (bc'e")f  —  (bc'f" )e'+  (b e'f" )c' —  (c e'f" )b'=ot 

d'où  en  multipliant  la  première  de  ces  deux  équations  par /',  la 
fecondepar/,  ôc  retranchant,  on  tire 

(^Cf).(cf)  m  (**f»).(*r)  +  (^f).(ef).} 
Multipliant  pareillement  la  première  par  c',  la  féconde  parc,  fie 
retranchant,  on  a  • 

(cc'f).(be')  =-.(bc'e»).(ef')±  <*<T').(ce')* 

-  4 
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Subfti tuant  dans  la  valeur  de  B  " ,  elle  fe  change  en  cette  autre 
3"=zl(hc>c").((t'f")-  (Mf*).(**f»)\  l(*f  )  — 

Donc  faifànt,pour  abréger/*  M').(c  Sf'J — (b  c'f").(b  efj={  1  ), 
on  a 

-rf"  =  (iH*c')  1  fA  =  —  fl)  {»«"!  }     r /!  =  (!)  Ib'c") 

C"  =(!)(*/')  J  (C"=—  (1)  (,/-  )  )     (C  =  (i)  («T). 

Subftituant  dans  les  termes  reftans  de  l'équation-fomme ,  on  a 

+  +(>f'g")  -(ct>g>) 

—  (ac't")  -(ce' g')  +(dc<f") 

(ae'f") 

Cette  équation ,  abftraôion  faite  du  fafteur  (  1  ) ,  eut  été  très- 
facile  à  trouver,  en  fubftituant,  tout  fimplement,  dans  l'une  des 
trois  équations  propofées ,  les  valeurs  de^  ôc  ^  tirées  des  deux 
autres  ;  mais ,  ainfi  que  nous  l'avons  dit ,  nous  traiterons  plus  bas 
des  moyens  les  plus  expéditifs  pour  arriver  à  l'équation  finale  , 
dégagée  de  ces  fortes  de  facteurs ,  autant  qu'il  eft  poffible.  Ce 
qui  nous  importe  ,  &  fait  ici  notre  objet ,  c'eft  le  fadeur  (  1  ). 

Or  ce  faâeur  eft ,  ainfi  que  nous  l'avons  déjà  annoncé  plufieur9 
fois ,  le  fymptôme  auquel  on  peut  reconnoître  le  cas  où  l'équa- 
tion pourra  être  abahTée.au  troifièrne  degré  i  c'eft  à-dire ,  que  cet 
«bâillement  aura  lieu  ,  fi  l'on  a 

(  1  )  ou  (b  crVy .  (céf»)  -  (b  c>f)  .  (béf)  =  o. 

C'eft  ce  qu'il  eû  facile  de  confirmer,  en  prenant  pour  poly- 
nômes-multiplicateurs des  équations  propofées  ,  des  polynômes 
de  cette  forme  B x  •+•  C;  alors  on  arrivera,  par  le  calcul  def 
lignes  ,  à  l'équation  de  condition 

(beé').(c  ef)  -  (b  c'f) .  (b  éfn)  =  o. 

(331*)  L'équation  eny  ou  en  ^,  quoiqu'aufli  du  quatrième 
degré ,  ne  fera  pas  à  beaucoup  près  aufli  fimple  ;  mais  comme 
notre  objet  n'en:  pas  tant  ici  de  faire  du  calcul ,  que  d'expofer 
|a  méthode  pour  en  faire ,  nous  nous  difpenferons  d'autant  plus 
Volontiers  d'entrer  dans  ce  détail ,  que  nous  donnerons  par  la 
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fuite ,  une  méthode  beaucoup  plus  courte  pour  arriver  à  l'unef 
ou  à  l'autre  de  ces  deux  équations. 

Attentions  'qu'il  faut  avoir,  lorfque,  pour  les  équations 
incomplètes  ,  on  emploie  des  polynômes-multiplicateurs 
d'une  forme  plus  Jimple  que  la  forme  générale  déter- 
minée (231  &fuiv.  ). 

(3  22.)  Nous  avons,  dans  l'exemple  précédent  ,  réduit  à 
[xJ^y,^)°]T+4  la  forme  de  chaque  polynôme-  multiplie* 
teur  ,  ôc  enfuite  à  (x  )  \ 

Mais  dans  la  forme  générale  [* ,  (y,  ^f+*Jr+4,fi  Cfl 
partant  de  la  connoUTance  antérieure  que  nous  avons  ,  que  lé- 
quation  finale  ne  doit  être  que  du  quatrième  degré ,  nous  avions 
d'abord  réduit  cette  forme  à  [*,{>,  \)T.*%Y  9  &  cnfuke 

à  ixy(y*V%V™  (*»y>Vm*  Pvce  *ue  T  ne  peut  plus 

avoir  de  valeur  plus  grande  que  zéro  ;  alors  il  eft  facile  de  voit 
que  les  trois  polynômes-multiplicateurs  fourniroient  trente  coef- 
ficiens ,  fur  lefquels  il  y  en  auroit  trois  dont  on  pourroit  difpofer 
arbitrairement;  en  forte  qu'on  auroit  en  tout  vingt-fept  coem- 
ciens  pour  l'élimination.  Or  comme  l'équation-fomme  ne  rern 
ferme  que  vingt-cinq  termes  affeaés  dey  &  ? ,  il  en  réfulte  au  il 
y  a  un  coefficient  de  plus  qu'il  n eft  néceffaire  ;  dou  loi* 
pourroit  être  tenté  de  croire  qu  on  pourroit  1  employer  à  abailieiî 
l'équation  d'un  degré. 

Cette  perfuafion  paroîtroît  d'autant  plus  fondée ,  qu'on  ne  peut 
en  ejftt/à  l'aide  des  équations  proposées  ,  feire ;  difparoitre :  plus 
de  trois  coëfficiens  dans  les  polynômes-multiplicateurs 1;  fayoïr 
deux  dans  le  premier,  &  un  dans  le  fçcond.  En  ™UJ^^ J8 
féconde  &  laWième  équations  par  A  & A  *f^rnz*t> 
&  les  ajoutant  au  premier  polynôme-multiplicateur ,  ilcftvifible 
qu'on  ne  peut  y  difpofer  que  de  deux  termes..  Paiement  en 
multipliant  la  troif.ème  équation  par  A\  &  ajoutant  au  fécond 
polynôme -multiplicateur,  on  ne  peut,  dans  celui-ci,  difpoie* 
oue  d'un,  feul  terme, 
£n  vain  même  ,  pour  en  faire  difparoître  un  P*u^Jg£* 
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nombre  dans  le  premier ,  tenteroit-on  de  lui  ajouter  les  produits 
de  chacune  des  deux  dernières  équations  par  des  polynômes  plus 
élevés,  avec  la  condition  d'anéantir  à  l'aide  des  coëfficiens  in- 
déterminés ,  les  nouveaux  termes  qu'on  introduiroit  :  on  ne  trou«» 
veroit  jamais  la  poffibilité  de  lui  ôter  plus  de  deux  termes. 

Il  paroîtroit  donc  que  Ton  a  en  effet  vingt-fept  coëfficiens  utiles 
à  l'élimination ,  &  que  par  conféquent  l'équation  finale  pourroit 
être  abaiffée  au  troifième  degré. 

Pour  réfoudre  cette  difficulté ,  il  faut  obferver  qu'on  ne  peut 
s'arrêter  à  la  forme  ^jV,^',  qu'après  s'être  afluré  de  deux 
chofes  ;  la  première  ,  c'eft  que  chacun  des  coëfficiens  des  di- 
menfions  fupérieures  de  chacun  des  polynômes-multiplicateurs  de 
formes  plus  élevées ,  eft  zéro  :  la  féconde  que  i'anéanthTement 
de  chacun  de  ces  coëfficiens  ,  ne  fuppofe  pas  tacitement  celui  de 
quelqu'un  des  termes  du  polynôme  reftant  (x  ,y,  \)  \ 

Prenons  donc  un  polynôme  plus  élevé ,  par  exemple  ,  le  po- 
lynôme [  x ,  (y  y\)xV  y  pour  premier  polynôme-multiplicateur. 

On  peut ,  à  l'aide  des  deux  dernières  équations  ,  faire  difpa- 
roître  huit  termes  dans  ce  polynôme ,  (avoir  fix  dans  la  dimenfion 
5,  &  deux  dans  la  totalité  des  fui  vantes.  Mais  fi  on  en  anéantiflbit 
fix  dans  ia  dimenfion  3 ,  on  contrediroit  la  fuppofition  que  le 
polynôme  eft  du  troifième  degré  ;  il  faut  concevoir  qu'on  en 
anéantit  feulement  cinq  dans  la  dimenfion  3  ,  &  les  trois  autres 
dans  la  totalité  des  dimenfions  inférieures  i  c'eft-à-dire  ,  dans 
le  polynôme  (x  ,  y ,  \)  \ 

Dans  le  fécond  polynôme  où  Ton  ne  peut ,  à  l'aide  de  la 
dernière  équation ,  faire  difparoître  que  trois  termes  dans  la  di- 
menfion 5  ,  6c  un  dans  la  totalité  des  autres  dimenfions  ,  il  refteri 
trois  termes  dans  la  dimenfion  fupérieure. 

Et  comme  il  n'y  a  point  d'équation  pour  faire  difparoître 
aucun  terme  dans  le  troifième  polynôme-multiplicateur ,  on  aura 
donc  en  tout  ,  dans  les  dimenfions  fupérieures  des  trois  poly- 
nômes-multiplicateurs ,  dix  coëfficiens  ;  c'eft-à-dire ,  précifement 
autant  qu'il  y  aura  de  termes  à  faire  difparoître  dans  la  dimen- 
fion j  de  l'équation  produit  ;  donc  chacun  de  ces  coëfficiens  fera 
égal  à  zéro.  1 

Mais  en  confervant  un  terme  dans  la  dimenfion  ?  du  premier 

Mm 
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polynôme-multiplicateur,  nous  venons  de  voir  qu'on  devenoît  ï« 
maître  de  difpofer  d'un  terme  de  plus  dans  fes  dimenftons  infé- 
rieures qui  compofent  le  polynôme  (x,y,  r)*  j  donc  en  effet, 
ainfi  que  nous  l'avons  fait  preffentir  ci-deflus  ,  l'anéantiflêmenc 
des  dimenfions  fupérieures  des  polynômes-multiplicateurs  ,  fup- 
pofe  tacitement  celui  d'un  des  termes  d  une  des  dimenfions  infé- 
rieures de  l'un  de  ces  polynômes.  Donc  ,  dans  l'objet  dont  il 
e'aeit ,  en  prenant  pour  polynômes-multiplicateurs  des  polynômes 
de  la  forme  / x,y  f  *J*9  quoiqu'il  femble  d'abord  qu'on  ait  vingt- 
fept  coëfficiens  utiles  à  l'élimination  ,  il  n'y  en  a  véritablement 
que  vingt-fîx  ;  &  en  employant  le  vingt-feptieme  à  l'anéantifTe- 
ment  du  terme  x* ,  on  n  arriveroit  qu'à  une  équation  identique  , 
ou  à  une  équation  fauffe  :  voyrç  (  230  ), 

(3^3.)  On  peut  obferver  ici  la  confirmation  &  Ta  preuve 
de  ce  que  nous  avons  dit  (  236  )  ;  favoir  que  fi  l'on  ne  peut  dan» 
chaque  dimenfion  d'un  polynôme  ou  d'une  équation  difpofer  ar- 
bitrairement de  plus  de  coëfficiens  que  nous  ne  l'avons  ait  alors  s 
on  peut  en  même  temps  difpofer  arbitrairement  d'un  moindre 
nombre  ,  &  porter  les  autres  conditions  arbitraires  ,  fur  des 
coëfficiens  des  dimenfions  inférieures. 

En  effet ,  s'il  étoit  néceffaire  de  faire  difparoître  dans  la  pre- 
mière dimenfion ,  par  exemple,  du  premier  polynôme -multipli- 
cateur ,  autant  de  termes  que  les  autres  équations  donnent  lieu 
de  le  faire ,  non-feulement  la  chofè  feroit  fouvent  impoffible  ; 
mais  encore  il  arriveroit  fouvent  qu'il  ne  refteroit  plus  afTez  des 
coëfficiens  indéterminés  pour  anéantir  les  termes  de  l'équation- 
produit.  « 

Suppofons ,  par  exemple  ,  qu'on  prît  pour  1* 

forme  des  polynômes-multiplicateurs  dans  l'exemple  dont  il  vient 
d'être  queftion  ;  il  faudroit  donc  faire  difparoître  dans  la  plus 
haute  dimenfion  du  premier  polynôme-multiplicateur ,  onze  ter- 
mes; mais  il  n'en  a  que  dix. 

Si  on  les  faifoit  difparoître  tous  ,  il  ne  refteroit  plus  de  la  part 
ties  dimenfions  fupérieures  des  deux  autres  polynômes-multiplica- 
teurs ,  que  fix  coëfficiens  ,  puifqu'on  en  pourrait  aufli  faire  dis- 
paraître fix  dans  le  fécond.  Or  l'équation-produit  auroit  dix  termes 
à  anéantir. 


Digitized  by  Google 


ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES.  27; 

(  3  2  4*  )  Cette  remarque  nous  conduit  à  une  obfervation  im- 
portante fur  l'ufage  des  polynômes -multiplicateurs  d'une  forme 
plus  fimple  que  la  forme  générale  expofée  (  224  )  ;  fur  leur  ufàge 
dans  les  équations  incomplettes. 

Les  polynômes-multiplicateurs  de  ces  fortes  d'éauations  ,  peu- 
vent fans  doute,  comme  ceux  des  équations  complétées ,  être  pris 
beaucoup  plus  fimples  que  ceux  que  préfente  immédiatement  la 
forme  générale.  Mais  on  s'expoferoit  à  tomber  fouvent  dans  des 
difficultés  pareilles  à  celte  dont  nous  venons  de  parler  à  l'occafion 
de  l'exemple  précédent,  fi  on  adoptoit  la  forme  plus  fimple  fur  la 
confidération  feule  du  degré  de  l'équation  finale.  On  s'expoferoit 
à  trouver  ou  trop  de  coëfficiens ,  comme  dans  ce  même  exemple  ; 
ou  trop  peu ,  comme  nous  en  avons  vu  un  exemple  (  3 19  ).  Or 
dans  le  premier  cas  on  peut  être  induit  en  erreur  fur  l'emploi  des 
coëfficiens  furnuméraires  ;  &  dans  le  fécond  cas ,  on  manque  fbn. 
but. 

(  3  2  S  '  )  Voici  donc  la  marche  qu'il  convient  d'obferver ,  pour 
employer  avec  fureté  les  polynômes  plus  fimples  qui  peuvent 
fe  préfenter. 

On  commencera  par  déterminer ,  félon  ce  qui  a  été  dit  (  224)  $ 
la  forme  la  plus  générale  que  ces  polynômes  puiflent  avoir.  On 
déterminera  enfuite ,  par  la  connoifTance  du  degré  de  l'équation 
finale ,  le  plus  haut  expofant  de  l'inconnue  dont  il  s'agit  d'avoip 
l'équation  ;  on  déterminera  ,  dis-je  ,  le  plus  haut  expolant  qu'elle 
doit  avoir  dans  chaque  polynôme-multiplicateur. 

Quant  aux  plus  hauts  expofans  des  autres  inconnues  ôc  de  leurs 
combinaifons  deux  à  deux  ,  ficc.  ils  font  beaucoup  plus  arbitraires  ; 
mais  ils  font  alTujettis  aux  conditions  (  83  &  ailleurs)  de  l'exi£ 
tence  des  polynômes-multiplicateurs,  fie  de  tous  leurs  dérivés 
qui  concourent  à  l'expreffion  du  nombre  des  coëfficiens  arbi-: 
craires ,  ainfi  qu'à  celles  de  la  forme  dans  laquelle  tous  ces 
polynômes  doivent  être  pris  (  1 20  &  fuiv.  ).  On  prendra  donc 
pour  chacun  de  ces  expofans  indéterminés ,  la  plus  petite  valeur, 
qui  puhTe  fatisfàire  à  ces  conditions. 

Cela  pofé ,  commençant  par  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équa- 
tion-fomme  ,  il  peut  arriver  deux  cas  ;  elle  peut  être  plus  grande 
aue  D,  D  étant  le  degré  de  l'équadon  finale }  ôc  elle  peut  être» 
feulement  ?=  D» 

Mm  ij 
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Dans  le  fécond  cas ,  il  n'y  a  rien  à  attendre  pour  la  diminution 
delà  dimenfion  totale  d'aucun  des  polynômes-multiplicateurs. 

Dans  le  premier  cas ,  au  contraire,  il  arrivera  très-fouvent  que 
les  polynômes-multiplicateurs  pourront  être  pris  d'une  dimenfion 
moins  élevée  :  &  voici  à  quoi  on  le  reconnoîtra. 

On  déterminera  cfune  part  le  nombre  des  termes  de  îa  plu? 
haute  dimenfion  de  l'équation-fomme  ;  ce  qui  fera  facile  en  faifanc 
varier  de  —  i ,  l'expreflion  générale  du  nombre  des  termes  de 
cette  équation.  $ 

On  déterminera  ,  de  même  ,  fe  nombre  de  coëfnciens  utiles  a 
l'élimination  qui  peuvent  être  fournis  par  la  plus  haute  dimenfion 
de  chacun  des  polynômes-multiplicateurs.  Alors  fi  la  (qmme  des 
nombres  de  ces  cbëfficiens  utiles,  eft  plus  grande  que  le  nombre 
des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  il  ne 
pourra  y  avoir  lieu  à  aucun  abaiflement  de  la  dimenfion  totale 
.d'aucun  des  polynômes-multiplicateurs  ;  mais  fi  la  fomme  des 
nombres  de  coëfnciens  utiles  de  chaque  plus  haute  dimenfion  des 
polynômes-multiplicateurs  ,  eft  plus  petite  que  fe  nombre  des 
termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme,  ou  lui  eft 
feulement  égale  ;  alors  on  peut  abaifier  d'une  unité  la  dimenfion 
totale  de  chacun  des  polynômes-multiplicateurs. 

S'il  y  a  égalité ,  il  n'y  aura  pas  autre  chofe  à  obfcrver  ,  pour 
pafler  à  l'examen  de  la  dimenfion  fui  vante ,  lequel  fe  fera  absolu- 
ment de  la  même  manière. 

Mais  fi  la  fomme  des  nombres  des  coëfïîciens  utiles  de  la  plus* 
haute  dimenfion  de  chaque  polynôme-multiplicateur  ,  eft  plus 
petite  que  le  nombre,  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de 
l'équation-fomme  :  c'eft  une  preuve  de  la  furabondance  des  coèf- 
ficiens que  nous  appelions  inutiles  à  l'élimination  ;  &  comme , 
ainfi  que  nous  l'avons  dit  (  236  ôc  325  ) ,  il  n'y  a  pas  d'obligation 
â  les  employer  tous  dans  cette  dimenfion ,  on  doit  feindre  que 
fur  le  nombre  des  coëfnciens  inutiles  à  l'élimination ,  dans  cette 
dimenfion,  on  en  emploie,  comme  utiles,  un  nombre  égalàcelui 
qui  peuc  completter  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  di-< 
menfion  de  l'équation-fomme. 

Par  exemple,  fi  N eft  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute 
dimenfion  de  l'équation-fomme,  N'  la  fomme  des  nombres  des; 
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fcôefficiens  utiles  de  chaque  plus  haute  dimenfion  des  polynômes- 
multiplicateurs  ;  &  N"  la  Tomme  des  nombres  des  coëfficiens 
inutiles  de  chaque  plus  haute  dimenfion  de  ces  mêmes  polynô- 
mes. Si  ,  comme  nous  le  fuppoforts  ,  N'  <C  N  ;  au  lieu  de  fe 
regarder  comme  ayant  un  nombre  N"  de  coëfficiens  inutiles  dans 
Ja  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fbmme ,  on  fuppofera  qu'on 

n'en  a  qu'un  nombre  -=  N"—  (N—  N')  =  N"  -4-  N'  —  N,  & 
que  les  N  —  N'  autres  font  utiles  à  l'élimination  :  6c  comme 
alors  on  fe  trouvera  avoir  autant  de  coëfficiens  que  de  termes 
à  faire  difoaroître  ;  chaque  coefficient  étant  alors  =>  o  (213), 
il  en  réfulte  que  la  plus  haute  dimenfion  de  chaque  polynôme- 
multiplicateur  peut  être  diminuée  d'une  unité. 

Maïs  comme  ,  fur  N"  équations  arbitraires ,  on  ne  fera  cenfé 
fen  avoir  encore  formé  qu'un  nombre  =  N'*  -+-  N1  —  N  ,  il 
reftera  en  faveur  des  dimenfions  inférieures  de  l'équation-fomme 
un  nombre  iV—  N'  d'équations  arbitraires  à  former. 

On  procédera  donc  à  l'examen  de  la  dimenfion  fuivante  de 
l'équation-fomme ,  en  raifonnnant  de  la  même  manière ,  &  tenant 
compte  des  équations  arbitraires  qui  relient  fur  la  première. 

Et  fi  d'après  cet  examen  la  plus  haute  dimenfion  de  chaque 
polynôme-multiplicateur  peut  encore  être  abauTée  d'une  unité  , 
on  obfervera  de  tenir  compte  en  même  temps  du  nombre  total 
d'équations  arbitraires  que  les  deux  dimenfions  fupérieures  de 
l'équation-fomme  auront  laûTées  à  former. 

On  continuera  cet  examen  jufqu  a  ce  que  la  totalité  du  nombre 
des  coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  actuelle  de  chaque 
polynôme  -  multiplicateur  devienne  plus  grande  que  le  nombre 
des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  aduelle  de  l'équation* 
fomme  ;  à  moins  que  dans  le  cours  de  cet  examen  ,  cette 
plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme,  rte  devînt  égale  au 
degré  de  l'équation  finale.  Alors,  dans  l'un  &  dans  l'autre  cas  , 
on  fera  arrivé  aux  polynômes  les  moins  élevés  qu'il  foit  poffible 
de  prendre  pour  polynômes-multiplicateurs.  Je  dis  aux  polynômes 
les  moins  élevés  ,  &  non  pas  aux  polynômes  les  plus  fimples  ; 
car  ils  pourront  encore  être  fufceptibles  de  perdre  plufieurs  de 
leurs  termes ,  ainfi  que  nous  allons  le  voir. 

(  3  2  6 •  )  On  pourra  donc ,  pour  procéder  à  l'élimination  ,  fè 
borner  à  employer  des  polynômes  de  la  cUmenijon  qu'on  aun| 
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ainfi  déterminée;  mais  en  même  temps  ,  pour  ne  pas  être*  ut* 
duit  en  erreur  ,  par  la  nouvelle  forme  qu'ils  auront ,  fur  le 
véritable  nombre  ae  coëfficiens  inutiles  qui  leur  reftera ,  ou  fur 
le  véritable  nombre  d'équations  arbitraires  qu'on  pourra  former , 
il  faudra  avoir  foin  de  tenir  compte  du  nombre  de  ces  équa- 
tions arbitraires  fournies  par  les  dimenfions  omifes  ,  6c  qui  n'ont 
point  encore  été  employées. 

(327.)  Après  avoir  ainfi  déterminé  la  dimenfion  totale  la 
plus  fimple  qu'on  puifle  donner  aux  polynômes-multiplicateurs  ; 
pour  connoître  les  autres  termes  quon  peut  leur  faire  perdre 
encore,  il  faudra  faire  relativement  à  la  dimenfion  totale  des/*— 1 
inconnues  qu'on  a  à  éliminer ,  le  même  examen  que  nous  ve« 
nons  de  faire  relativement  à  la  dimenfion  totale  des  n  inconnues  ; 
&  lorfque  par  cet  examen  on  aura  pareillement  déterminé  la 
valeur  de  la  plus  baffe  dimenfion  totale  qu'on  puifle  donner  à 
ces  n  —  1  inconnues ,  on  procédera  à  un  pareil  examen  relati- 
vement à  la  dimenfion  totale  des  n  —  a  inconnues  qui  montent 
à  la  plus  haute  des  dimenfions  formées  par  les  combinaifons  de 
ces  inconnues  n  —  2  à  n  —  a  ;  puis  à  un  femblable  examen  fur 
la  dimenfion  totale  des  n  —  3  de  ces  mêmes  n  —  1  inconnues , 
qui  montent  à  la  plus  haute  des  dimenfions  formées  par  les  com- 
binaifons de  ces  inconnues  n  —  5  à  n  —  3.  Par-là  on  déter* 
minera,  avant  toute  opération  pour  rélimination ,  les  polynômes 
les  plus  fimples  qu'il  toit  poflible  d'employer  j  &  tenant  compte, 
àmefure,des  équations  arbitraires  qui  font  cenfées  n'avoir  pas 
été  employées  ,  on  n'aura  plus  à  craindre  d'être  trompé  par  la 
forme  nouvelle  des  polynômes -multiplicateurs  ,  fur  le  véritable 
nombre  d'équations  arbitraires  qu'il  fera  encore  pofTible  de  former. 
EclaircûTons  cela  par  quelques  exemples. 

Continuation  des  Applications ,  Sec. 

•  « 

(3*8.)  Propofons-nous  de  déterminer  la  forme  la  plu* 
fimple  des  polynômes-multiplicateurs  propres  à  l'élimination  dans 
trois  équations  de  cette  forme 

axy  ■+•  bx^+  cy  1  =  Q 
à  x        ey  -H/î 
*  S 
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fc'eft-à-dire ,  dans  trois  équations  de  la  forme  ( x*>y\  =so. 

Cette  forme  eft  celle  dont  (  130  )  nous  avons  enfeigné  à  dé- 
terminer le  degré  de  l'équation  finale  ;  &  ce  degré  eft 
«  —  1  —  1  —  1=5-. 

Conformément  à  qui  a  été  dit  (  224  ) ,  je  prends  d'abord 

(xA+i ,  jk^4"1,  l»  +  *>/r"**4  pour  la  forme  de  chaque  poly- 
nôme-multiplicateur. 

(xA  +  * ,  yA+  \  JT+i ,  &(xA  âyts  tf)T  feront  celles 
des  polynômes  qui ,  par  le  nombre  de  leurs  termes ,  concourent 
à  lexpreflion  du  nombre  des  coèfficiens  arbitraires. 

Or  tous  ces  polynômes  devant  être  de  même  forme  &  (  iq$) 
de  la  forme  des  équations  propofées  ,  on  doit  avoir 

A  4-  A  >  T  ,  A  -H  A>  T,  A  +  A>Ti 
A ■+.  1  -|-  A  + 1  >  T-+-  » ,  AH-  «-H  A+- 1  >  T-ht ,  A-h  i-f.  A  ■+■  i  >  T+ 1% 

&  ainfi  de  fuite  ï  c'eft-à-dire ,  que  toutes  ces  inégalités  doivent 
avoir  lieu  ,  ou  que  ,  tout  au  plus,  doivent-elles  être  des  égalités* 

Maintenant  ,  puifque  le  degré  de  l'équation  finale  eft  y  ,  je 
vois  aue  je  ne  puis  fuppofèr  A  <;  2  $  je  fuppofe  donc  A  =  2  ; 
d'où  je  vois  que  F  ne  peut  pas  être  fuppofé  <  2  ;  je  fuppofe  donc 
T  2, 

A  l'égard  de  A  &  A.  comme  on  doit  avoir  A  H-  A  >  T9 

ou  tout  au  plus  =  T=  2 ,  je  vois  que  je  ne  puis  fuppofèr  zAScA 

une  valeur  plus  petite  ,  pour  chacun  ,  que  1  ;  je  fais  donc 
A  mm  1  ,  &  A  *=5  1. 

Ainfi  la  forme  générale  la  plus  fimple  ,  fans  confidérer  ce  que 
les  coèfficiens  arbitraires  peuvent  permettre  d'y  amplifier,  eft 
(x*,y  \  l *)*  pour  chaque  polynôme-multiplicateur. 

Préfentement  ,  pour  connoître  fi  cette  forme  peut  être  fïm- 
tant  pour  la  dimenfion  totale  6  du  polynôme ,  que  pour 
la  dimenfion  totale  6  des  deux  inconnues  y  &  7 ,  fit  pour  leuf 
dimenfion  particulières  3  &  3 ,  je  procède  conformément  à  ca 
qui  a  été  dit  (  32$  &  fuiv.  ) ,  comme  il  fuit. 

La  forme  de  l'équation-fomme  étant  (x*9yé»l*)*  =  oxU 

# 
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dimenfion  8  aura  dix-neuf  termes.  Mais  le  nombre  des  coefficient 
utiles  de  la  dimenfion  6  des  trois  polynômes-multiplicateurs  eft  dix- 
neuf  ;  on  a  donc  autant  de  coëfficiens  utiles  qu'il  y  a  de  termes  à 
faire  difparoître  ;  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  donc  =  o. 

La  forme  des  polynômes-multiplicateurs  peut  donc  être  réduite 

En  examinant  de  même  la  dimenfion  7  de  l'équation-fomme  , 
on  trouvera  qu'elle  a  vingt-un  termes  ;  Ôc  la  dimenfion  y  des 
trois  polynômes-multiplicateurs  donne  vingt-un  coëfficiens  utiles  ; 
donc  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  =  o  ;  donc  la  forme  de 
çhaque  polynôme-multiplicateur  peut  être  réduite  à  (xAyyii  ^J*. 

Si  on  examine  de  même  la  dimenfion  6  de  l'équation-fomme  , 
on  trouvera  vingt-un  termes  ;  &  la  dimenfion  4  des  trois  poly- 
nômes-multiplicateurs donne  vingt-deux  coëfficiens  ;  donc  cha- 
cun n'eft  pas  néceffairement  =  p  ;  donc  l'excédent  peut  être 
utile  pour  l'anéant'nTement  des  termes  des  dimenfions  inférieures  ; 
donc  la  dimenfion  4  ne  peut  être  abaùTée.  La  forme  la  plus 
fimple,  quant  à  la  dimenfion  totale,  eft  donc  (x*,yi, 

Il  faut  donc  actuellement  examiner  la  forme  Cx*9y*rf  J*  des" 
polynômes -multiplicateurs  ,  relativement  à  la  plus  haute  di- 
menfion 4 ,  à  laquelle  puilTent  s'élever  les  deux  inconnues_y  Ôc  ç 
qui  font  à  éliminer. 

■  g 
La  forme  de  l'équation-fomme  étant  à  préfent  ( x'rf4*^*  )  ' 
ne  peut  donner  que  trois  termes  en  y  6c  ^  purs  ,  qui  foient  de  là 
dimenfion  6.  Mais  les  trois  polynômes-multiplicateurs  n'ont  qu'un 
feul  coefficient  utile  ,  parmi  ceux  des  termes  en  y  &  ^  purs 
qui  font  de  la  dimenfion  4 ,  &  les  8  autres  font  arbitraires.  On 
peut  donc  (32$")  dans  chacun  des  polynômes-multiplicateurs  ^ 
fupprimer  les  termes  ohy  &  \  montent  enfemble  à  la  dimenfion  4, 
en  concevant  que  fur  les  huit  équations  arbitraires  qu'on  pourroit 
former,  on  nen  forme  que  fix;  alors  il  reftera  à  tenir  compte 
des  deux  autres  équations  arbitraires ,  dans  l'équation-fomme  , 
ce  que  l'on  fera  de  la  manière  fuivante. 

La  forme  des  polynômes-multiplicateurs  eft  donc  [*4,  (y%,  $%  ]  ; 
&  celle  de  l'équation-fomme,  eft  par  conféquent  [V,  (y%9  *. 

»   JLe  nombre  des  termes  où,  dans  celle-ci,  y  6c  ^  monteront 

cnfemblq 
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fcnfemble  à  la  dimenfion  j ,  eft  huit  ;  6c  le  nombre  des  coëfficiens 
utiles  des  termes  des  polynômes-multiplicateurs  où  ^  Ôc  ^  montent; 
à  la  dimenfion  5,  eft  aouze;mais  comme  il  y  a  deux  équations  arbi- 
traires qui  n'ont  pas  été  employées ,  on  peut  diminuer  de  2  ce 
nombre  de  coëfficiens  utiles ,  qui  par-là  le  réduit  à  dix  ;  &  comme 
il  eft  plus  grand  que  le  nombre]  des  termes  8  qu'on  a  à  faire  difpa- 
roître ,  il  faut  en  conclure  (  32c  ) ,  qu'on  ne  peut  abaiffer  da- 
vantage la  dimenfion  totale  de  y  fie  ^ ,  à  moins  que  ce  ne  foit  par 
l'abaiflement  dont  la  dimenfion  particulière  de  chacun  pourroit 
être  fufceptible ,  ce  qui  relie  à  examiner. 

On  peut  donc  prendre  [a:4,  (y*f  pour  la  forme  de 

chaque  polynôme-multiplicateur  ,  en  fe  fou  venant  qu'on  peut  v 
difpofer  arbitrairement  de  deux  coëfficiens  de  plus  qu'il  ne  fe 
préfenteroit  naturellement. 

La  forme  de  l'équation-fomme  étant  à  préfent  [*', (y*9  *)'; 
îl  v  aura  cinq  termes  en  ;  &  pour  les  faire  dïfparoître  ,  les 
polynômes-multiplicateurs  fourniront  fix  coëfficiens  utiles  ;  mais 
comme  il  nous  relie  deux  équations  arbitraires  qui  n'ont  point  été 
employées  ,  ne  comptons  donc  que  fur  quatre  coëfficiens  utiles  ; 
«lors  (32s)  n<>u8  conclurons  ,  comme  ci-deflus  ,  qu'on  peut 
exclure  les  termes  7  *  dans  chacun  des  polynômes-multiplicateurs  i 
éc  nous  aurons  encore  à  tenir  compte  aune  équation  arbitraire.  " 

Or  il  eft  elair  qu'en  raifonnant  de  même  pour  ^4,  nout 
verrons  qu'y  comprife  l'équation  arbitraire  qui  nous  refte  ,  nous 
aurons  autant  de  coëfficiens  utiles  que  de  termes  tny*  à  faire 
dïfparoître  ;  donc  on  peut  réduire  la  forme  des  polynomes-multi-» 
pBcateurs  à  [jc4  (y%,       ]  *. 

Dans  cet  état  de  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  ,  on 
peut  encore  abaifTer  la  dimenfion  totale  de  y  & 

En  effet ,  dans  Yéqu ation-fomme  qui  fera  de  la  forme 

f-xSf(y*y  iJ'l**  il  n'y  aura  que  quatre  termes  où  y  &  ç  pui£ 
fent  monter  enfèmble  à  la  dimenfion  j  ;  mais  le  nombre  des 
coëfficiens  utiles  des  termes  qui  peuvent  donner  ceux-là  ,  fe 
trouvera  être  zéro  ,  avec  douze  coëfficiens  inutiles  ;  donc  fi  on 
conçoit  (32$)  que  des  douze  équations  arbitraires  on  n'en 
ferme  que  huit ,  on  pourra  réduire  la  forme  [jc4,  (yx,  à  la 

forme  [ac4,  (y*t  fj  ' }  4,  en  çonfervant  la  mémoire  qu'il  y  aura  dans. 
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les  trois  polynômes-multiplicateurs ,  quatre  coëfficiens  arbitraire^ 
au-delà  de  ce  que  leur  forme  nouvelle  préfente  naturellement» 

Et  fi  Ton  examine,  comme  nous  venons  de  le  faire  ci-defîus  r 
s'il  eft  poflible  d'abaUTer  la  dimenfion  particulière  de     on  verra 

que  l'équation-fomme  qui  fera  de  la  ferme  [«'j^y^y  3*>  aur* 
fept  termes  en  :  que  les  polynômes-multiplicateurs  donneront  9 
pour  ceux-ci,  neuf  coëfficiens  utiles  ;  mais  comme  il  refte quatre 
coëfficîens  ou  quatre  équations  arbitraires ,  on  ne  doit  compter 
que  cinq  coëfficiens  utiles  ;  donc  on  peut  fuppnmer  ,  &  aans 
la  forme  [  ac4,  (y*}£)%V  qui  en  réfukera  ,  il  y  aura  encore 
deux  coëfficiens  arbitraires  au-delà  de  ce  qu'elle  prérente  natu- 
rellement. 

Et  comme  dans  un  femblabfe  examen  poury ,  on  aura  fepe 
termes  eny  dans  l'équation-fomme ,  avec  neuf  coëfficiens  utiles 
de  la  part  des  polynômes-multiplicateurs ,  fùr  lefquels  il  faut  en 
déduire  deux  pour  les  deux  équations  arbitraires  qui  reftent  à  em- 
ployer ;  on  voit  donc  auffi  qu'on  peut  fupprimer  y*  ;  &  que  par 
conféquent  les  polynômes-multiplicateurs  peuvent  être  réduits  à 

la  forme  C^OW/lT-  j 

On  peut  encore  arriver  â  une  forme  plus  (impie  :  en  effet  t 
féquation-fomme  ,  d'après  la  forme  que  nous  venons  de  déter- 
miner ,  fera  \_x*  f(y*,l%J43'  =  o  ,  laquelle  aura  trois  termes 
feulement  où  y  &  \  monteront  enfemble  à  la  dimenfion  4*  Mais 
les  terme9  des  polynômes-multiplicateurs  qui  les  auront  fournis  , 
n'auront  aucun  coefficient  utile  à  l'élimination  ;  &  ces  coëffi- 
ciens qui  feront  au  nombre  de  neuf,  feront  tous  arbitraires  ;  donc 
fi  on  conçoit  qu'on  en  détermine  feulement  fix  par  des  équations 
arbitraires ,  6c  qu'on  en  emploie  trois  à  l'anéanafTement  des  trois 
termes  dont  il  s'agit ,  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  *=  o ,  & 
la  forme  des  polynômes -multiplicateurs  pourra  être  réduite  à 
f  ac*, (y1  y  \J)xVi  avec  trois  coëfficiens  arbitraires , ou  trois  ôqua?» 
lions  arbitraires  dans  l'équation-fomme. 

Enfin  pour  la  forme  la  plus  fimple  qu'il  foit  poffible  d'em-* 
ployer  ,  on  aura  [  x*ty ,  ^°  ]4  ou  Amplement  (x* , y  V  V 

Car  en  prenant  la  forme  [  x+,(yl,  %  1'équation-foaimç 
«qui fcroit  de  la  forme  lxt,(y,^)iy  =  o,  aura  neuf  terme* 
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fcn  ^\  Or  pour  ces  neuf  termes ,  les  trois  polynômes-multiplica- 
teurs fburnuTent  douze  coëfficiens  utiles  ;  mais  comme  ,  ainfi  que 
nous  venons  de  le  dire ,  il  refle  trois  coëfficiens  arbitraires  j  fi 
on  détermine  trois  de  ces  douze  coëfficiens  par  trois  équations 
arbitraires ,  on  n'aura  que  neuf  coëfficiens  pour  faire  dhparoitre 
les  neuf  termes  en  f  ;  donc  chacun  de  ces  douze  coëfficiens 
peut  être  luppofé  =  o  j  donc  on  peut  encore  fupprimer  les 
termes  en  ^dans  chacun  des  trois  polynômes-multiplicateurs  à 
donc  leur  forme  peut  être  réduite  à  (x*  9yx  )*  9  &  c'eft  la  plus 
fimple  ;  car  les  termes  en^y*  dans  l'équation-ibmme,  étant  aulu  au 
nombre  de  neuf,  pour  lefquels  les  polynômes-multiplicateurs  four- 
niront douze  coëfficiens  utiles ,  on  n'a  plus  la  liberté  de  fiippofer 
aucun  coefficient  =*  o. 

C$2Ç.)  Nous  avons  vu  ci-deflus  (320)  que  pour  trois 
équations  de  cette  forme  f  #, (y  9\)%  ]*  =  o  ,  le  polynôme- 
multiplicateur  de  la  forme  la  plus  fimple ,  étoit  ( x J*.  Mais  (322) 
nous  avons  vu  qu'on  pourroit  prendre  auûl  ,  pour  polynôme- 
multiplicateur ,  tin  polynôme  de  la  forme  9  en  ob- 
fervant  toutes  fois  qu'on  auroit  alors  la  liberté  de  former,  dans 
l'équation-fomme  ,  une  équation  arbitraire  par  de-là  le  nombre  % 
de  celles  Vjue  la  forme  (x,y9  \)*  donne  naturellement. 

Pu  (qu'il  relie  un  coefficient  arbitraire  ,  il  y  a  lieu  de  préfumet 
<aue  cette  forme  eft  encore  réductible  5  &  cela  eft  en  effet. 

Car  l'équation-fomme  ,  qui  fera  de  la  forme  lx,(y,  ^']4# 
aura  huit  termes  où  y  &  1  monteront  à  la  dimenfion  3,  foie 
enfemble^  foit  féparément.  Or  les  termes  des  trois  polynômes- 
multiplicateurs  ,  qui  foumiffent  ces  huit  termes ,  donneront  neuf 
coëfficiens  utiles ,  lefquels  à  caufe  de  l'équation  arbitraire  dont 
nous  venons  de  parler ,  peuvent  être  réduits  à  huit  ;  donc  n'ayant 
qu'autant  de  coëfficiens  qu'il  y  a  de  termes  à  faire  difparoître  , 
chacun  de  ces  coëfficiens  fera  =  o  ;  donc  on  peut  réduire  la 

forme  (x  ,y ,  \) 1  à  la  forme  [  x ,  (y ,  tJ  '  ]  *  \  &  comme  nous 
avons  vu  (  31  y  )  que  celle-ci  pou  voit  être  réduite  à  ( xj*t  voilà 
donc  les  différentes  formes  de  polynômes -multiplicateurs  <mt 
fembloient  fe  préfenter ,  ramenées  à  une  feule. 

(330.)  Nous  avons  (  307)  réduit  à  Lxffy^J'J*  la  forme 
des  polynômes  -multiplicateurs  des  trois  équations  de  la  forme 

Nn  ij  ' 
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Cx>yfV*  =  ,a  Cette  forme  l?>(y>  6  peut  encore  ^ 
ainfi  que  nous  l'avons  dit ,  être  réduite. 

En  effet ,  l'équation-fomme,  qui  fera  de  la  forme  [xi(y,  iJ41* 
aura  cinq  termes  en  ^  ;  mais  les  termes  des  trois  polynômes- 
multiplicateurs,  qui  donneront  ces  termes  en  ne  fourniront 
aucun  coefficient  utile ,  mais  feulement  quinze  coëfficiens  arbi- 
traires ;  donc  fi  on  conçoit  qu'on  n'en  détermine  arbitrairement 
que  dix ,  &  qu'on  emploie  les  cinq  autres  à  la  deftru&ion  des 
termes  en  ,  chacun  de  ces  quinze  coëfficiens  fera  =  o  j  ôc 
par  conféquent  la  forme  [x ,  (y  9  %J*Y  pourra  être  réduite 
à  [  x,  (y,  l'J*]6-  avec  cinq  coëfficiens  arbitraires  fur  la  totalité 
des  trois  polynomes-multiplicateursr 

Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  ces  cinq  coëfficiens» 
arbitraires  qoi  relient ,  &  qui  donneront  cinq  équations  arbi-s 
traires  à  former  dans  l'équation-fomme ,  ne  font  pas  cependant 
tellement  arbitraires  qu'on  puûTe  prendre  ces  cinq,  équations 
par-tout  où  l'on  voudra  dans  l'équation-fomme.  En  fe  rappellant 
ce  que  nous  avons  dit  (234)^  on  verra  qu'on  ne  peut  former 

?u  une  feule  équation  arbitraire  dans  la  plus  haute  atmenfion  de 
éauation-fomme  ;  une  féule  dans  la  dimenfion  fiiivante  ,  fi  l'on  en 
a  déjà  formé  une  dans  la  dimenfion  fupérieure  j  ou  deux  feule- 
ment, fi  Ton  n'en  a  pas  formé  dans  cette  dimenfion  fupérieure  : 
une  feule  dans  la  troifième  dimenfion  en  defeendant ,  n  l'on  en  a* 
formé  dans  chacune  des  deux  fùpérieures ,  ou  trois  fi  l'on  n'y; 
en  a  pas  formé ,  &  ainfi  de  fuite* 

Si  dans  la  vue  de  Amplifier  tout  d'un  coup  le  calcul  ,  ori 
prenoit  la  forme  £*f(y%f£ /]  pour  celle  des  polynômes- 
multiplicateurs  des  équations  de  la  forme  =  °» 
fans  avoir  fait  l'examen  aue  nous  venons  de  foire  ;  on  trou- 
verait donc  cinq  coëfficiens  de  plus  que  l'on  n'en  a  befoin; 
3)'après  I'obfervation  que  nous  avons  faite  (  322  ) ,  on  ne  pourrait 
plus  être  tenté  d'en  employer  aucun  à  la  dertrucVion  des  termes 
les  plus  élevés  de  l'équation  finale  ;  &  l'on  fauroit  bien  qu'il  faut 
les  déterminer  par  toute  autre  équation  arbitraire  ;  mais  on  voit 
que  cet  arbitraire  n'eft  pas  illimité  ;  6c  fi  l'on  alloit  former  dàn9 
une  des  dimenfions  fùpérieures  de  l'équation-fomme  ,  plus  d'é- 
wjaqpns  arbitraires  que  nous  ne  venons  de  le  dire ,  quoiqu'en 


Digitized  by  Google 


EQUATIONS  ALGÉBRIQUES,  *«{ 

moindre  nombre  qu'on  n'a  de  coëfficiens  arbitraires ,  on  man- 
querait l'équation  finale ,  fie  l'on  n'arriveroit  qu'à  une  équation 


identique ,  ou  à  une  équation  fàuffe. 


que  m 
lureté 

tiorrs  où  employai 

(e  contenteroit  de  faire  voir  qu'on  a  plus  de  coëfficiens  qu'on  n'en 
a  befoîn  pour  la  folution  dont  il  s'agit. 

(33a.)  Après  avoir  donné  les  exemples  aue  nous  avons 
préfentés  jufqu'ici,  tant  fûr  la  manière  de  calculer  la  valeur  des 
coëfficiens  des  polynômes-multiplicateurs ,  que  fur  celle  de  les 
réduire  au  plus  petit  nombre  poffible ,  il  ne  refte  plus  qu'à 
donner  un  exemple  de  la  manière  de  déterminer  ees  mêmes  poly* 
nomes-multiplicateurs,  dans  le  cas  où  fexpreffion  générale  du 
nombre  de  leurs  termes  eft  fufceptible  de  plufieurs  formes  diffé-» 
rentes,  ainfi  que  nous  avons  vu  (îio&juiv.). 

(33  3')  Prenons  donc  pour  exemple  les  trois 
fuivante* 

fy  *  =  0  m 

x    ■  \,  ■     .        hx  -h  ky  -h  li 

I       .  t         •  ,         ..1  » 

-h  m 

*  *  *  .  ...  .  . 

-     H-  h'x  -H  Ky  «+i  l\ 
«4-  m' 

•  : 

n  -  •   |  .  ,    . •  1 

-H  h"x  H-  k  "y  -4-  l\  —  o  9 

m" 

*  Ces  équation»  rapportées  à-  la  forme  eacpolée  (  fta  )f  <bnf  (ïe# 
formes  Vivantes 
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D'après  ce  qui  a  été  dit  (  224  ôc  23  3  ) ,  on  aura 

pour  la  forme  de  l'équation  -  femme. 
Celle  du  polynôme-multiplicateur  de  la  première  équation  fer* 

Celle  du  Polynôme-multiplicateur  de  la  féconde  fera 

Celle  du  polynôme-multiplicateur  de  la  troi/ième  fera 

Celles  des  trois  polynômes  dont  les  nombres  des  termes  entrent 
dans  l'expreflion  du  nombre  des  termes  qu'on  peut  faire  difpa- 
lTOÎtre  dans  le  premier  des  trois  polynômes-multiplicateurs  ,  à 
l'aide  de  la  féconde  &  de  la  troihème  équations ,  feront  comme 
il  fuit 

Enfin  celle  du  polynôme  dont  le  nombre  des  termes  exprime 
celui  des  termes<m'on  peut  feire  difparoître  dans  le  fécond  poly- 
nôme-multiplicateur ,  à  l'aide  de  la  troifième  équation  ,  fera 

Cela  pofé,  les  trois  équations  propofées  qui  font  généralement 
comprifes  dam  les  formes  expofées  (  1 20  &faiv.  ),  tombent  parti- 
culièrement dans  le  cas  examiné  (  1 2p  )  ;  &  1  on  voit  par-la 
i°.  Que  le  degré  de  l'équation  finale  eft  3  s  20.  Que  les  poly- 
nômes que  uout*en<>né  de-préfentei^fic  flui  <  ioy)  doivent* 
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»paftenir  à  une  même  quelconque  des  formes  expofées  (  120  $ 
Juiv.),  peuvent  appartenir  indifieremment  à  toutes.  Prenons -les 
éonc  dans  la  première  forme  (  120  ),  comme  s'ils  ne  pouyoieot 
appartenir  qu'a  cette  forme. 

Les  conditions  qui  déterminent  cette  forme  (  en  faifant  attend 
fion  que  ce  que  nous  y  appelions  Cf  eft  ici  7*)  font 

T-B<B-A,  T~B<B~Ai  T-B<B-A.  ! 

Puifque  Téquation-produît  ,  &  tous  les  autres  polynômes  ci- 
'deffus  doivent  tombet  dans  cette  rh&ne .  forme ,  QO  saira  donc 
comme  il  fuit 

c'eft-à-dire  - 

T—B  +  \<B— A;  T—B  +  i<B  —  Ai  T—B<B—  Ai 

f .  Pareillement.  . 

T  —  .tf-t-i<-S  —  -rf-t-r;  T— *-+-i<-ff  —  -rf;        T        B  <  7J  —  A 

T—B  +  x<a~A+if  T~B+t<B-rA+n  T~B+i<-B—A+i 
T-«M<«B~.Ai     T~Je<B~Ai  Tr~B<B-A 
T—B+t-<B-~A+ii  1  —  A;       T  —  b  <B—A 

T  -  B  <B  —  Af      T  —  B  <B  -  Ai      T  -   B  <B  -  A 

t    *  • 

•  I  ...» 

Toutes  ces  inégalités  qui ,  comme  il  eft  aifé  de  le  voir, 
réduiront  toujours  à  trois ,  pour  les  équations  à  crois  inconnues, 
le  réduifent  ici  aux  trois  fuivantes 

T  —  B<B  —  A  —  n  T—B<B  —  A—i;  T -  B  <B—A. 

Donc  pourvu  que  les  quantités  T,BfBtB,A9j{9jf 

fetisfaflent  à  ce»  trois  inégalités  ,  l'équation-produk  ,  &  les  fept 
autres  polynômes  appartiendront  tous  à  une  même  forme  , 
ainfi  qu'il  eft  néceflaire, 

On  peut  donc  prendre  arbitrairement  pour  ces  quantités ,  tel* 
nombres  que  Ton  voudra,  pourvu  i.°  qu'ils  fatisfaffent  à  ces 
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conditions  ;  a.°  Qu'Us  fatisfàfTent  aufli  aux  conditions  générale* 
de  l'exiftence  des  polynômes  mentionnées  (85);  3.0  Enfin  que 
14  3  ne  foit  pas  plus  petit  que  3  (  fi  c*eft  l'équation  en  * 
qu'on  veut  avoir,  puifque  l'équation  finale  doit  être  du  troi* 
fième  degré. 

Or  pour  que  les  conditions  générales  de  l'exiftence  de  tous  cee 
polynômes  foient  fetisfaites  ,  il  fuffit  qu'elles  le  foient  fur  le 
polynôme 

Cela  pofé,  comme  les  inégalités  ci-deffus  comprennent  aufli 
*  *  le  cas  d'égalité ,  je  fuppofe  tout  de  fuite 

T-B  =  B-A-:f  T-B=B-A-xt  T-B  =  B-A, 

ôc  fen  tire 

T-iB+A-A-AniB^B  +  A-A-M  B=B  +  A-A-l\ 

Je  lùppofe  arbitrairement  A  =  A  m  A ,  fie  j'ai 

r  «  xB  «-  A  -  »,  B=*B  -  1 ,  B  =  B  -  M 

Et  comme  la  plus  petite  valeur  de  A  qui  puiflê  actuelle- 
ment fatisfaire  à  l'exiftence  du  polynôme  dont  il  vient  d'être 
queftion  ,  eft  A  =  a  ;  je  fuppofe  donc  A  =  A=*A*=2i 

alors  la  plus  petite  valeur  que  je  puiffe  donner  à  B  fans  manquer 
aux  conditions  de  l'exiftence  du  polynôme  ,  eft  B  =  %t 
j  ai  donc 

&  le  polynôme  -  générateur  devient 

;  Çek  pofé  ,  l'équation-produit  ,  6c  les  fept  polynômes  ci-* 
jdeûus,  prendront  donc  les  formes  fuivantes 

cr*v/*  r*s     os  if/3*~  °> 
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>  rr»,  ivV 

D'après  lefquelles  &  ce  qui  a  été  dit  (  32 y  6»  fuiy.) ,  il  eft  aifé 
à  prêtent  de  déterminer  avec  fureté  les  formes  plus  (impies  que 
peuvent  avoir  les  trois  polynômes-multiplicateurs. 

On  trouvera,  par  exemple,  que  la  plus  haute  dimenfion  de 
l'équation-fomme ,  aura  dix  termes  à  faire  difparoître  j  &  que  la 
totalité  des  coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de 
chaque  polynôme-multiplicateur  ,  ne  fera  que  de  dix ,  fur  vingt- 
quatre  coëfficiens  au  total  ;  donc  quifqu'on  n'a  qu'autant  de  coëf- 
ficiens utiles  qu'il  y  a  de  termes  à  faire  difparoître  ;  fi  on  fuppofe 
d'ailleurs  =  o  chacun  des  quatorze  coërHciens  arbitraires ,  chacun 
des  dix  coëfficiens  utiles  fera  aufll  =  o.  Donc  la  dimenfion  totale 
de  chaque  polynôme-multiplicateur  ,  peut  être  diminuée  d'une 
unité.  Mais  fi  on  examine  de  même  la  dimenfion  fuivante  de 
l'équation-fomme ,  on  trouvera  qu'elle  a  dix-huit  termes  pour  la 
deftru£tion  defquels  on  aura  dix -neuf  coëfficiens  utiles;  donc 
la  dimenfion  totale  ne  peut  plus  être  abauTée  ,  à  moins  que 
ce  ne  foit  d'après  l'abaiflement  de  la  dimenfion  totale  de 
y  &  ou  d'après  l'abaiflement  particulier  de  chacun.  On  fera 
pareil  examen  relativement  à  la  dimenfion  totale  dey&c  £,puis 
enfin  relativement  à  y  9  Ôc  relativement  à  1,  ainfi  qu'on  l'a  vu 
ci-devant. 

(3340  On  voit  par-là  que  quand  les  équations  propofées  ne 
tombent  pas  toutes  dans  une  même  forme  ,  celle  des  polynômes- 
multiplicateurs  fe  préfente  d'une  manière  plus  compofée  :  en 
effet  dans  l'exemple  donné  (328)  où  l'équation  finale  doit  être 
du  cinquième  degré,  tandis  que,  dans  celui-ci,  elle  ne  doitêtrei 
•gué  du  troifième ,  nous  forâmes  arrivés  bien  plus  promptemençfc 
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bien  plus  facilement  à  la  forme  générale ,  &  à  la  forme  la  plus 
réduite  des  polynômes-multiplicateurs ,  parce  que  les  équations 
propofées  étoient  toutes  de  même  forme  :  &  cependant  les  équa- 
tions dont  il  s'agit  à  préfent ,  ne  font  que  des  cas  particuliers 
de  celles  dont  il  s'agifloit  alors. 

Quoique  les  polynômes-multiplicateurs  fê  préfentent ,  dans  le 
cas  actuel ,  d'une  manière  bien  plus  compofee  que  dans  l'autre  , 
il  n'en  eft  pas  moins  vrai  qu'ils  font  fufceptibles  d'être  réduits 
à  une  forme  plus  fimple  que  ceux  du  cas  précédent.  Mais  pour 
arriver  à  cette  forme  plus  fimple ,  il  faut  néceflai rement  partir 
d'une  forme  qui  ne  peut  être  déterminée  avec  fureté  qu'en 
fuivant  le  procédé  dont  nous  venons  de  donner  un  exemple. 
Ce  n'eft  qu'en  partant  de  cette  forme  générale  au'on  fera  afluré  , 
à  chaque  pas ,  au  vrai  nombre  de  coëfficiens  arbitraires  qui  en- 
treront fucceflivement  dans  toutes  les  formes  de  plus  en  plu» 
limples  par  lefquelles  on  arrivera  enfin  à  la  plus  fimple  de  toutes 

En  partant  fubitement  d'une  forme  plus  fimple  ;  par  exemple  , 
d'une  forme  plus  fimple  que  celle  que  nous  avons  déterminée 
(  328  );  il  femble  qu'on  ne  pourroit  courir  aucun  rifîjue  de  s'é- 
garer ,  puifque  les  équations  actuelles  n'étant  que  des  cas  parti- 
culiers de  celles  dont  il  s'agifi*bit  alors ,  les  polynômes  doivent  en 
effet  être  plus  fimples ,  ou  du  moins  tout  au  plus  auffi  compofés. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  qu'en  partant  de  cette  forme  , 
on  ne  feroit  plus  afluré  que  la  forme  des  polynômes  oui  ex- 
priment le  nombre  des  coëfficiens  arbitraires  ,  fut  celle  qui 
exprime  leur  plus  grand  nombre;  &  alors  n'ayant  rien  pouf 

ruder ,  on  pourroit  arriver  ou  à  une  équation  finale  fauflê ,  ou 
une  équation  identique. 

(33  1  •  )  On  voit  donc  que  fi  pour  arriver  à  l'équation  finale , 
On  veut  opérer  fur  les  équations  telles  qu'elles  font  propofées, 
il  n'y  a  aucune  fureté  à  le  faire  autrement  que  nous  ne  le  pres- 
crivons. Il  faut  abfolument  connoître  le  degré  de  l'équation 
finale ,  Ôc  la  forme  générale  des  polynômes  -  multiplicateurs  de 
«haque  équation ,  ainfi  que  des  polynômes  qui ,  par  le  nombre  de 
leurs  termes ,  expriment  celui  des  équations  arbitraires  que  l'on 
pourra  former. 

4  3  3  6')  Au  refte,  on  peut ,  fi  on  le  veut ,  fe  difpenfer  de 
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pafler  par  ces  formes  plus  compofées ,  en  calculant  l'équation 
finale  réfultante  de  pareil  nombre  d'équations  de  même  forme  , 
&  d'une  forme  à  comprendre  les  équations  propofées.  Par 
exemple ,  dans  le  cas  préfènt ,  on  pourroit  calculer  l'équation 
finale  réfultante  de  trois  équations  de  cette  forme 

(*l>yx/>(x',ï)\(f,ï)l=o, 
u*%>r)\  (*x>  <)\  (y\  f/l"-* 

i 

Celle-ci  comprendrait  fùrement  l'équation  finale  cherchée, 
comme  un  cas  particulier ,  &  la  donneroit  par  la  comparaifon 
des  coëfficiens  ae  ces  dernières  équations ,  avec  les  coëfficiens 
des  équations  propofées.  Mais  il  arriverait  prefque  toujours  que 
cette  équation  finale  ferait  d'un  degré  plus  élevé  qu'elle  ne  doit 
être.  A  la  vérité  ,  nous  favons  ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  (  2^4  & 
fuiv.  ) ,  à  quels  caractères  on  reconnoîtra  fi  l'abaifiement  peut 
avoir  lieu  ,  &  quels  moyens  il  faut  employer  pour  y  parvenir  ; 
en  forte  qu'à  la  rigueur  ,  on  peut  par  ce  moyen  arriver  à  l'équa- 
tion finale  la  plus  balle  pour  les  trois  équations  dont  il  s'agit. 

Mais  fi  l'on  y  fait  bien  attention  ,  on  verra  que  ce  ferait  s'a- 
bufer  que  d'avoir  recours  à  ce  moyen ,  comme  plus  fimple. 

En  effet ,  on  ne  parviendrait  à  l'équation  finale  la  plus  bafle  , 
qu'après  avoir  exécuté  tout  au  long  le  calcul  de  l'élimination  , 
&  cela  fur  des  équations  plus  compofées  que  les  équations  pro- 
pofées :  travail  dont  on  doit  à  prefent  fentir  toute  la  longueur  >, 
&  qu'on  ne  doit  fe  déterminer  à  entreprendre  que  lorfqu'on  s'eft 
afluré  qu'on  n'aura  à  calculer  que  des  quantités  indifpenfableii 
pour  le  réfultat. 

Au  lieu  que  l'examen  de  la  véritable  forme  des  polynômes- 
multiplicateurs  ,  de  la  forme  la  plus  fimple  à  employer  pour  les 
équations  propofées,  telles  qu'elles  font ,  n'exige  qu'une  énumé- 
ration  méthodique,  &  par  un  procédé  certain,  du  nombre  des 
termes  de  l'équation-fomme ,  des  polynômes-multiplicateurs ,  ÔC 
des  polynômes  qui ,  par  le  nombre  de  leurs  termes  ,  expriment 
celui  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître.  Enumération  qui 
donne  l'exclufion  à  piufieurs  termes  de  ces  polynômes  ,  fans 

Oo  ij 
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qu'on  ait  befoin  de  procéder  au  calcul  de  l'équation-fomme; 

(3370  On  voit  donc  par-là ,  que  la  recherche  du  degré  de 
l'équation  finale  ,  n*eft  rien  moins  qu'une  recherche  de  pure  fpé- 
culation  dans  la  Théorie  des  équations.  Indépendamment  de  l'u- 
tilité qu'elle  peut  avoir  dans  tous  les  cas  où  il  eft  moins  queftion 
de  la  valeur  des  racines ,  que  de  leur  nombre  ,  &  ces  cas  ne 
font  pas  rares  (  Voyt^y  par  exemple,  48  ),  on  voit  ici  que  la 
forme  qu'on  doit  donner  aux  polynômes-multiplicateurs  pour 
arriver  avec  fureté  à  l'équation  finale ,  dépend  abfolument  de 
la  connoifïance  antérieure  du  degré  de  l'équation  finale.  Tant 
qu'on  n'aura  pas  cette  connoiflance  ,  on  aura  des  coëfHciens  arbi- 
traires à  la  vérité  ,  mais  qui  ne  feront  pas  tellement  arbitraires 
qu'on  ne  puifle  fe  tromper  dans  les  déterminations  qu'on  en  ferait. 

» 

Des  Equations  ou  le  nombre  des  inconnues  efi  moindre 
d'une  unité ,  que  le  nombre  de  ces  équations.  Procédé  le 
plus  expéditif  pour  arriver  à  l'équation  finale  réfultante 
d'un  nombre  quelconque  d'équations  a  pareil  nombre 
d'inconnues. 

(3  38-)  Lorsque  le  nombre  des  équations  furpafle  celui  des 
inconnues ,  d'une  unité ,  alors  l'équation  finale  eft  une  équation 
de  condition  entre  les  coëfficîens  des  équations  proposées.  Mais 
cette  équation  de  condition  peut  être  plus  ou  moins  fimple ,  félon 
le  procédé  qu'on  emploiera  pour  y  arriver.  Celui  que  nous  allons 
donner  ,  &  qui  eft  une  fuite  de  ce  que  nous  avons  dit  jufqu'ici , 
nous  paraît  le  plus  fimple.  Il  eft ,  en  même  temps ,  la  méthode 
îa  plus  expéditive  pour  arriver  à  l'équation  finale  réfultante  d'un 
nombre  quelconque  d'équations  à  pareil  nombre  d'inconnues. 

En  effet ,  lorfque  le  nombre  des  inconnues  eft  le  même  que 
celui  des  équations ,  on  peut  toujours  en  repréfentant  par  une 
feule  lettre  la  totalité  des  termes  en  x  (  fi  c'eft  par  rapport  à  x 
qu'on  veut  avoir  l'équation  finale  )  qui  affectent  une  même 
puûTance  ou  un  même  produit  des  autres  inconnues  ;  on  peut 
toujours  ,  dis- je  ,  donner  à  la  queftion  la  forme  d'une  queftion 
où  le  nombre  des  inconnues  eft  moindre  d'une  unité  que  le 
nombre  des  équations. 
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Par  exemple ,  fi  l'on  a  l'équation  .  . 

a  x*  -h  bxy  ■+•  cy*  •+•</*  -4-  ey      /  =  ©. 

En  faifant  c  »  ^,  bx  +  e=Bi  ax*  -h  dx  ■+•  /  — 
on  peut  mettre  l'équation  fous  cette  forme 

A  y      By  -t-  C  «  o  , 

c'eft-à-dire  fous  la  forme  d'un  équation  à  une  feule  Inconnue» 
Si  l'on  a  l'équation  à  trois  inconnues  . 

a  x%  •+•  £  *y  •+•  c  x  i  •+-  <//  +  ^î+/^=!ûj 
+  gx    -h  h  y  ki 

En  fàifant  d  =  A,  e  =  5  ,  /=  C,  3x  ¥  A  =  J3. 
cac-4-A;=.E,ûx*-4-gx  l  =  F  f  on  peut  mettre 
cette  équation  fous  la  forme  fuivante 

-H  Byi  ■+■  — 

Dj.   -h  £^ 

c'eft-à-dire ,  fous  la  forme  d'une  équation  à  deux  inconnues. 

En  prenant  ce  parti ,  on  abrège  cônfidérablement  les  calculs 
que  notre  première  méthode  exige  ,  parce  qu'on  a  un  bien 
moindre  nombre  de  coëfficiens  à  calculer.  Mais  avant  que  de 
préfenter  cela  tout-à-fàit  à  l'avantage  de  cette  féconde  méthode, 
il  eft  utile  de  débuter  par  la  comparaifon  de  l'une  &  de  l'autre. 

(339*)  En  laiflant  aux  équations  tout  leur  développement 
naturel ,  on  eft  toujours  fûr  par  la  première  méthode  de  ne  jamais 
excéder  le  degré  auquel  l'éauation  finale  doit  monter  ,  même 
lorfque  des  relations  particulières  entre  les  coëfficiens  ,  peuvent 
donner  lieu  à  l'abaiffement  de  l'équation  générale.  On  n  obtient 
cet  avantage  >  à  la  vérité  ,  que  par  le  calcul  d'un  très-grand 
nombre  de  coëfficiens.  Mais  lorfque  f  par  les  procédés  que  nous 
avons  fait  connoître ,  on  a  réduit  ces  coëfficiens  au  pîus  petic 
nombre  poflible ,  on  eft  aSkté  de  trouver  dans  le  réfuicat  j 
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non-feulement  l'équation  finale  qui  a  lieu,  abftra£Hon  faite  a*e 
toute  relation  particulière  entre  les  coëfnciens ,  mais  encore  tous 
les  fymptomes  qui  peuvent  indiquer  la  poflibilité  de  l'abaiflement 
^ev  cette  équation  ,  ce  qu'aucune  méthode  n'a  donné  jufqu'à 
préfent.  En  un  mot ,  on  trouve  dans  le  réfultat  tout  ce  qu'il  y  a, 
a  connoître  fur  les  équations  propofées  ,  &  l'on  évite ,  ainfi  que 
nous  l'avons  vu  (  282) ,  de  donner  à  l'équation  finale  des  racines 
qui  ne  peuvent  appartenir  à  la  queftion  ,  inconvénient  auquel  on 
eft  expofé  dans  la  méthode  ordinaire  pour  les  équations  a  deux 
inconnues,  &  qui  feroit  encore  plus  grand  dans  l'application  de 
cette  méthode  a  un  plus  grand  nombre  d'inconnues  ,  quand 
même  on  auroit  de?  moyens  d'éviter  que  cette  application,  n'a- 
joutât au  degré  général  de  l'éauation  finale.  En  un  mot ,  notre 
première  méthode  envifagée  analytiquement,  eft  ,  ce  me  femble  , 
auffi  parfaite  qu'il  eft  poflnMe. 

^  Mais  du  côté  de  la  pratique  ;  c*eft-à-dire ,  à  confidérer  la  com- 
modité &  lar  célérité  des  calculs ,  la  féconde  préfente  de  très- 
grands  avantages.  N'employant  qu'un  nombre  de  coëfficiens 
beaucoup  moins  confidérable  ,  fes  réfultats  feront  plus  fimples  , 
ainfi  que  les  moyens  pour  les  obtenir.  En  fuppofant  que  les 
équations  propofées  n'aient  entre  leurs  coërHciens  aucune  rela- 
tion qui  donne  lieu  à  l'abaifTement  de  l'équation  finale,  elle 
donnera  cette  équation  finale  de  la  manière  la  plus  expédirive  qu'il 
paroît  poflible  de  l'obtenir. 

Nous  difons  de  la  manière  la  plus  expédirive  qu'il  paroît  pofTible 
de  l'obtenir,  6c  non  pas  toujours  l'équation  la  plus  (impie  qu'il  foit 
poffible.  En  effet ,  quoique  les  réfultats  de  cette  féconde  méthode 
comparés  à  ceux  que  Ton  tenteroit  d'obtenir  par  la  méthode  d'élimir 
nation  fucceffive,  foient  immenfément  moins  corapofés,  &  dégagés 
des  facteurs  exceflivement  compliqués  fie  étrangers  à  la  queftion , 
auxquels  cette  dernière  conduit  fans  pouvoir  d'ailleurs  les  fairé 
feconnoître  j  elle  ne  fera  pas  néanmoins  généralement  exempte 
<îe  donner  à  l'équation  finale  un  ou  plufieurs  fà&eurs.  Ces  fac- 
teurs, à  la  vérité,  ne  feront  pas  étrangers  à  la  queftion  ;  mais 
ils  n'indiqueront  prefque  toujours  que  des  folutions  de  la  nature 
de  celles  que  nous  avons  fait  connoître  (  279  &  287  )  ;  en  forte 
que  ne  procurant  fur  la  queftion  que  des  lumières  (buvent  faciles 
a  prévoir ,  il  feroit  à  défirer  fans  doute  qu'ils  Ae  fe  mêkuTent  pas 
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à  la  queftion  générale.  Mais  quoiqu'on  puiffe  évita-  ces  Fadeurs 
dans  plufieurscas,  &  qu'en  particulier  on  le  puiffe  toujours  lor£ 
•qu'il  n'y  a  que  deux  équations  ,  il  paroîc  fort  douteux  qu'on 
puiffe  avoir  une  méthode  générale  pour  arriver  à  l'équation  finale 
d'un  nombre  quelconque  a  équations ,  farra  avoir  de  ces  fadeurs 
parafites  ;  dès  Qu'il  eft  aueftion  de  méthodes  générales ,  la  nature 
de  l'Analyle  appelle  inflifîéremment  les  lôlutions  générales  ,  & 
les  (blutions  particulières  ;  &  voilà  la  caufe  qui  peut  faire  douter 
que  dans  cette  féconde  méthode ,  on  parvienne  à  éviter  géné- 
ralement les  fadeurs  dont  il  s'agit. 

Mais  fi  d'un  côté  il  ne  paroît  pas  poflible  d'éviter  généralement 
ces  facteurs ,  du  moins  arrivera-t-il  for t  fouvent  qu  ils  fe  mani- 
fefteront  avant  la  fin  du  calcul ,  comme  nous  en  avons  déjà  eu 
des  exemples  ,  &  comme  nous  en  aurons  encore.  Alors  on 
pourra  les  extraire ,  &  Amplifier  par-là  le  refte  du  calcul.  Dans  le 
petit  nombre  de  cas  où  le  fadeur  n'arrivera  qu'avec  l'équation 
finale  ,  il  pourra  être  plus  difficile  de  le  diftinguer  ;  nous  en 
donnerons  cependant  les  moyens. 

Voilà,  cemelemble  ,  tout  ce  qu'on  peut  de*firer  fur  cette 
féconde  méthode  d'élifnihàtion  :  ou  qu'elle  évite  les  fadeurs  qu'il 
n'eft  point  important  de  calculer  ;  ou  fi  elle  ne.  peut  les  éviter  , 
qu'elle  les  faflê  connoître ,  en  forte  qu'on  puiffe  les  extraire  <le 
l'équation  finale. 

Des  Polynômes-multiplicateurs  propres  à  l' élimination 
dans  cette  féconde  méthode, 

(  3  4°«  )  0  E  que  nous  avons  dit  de  la  forme  générale  des 
polynômes-multiplicateurs  dans  les  équations,  lorfque  leur  nombre 
eft  égal  à  celui  des  inconnues ,  s'applique  également  dans  le  cas 
où  le  nombre  des  inconnues  eft  moindre  d'une  unité  que  le 
nombre  des  équations. 

Cette  forme  doit  toujours  être  telle  que  l'expreflion  du  degré 
de  l'équation  finale  foit  une  différenciellè  exade  d'un  ôrdre  égal 
au  nombre  des  équations:  Or  dans  le  cas  où  l'on  a  une  équation 
de  plus  qu'il  n'y  a  d'inconnues ,  le  réfultat  de  l'élimination  devant 
être  une  équation  de  condition ,  c'eft-à-dire ,  ne  renfermer  aucune 
des  inconnues ,  le  degré  de  l'équation  finale  doit  être  z&Oé 
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Ceft  auflî  ce  qui  aura  toujours  lieu,  en  prenant  la  forme  de* 
polynômes-multiplicateurs  telle  que  nous  le  difons.  Car  fi  l'on 
a ,  par  exemple ,  trois  inconnues  fie  quatre  équations  repréfen- 
tées  par 

fu... sj'  =  o, 
(u...i)<  =  o, 
(u„.5)*Bm  O, 

» 

lueurs  polynômes-multiplicateurs  refpecYifs  feront 

(u...3)T  +  ,+t 
fu..\3JT-ht  +  t'+t% 

Le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  premier  fera 
Le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  fécond  fera 

d*N(u  . ..  3;r+ . .  ( T+t ). 

Le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  troifième  fera 

<*  ay«  . . .  ?;r+ • + 1+ •  •  ( T+t  V'+ ,M  )• 

Et  enfin  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  quatrième  fera 

Puis  donc  que  le  nombre  des  termes  à  faire  dhparoître  ,  eft  le 
nombre  total  des  termes  de  l'équation-fomme ,  moins  un  ,  il 
feut  que 

Qt  cette  équation  ,  ainfi  que  nous  en  avons  déjà  eu  des 
•    '  i  exemple» 
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exemples  (jop)  peut  être  ramenée  à  celle-ci 

équation  qui  a  évidemment  lieu ,  puifque  N(u...^ JT+'  + 
h'eft  qu'une  fonction  de  trois  dimenfions  (  1 2  &  39  ). 

(  3  4 1  •  )  Quar»t  aux  équations  incomplettes ,  la  forme  géné- 
rale que  nous  avons  enfeigné  à  déterminer ,  lorfque  le  nombre 
des  inconnues  eft  égal  à  celui  des  équations  ,  conviendra  encore 
également ,  lorfque  le  nombre  des  inconnues  fera  moindre  d'une 
unité  que  le  nombre  des  équations  :  mais  il  faut  ajouter  quelques 
obfervations. 

(  3  4 )  Si  l'on  fe  rappelle  ce  que  nous  avons  dit  (  84  &  fuiv.  ), 
,  on  pourrait  penfer  que  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs 
n'étant  pas  unique ,  on  auroit  befoin  aulfi  pour  le  cas  actuel  , 
de  vérifications  femblables  à  celles  qui  ont  été  preferites  (  1 20  cV 
fuiv.  )  pour  s'affurer  entre  toutes  les  différentes  formes ,  quelle 
eft  celle ,  ou  quelles  font  celles ,  qu'on  peut  admettre  ou  qu'on 
doit  rejetter.  Il  faut  donc  faire  voir  que  dans  le  cas  préfent  , 
toutes  les  différentes  formes  expofées  (120  &  fuiv.) ,  ôc  toutes 
celles  qui  pourront  avoir  lieu  dans  toutes  les  autres  équations , 
feront  toutes  admiffibles.  Il  n'y  aura  d'autres  conditions  à  fatis- 
faire ,  fi  non  que  tous  les  polynômes-multiplicateurs  des  équa- 
tions propofées ,  l'équation-fomme  ,  &  tous  les  polynômes  qui , 
par  le  nombre  de  leurs  termes  ,  expriment  celui  des  termes  qu'on 
peut  faire  difparoître  dans  chaque  polynôme  -  multiplicateur  , 
appartiennent  tous  à  une  même  forme,  peu  importe  d'ailleurs 
laquelle. 

(343*)  En  effet,  fi  pour  plus  de  fimplicité,  nous  ne  confidé- 
rons,  comme  nous  l'avons  fait  {Livre premier)  qu'un  feul  polynôme- 
multiplicateur;  l'expreflion  du  nombre  des  termes  reftans  après  en 
avoir  fait  difparoître  tous  ceux  qu'il  eft  poffible  d'en  faire  difpa- 
roître ,  à  l'aide  de  toutes  les  équations,  autres  que  celle  dont 
nous  confidérons  actuellement  le  polynôme-multiplicateur  ,  fera 
une  différentielle  exa&e  de  l'ordre  n,  11 -H  1  étant  le  nombre 
total  des  équations. 

Par  la  même  raifon,  l'expreflion  du  nombre  des  termes  reftans, 
en  admettant  les  termes  d  introduction  fictive  (  no  ) ,  fera  aufTi 
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une  différentielle  exa&e  de  l'ordre  n  ;  donc  la  différence  entre  le 
nombre  des  termes  reftans  fans  introduction  fiûive ,  &  le  nombre 
des  termes  reftans  en  vertu  de  l'introduction  fictive ,  ftra  une 
différentielle  exaâe  de  l'ordre  n  -t-  i.  Mais  comme  le  nombre 
des  inconnues  eft  n  ,  la  dimenfion  totale  des  variables  qui  entrent 
dans  l'expreflïon  de  ce  nombre  de  termes,  ne  peut  auffi  être 
que  donc  cette  dernière  différentielle  fera  =•  o  ;  donc  l'in- 
troduction fictive  ne  fera  pas  difparoître  plus  de  termes  qu'on  n'en 
feroit  difparoître  fans  elle  ;  ôc  comme  ce  raîfonnement  eft  appli- 
cable à  chacune  des  formes  dont  peut  être  fufceptible  l'expreflïon 
du  nombre  des  termes ,  on  peut  prendre  le  polynôme-multipli- 
cateur dans  telle  de  ces  formes  que  1  on  voudra. 

Donc  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  n'eft  aflujétie  par 
aucune  des  conditions  mentionnées  (  120 &Juiv.). 

(344.)  II  n'y  a  donc  d autres  conditions  à  obferrer  que  de 
prendre  tous  les  polynômes-multiplicateurs  dans  une  même  quel' 
conque  des  formes  mentionnées  (120  &  fuiv.  ),  ôc  d'affujétir  à  cette 
même  forme,  l'équation- fomme ,  ôc  tous  les  polynômes  qui ,  par 
le  nombre  de  leurs  termes ,  expriment  celui  des  termes  qu  on  peut 
fcire  difparoître  dans  chacun  des  polynômes- multiplicateurs. 

Procédé  de  la  Méthode. 

(34^0  Non-seulement  on  imitera  pour  déterminer  la 
forme  générale  des  polynômes-multiplicateurs ,  ce  qui  a  été  fait 
(  224  )  pour  le  cas  où  le  nombre  des  équations  étoit  égal  à  celui 
des  inconnues;  mais  on  fè  conformera  encore  au  procédé  que 
pous  avons  preferit  (  306  &  fuiv.  )  dans  le  même  cas,  pour  réduire 
ces  polynômes-multiplicateurs  à  la  forme  la  plus  Ample  ,  c'eft- 
à-dire,  au  plus  petit  nombre  de  termes  poflible. 

Et  dans  le  cas  on  l'expreflïon  du  nombre  des  termes  de  la 
forme  qu'on  aura  adoptée ,  fera  elle-même  fufceptible  de  plufieurs 
formes  différentes  ,  on  prendra  arbitrairement  l'une  quelconque 
de  ces  formes  ,  6c  on  y  aflujétira  tous  les  différens  polynômes 
dont  on  fera  ufage ,  foit  comme  polynômes-multiplicateurs  ,  foit 
comme  concourans  à  l'expreflïon  du  nombre  des  termes  qu'on 
peut  faire  difparoître  dans  ces  polynômes-multiplicateurs. 

Les  pelynomca-rnultiplicateurs  étant  ainfi  choifis  a  éc  réduk* 
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crtfuite  à  la  forme  la  plus  fimple  ,  on  fuivra  pour  le  calcul  de 
Féquation  finale ,  le  même  procédé  que  dans  le  premier  cas  ,  à 
l'exception  feulement  qu'on  ne  fe  propofera  pas  de  déterminer  les 
valeurs  particulières  de  ces  coëfficiens  indéterminés  ,  valeurs 
dont  on  n'a  nullement  befoin  ,  6t  dont  nous  avons  même  vu 
qu'à  parler  exactement,  on  n'avoit  pas  befoin  non  plus  dans  la 
première  méthode.  On  fera  fucceffivement  le  calcul  des  diffé- 
rentes lignes,  en  parcourant  fucceffivement  tous  les  différens 
termes  dé  l'équation-fomme ,  dans  tel  ordre  qu'on  le  jugera  à 
propos  :  la  dernière  ligne  égalée  à  zéro  ,  fera  l'équation  dp 
condition ,  ou  l'équation  finale  cherchée. 

EclaircùTons  tout  cela  par  des  exemples. 

I.er  Exemple  cénéral. 

t  346')  Propolbns-nous ,  pour  premier  exemple  général,  l'é- 
limination dans  les  équations  de  degré  quelconques  ,  à  deux 
inconnues. 

Ces  équations  mifes  fous  la  forme  d'une  feule  inconnue  ,  font 
donc  repréfentées  par  ( x. . .  ij'zso ,  (x .  i o. 

Le  polynôme-multiplicateur  de  la  première  (  s  24)  eft ,  en  gé« 
néral,  de  la  forme  (x..,  iJT+t'i  &  celui  de  la  feconde,  de 
la  forme  (x,. .  1  JT+t. 

Sous  cette  forme  le  degré  de  l'équation  finale  devant  être 
zéro ,  rien  ne  détermine  la  valeur  de  T  fi  non  aue  T  -\~t'  ne 
fbit  pas  plus  petit  que  fans  quoi  on  donnerait  l'exclufion  à  des 
termes  que  l'équation  (x . . .  1  jl   ne  donne  pas  moyen  d'exclure. 

Je  fuppofe  donc  T  s=a  o  ;  &  les  polynômes  -  multiplicateur 
deviennent/*  . ...  1  )*'  6c  / x. . .  ij*. 

Pour  fàvoir  fi  l'on  ne  peut  pas  encore  réduire  cette  forme  , 
j'obferve  que  le  nombre  des  coëfficiens  inutiles  eft  1  ,  &  dans  la 

S lus  haute  dimenfion.  Je  vois  donc  que  dans  la  plus  haute 
imenfion  de  l'équation-fomme  ,  laquelle  eft  de  la  forme 
f.x  . . .  i  j*  "*■  * 'a=  o  ,  je  Saurai  qu'un  coefficient  utile  pour  faire 
difparoître  le  terme  x'-*-1';  ce  coefficient  fera  donc  =  o,  fi, 
comme  j'en  fuis  le  maître ,  je  fuppofe  fon  analogue  dans  l'autre 
polynôme  -  multiplicateur  =j  o. 

PP  ij 
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La  forme  des  deux  polynômes-multiplicateurs  ,  peut  donc  être 
réduite  à  (x  . . .  i )€mm  1  ,  &  (x..,  l )t~l  ;  ce  qui  s'accorde 
parfaitement  avec  ce  que  nous  avons  dit  dans  les  Mémoires  de 
t Académie  des  Sciences  ,  année  1364,  &  qu'alors  nous  avorfs 
trouvé  par  une  voie  bien  différente. 

(347«)  Ainli  s'il  s'agit  de  deux  équations  de  la  forme 
ax%  -t-^jc-f-cssao, 

je  multiplie  chacune  par  un  polynôme  de  la  forme  A  x  H-  B  x 
&  j'ai  pour  équation  -fomme,  une  équation  de  cette  forme 

Aax1  -+-  Abx%  «4-  Acx  H-  Bc  —  o, 
-f-    Ba   ■+-  Bb 

•  Egalant  à  zéro  le  coefficient  total  de*',  celui  de  x*  f  &c.je 
précède  au  calcul  de  AA'B  B' ,  comme  il  fuit  : 

Première  ligne  a  A'  B  B' 

Seconde  ligne  ....  (  aV)B Br—  a  A  a  B  ' 
Troilîème  ligne.. (  a  V  )bB'  —  (ae')aBr 

en  rejettant  le  terme  où  refferoit  A  '  qui  n'étant  point  dans  la 
dernière  équation,  ne  peut  plus  influer  fur  l'équation  finale. 

Quatrième  ligne  (  a.  y  )  .  (  b  c'  )  —  (  a  c'  )\ 

On  a  donc  pour  équation  finale  (ab1  ).(b  c')  —  (ad )x  ■*  o» 

* 

(  3  480  Si  les  deux  équations  propofées  font  de  cette  forme 

ax*      b  x%  •+>  ex  -f-  </s=o. 

Chaque  polynôme-multiplicateur  étant  (  345  )  de  la  forme 

'  Ax%  H-  Bx  -t-  C. 

L'équation-fomme  fera  de  la  forme 

Aax<  -+-  Abx*  -+-  Acx'  -hAdx*  -+-  Bdx  •+*  Cd  =z  0jr 
Ba    -+-    Bb    -4-  Bc    H-  Ce 
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On  aura  donc  comme  il  fuit 

 v  •  * 

Première  ligne. . . .  a  A  '  B  B  ' 

Seconde  ligne.. ...  l(a b')BB'  —  « ^'a B'} ÇC 

Troifième  ligne.. .  [ (a  V)  bB'  —  (a S)  aB'  +  a  A'(a b')  ]CC  -h[  (a  b')BB'  —  dA'aB'^aC 

Quattième  ligne.. .  {(ab')^bc')  —  (ac').(ac')  +  (ad').(ab')  lCC'—l(ab')bB'—(ac')aB'}  bC 
■+■  i(ab')cB'—  (aJ')aB']aC 

En  remettant  les  termes  où  refteroient  A  '  &  B  B'  qui  ne  peuvent 
plus  avoir  d'influence  fur  l'équation  finale 

Cinquième  ligne.. .  I (ab').(Sc')  -  (ac').(àc') -f-  (ad1  ).(ab' frC  —  l(ab'Xb d<)-(ac')Jaf) lbC 
,  l(ab').(,d<y^(ad'),(0d')UC1 

En  rejettant  les  termes  ou  refteroit  B' 
ligne. 

-h  £<-«*»>.  (**')-  (*d>)>](ad>) 

•      1  \%  m  m  9  J* 

l  L'équation  finale  eft  donc  r 

l  (a  b').(b c')  -  (a  c')>      f« d  '  )  ,<a y)  ]  (W)  —  [  (aV)  .  jf<Rf»J  —  (,  c <) .  (a  </'>]  (b  d')  1 

Il  eft  trop  facile  actuellement  d'appliquer  aux  degrés  fupérieurs, 

pour  que  nous  croyons  devoir  multiplier  ces  calculs. 

•    "  "  .     .-  >  «  * 

....  a. ■««...  ■       ■  * 

•    lh*   Exemple  général. 

(  3  4-9»)  Propofons-nous  pour  fécond  exemple  général ,  l'éli* 
mination  dans  les  équations  complettes  à  trois  inconnues. 

Ces  équations  mifes  fous  la  forme  d'équations  a  deux  incon- 
nues, peuvent  être  repréfentées  par  trois  équations  de  Cette  forme? 

( x  . . .  2j*  =  o  9  i  - 

o. 

ï-e  pol  y  norac  -mul  t  iplîcateur  de  la  première  fera.  ..  f  x  .  •  .  i  J  '''3 

T+  t  •+■  t' 

Celui  de  la  féconde  fera.  ..,.....*.....(  x ...  t  )  r 
Et  celui  dé  la  rroifième  fera.  (***■.%)  * 


is  le  degré  de  l'équation  finale  devant  être  zéro ,  T  n dS 
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affujéti  par  aucune  condition ,  fi  non  que 

ou  que  tout  au  plus  il  y  ait  égalité.  Ces  conditions  réfultent  de 
ce  que  l'expreffion  du  nombre  des  termes  qu'on  peut  faire  dilpa- 
roître  dans  run  quelconque  des  trois  polynômes-multiplicateur? , 
à  l'aide  des  deux  autres  équations ,  doit  être  un  nombre  entier 
pofitif  ;  or  cette  expreflion ,  pour  le  premier ,  par  exemple ,  eil 

T     t"  T  +  t'  î* 

tf(x.„%)    T    +  N(x...x)         —  N(x...x)  i 

donc  fi  l'on  avoit  T  -4-  r*  -t-  r"<//  >+-  f  9  ou  T  <  o  t 

N( x . . .  zj  T  feroit  négatif,  fie  nous  ne  ferions  point  autorifés 
à  employer  les  expreflions  que  nous  avons  trouvées  {  39  )  pour 

( x, . .  n) T. 

Nous  pouvons  donc  luppofer  touttle  fuite  ,  T  ifc  0,  &  prendre 
les  poly  nom  es-multiplicateur  s ,  comme  il  fuît  : 

»'  +  «'■ 

Pour  la  première. •>••••  (  x . ) 

Pour  la  féconde.  (*  . . .  %)'  +  *" 

Pour  latroilième.  **• 

Pour  favoir  préfentement  fi  cette  forme  eft  la  plus  (impie  4 
j'obferve  que  l'équation-fomme  qui  fera  de  la  forme 

(x. . .  a  >' +  +  o  ,  aura  dans  la  plus  haute  dimenfion  ,  un 
nombre  de  termes  «r+i'+t"  +  i  à  faire  difparoître. 

La  plus  haute  dimenfion  du  premier  polynôme-multiplicateur 
Fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  f  -4-  f  -4-  "1  — *" —  t 
—  t? —  i-+-i=o. 

La  plus  haute  dimenfion  du  lêcond  polynôme-multiplicateur,  four- 
nira un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  r-H  *"-+-!  —  t  —  1  =  r". 

Enfin  la  plus  haute  dimenfion  du  troifième  polynôme-multipli- 
cateur, fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  r  •+•  r*-f- 1. 

C'eft-à-dire,  que  de  la  part  des  trois  plus  hautes  dimehfiojis 
des  trois  polynômes-multiplicateurs ,  il  y  aura  un  nombre  de 
coëfficiens  utiles  +  , 

Donc  on  aura ,  pour  faire  difparoître  tous  les  termes  de  la  phis 
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fcawe  dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  prëcifément  autant  de 
coëfficiens  que  de  termes  à  faire  difparoître  j  donq  chacun  de 
ces  coëfficiens  fera  tm  o. 

Les  polynômes-multiplicateurs  des  trois  équations  prqpofôesj 
peuvent  donc  être  pris ,  comme  il  fuit  : 

four  la  première.  ( /'  *  **** 1 

Pour  la  féconde  (x ...  i  /  +  * 

Pour  la  troifxème,.  . , • . f*. . , s  /  +  *• 

,  ,  1 1  J  O.  )  Si  l'on  examine  de  la  même  manière  la  pfus  hauta 
dimenfion  de  l'équation-fomme  réfultante  de  cette  forme,  oit 
verra   qu'elle  aura  un  nombre  de  termes  à  faire  difparoître 

Que  h  plus  haute  dimenfion  du  premier  polynome-multiplica* 
teur ,  donnera  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  m  V  4-  s* 

ï   —    l"    Mi  o. 

Que  la  plus  haute  dimenfion  du  fécond  porynome-multipli- 
cateur ,  donnera  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  t  -h  t" 
—  t  —  t". 

Et  que  la  plus  haute  dimenfion  du  troifième  polynome-multipli-« 
cateur,  donnera  un  nombre  de  coëfïiciens  utiles  =;+/'. 

Donc  de  la  part  des  trois  plus  hautes  dimenfions  des  trois 
polynômes-multiplicateurs  ,  il  y  aura  un  nombre  de  coëfficiens 
utiles  =  /  +  r'+ry,  c'eft-à-dire ,  égal  au  nombre  des  termes 
qu  on  aura  à  faire  difparoître.  Donc  chacun  de  ces  coëfficiens 
fera  =  ç.  ;  donc  les  trois  polynômes  -  multiplicateurs  peuvent 
être  pris  ,  comme  il  fuit  : 

Pour  la  première  équation.  ;  *  ( * .1.»  jf* 

Pour  la  féconde  ,  (*...*/ "* 

Pour  la  troifième.  ( x. .  .  »  )'  *  '  *• 

Mais  li  l'on  fait  un  pareil  examen  fin*  la  plus  haute  dimenfion 
de  l'équation-fomme  refùltante  de  cette  nouvelle  forme ,  on  verra 
que  le  nombre  des  termes  de  cette  dimenfion  fera  *  -h  /-*•  f«- U 

Que  h  pbs  haute  oUmeniion  du  premier  polynome^ulripliçateiuç 
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fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =s  ^  -t-  r"  —  i  M  ^4.  | 

—  -f-  1  =  1. 

Que  la  plus  haute  dimenfion  du  fécond  polynôme -multipli- 
cateur  fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  c  -+•  i' —  ii 

—  f  -+-  i  =  r". 

Et  que  la  plus  haute  dimenfion  du  troifième  polynome-multipU- 
cateur,  fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  —  r  «+■  t? —  1. 

Donc  de  la  part  des  trois  plus  hautes  dimenfions  des  trois  poly- 
nômes-multiplicateurs ,  il  y  aura  un  nombre  de  coëfficiens  utiles 
fc=  f  +  r'+t",  c'eft-à-dire,  plus  grand  d'une  unité  que  le 
nombre  des  termes  qu'on  aura  à  faire  difparoître  ;  donc  on  ne 
peut  fuppofer  chaque  coefficient  =»  o. 

Donc  les  trois  polynômes-multiplicateurs  (x\  .  .  2 )''  +  *"—  *p 
(oc...*)"*-  '"-*,  fc, , ,  aj*  +  »  ne  peuvent  être  abaùTés 
à  une  moindre  dimenfion. 

(35l»)  H  refte  maintenant  à  examiner  (  x  6cy  étant  les 
'deux  inconnues  à  éliminer  )  s'il  eft  néceflaire  que  x  6c  y  mon-« 
tent  chacune  à  la  dimenfion  totale  du  polynôme.     .  . 

Je  remarque  d'abord  que  l'équation-fomme  n'aura  qu'un  fèul 
terme  où  y  monte  à  la  dimenfion  t  -+•  t1  -f- 1"  —  2  ;  que  pour 
ia  deftrucîion  de  ce  terme  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des 
trois  polynômes  -  multiplicateurs ,  fera  égal  à  zéro  ,  c'eft-à-dire  , 
au'il  y  aura  moins  de  coëfficiens  utiles  que  de  termes  à  faire 
difparoître,  puifque  pour  un  terme  à  faire  difparoître  ,  il  n'y  a 
point  de  coëfficiens  utiles  ;  donc-  fi  conformément  à  ce  que 
nous  avons  dit  (  32J),  on  imagine  qu'au  lieu  de  former  les 
trois  équations  arbitraires  qu'on  peut  former  ici  ,  on  n'en  forme 
que  deux,  &  qu'on  emploie  la  troifième  à  la  deftru£Uon  du 
terme  dont  il  s'agit  ;  chacun  de  ces  trois  coëfficiens  arbitraires 
fera  zéro ,  .6c  il  reftera  une  équation  arbitraire  fur  la  totalité  des 
trois  polynômes  qui  feront  alors ,  comme  il  fuit  : 

Pour  la  première  équation. . ..  (x*  *, y*  +  '     5 ;  '  +* 

"      Pour  U  féconde.  •  .  ( /  V.  T -\./  *    ~  »>'  + 

Pour  (a  troifième  (V  +  ! \  /  +       V +    - *• 
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i  3  S  ^  •  )  Dans  cette  nouvelle  forme  des  polynomes-multipli- 
tateurs ,  l'équation-  fomme  fera  donc  de  la  forme 

Il  y  aura  donc  deux  termes  où^  montera  au  degré  r-j-r7-*-*7— f 
lefquels  feront  xy*  +  '•+-<"- J,  &     +  +  «'-?. 

Pour  la  deftru&ion  de  ces  deux  termes ,  Jes  trois  polvnomes- 
mulrjplicateurs  fourniront  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  —  S 
*—  6  ea  o  ;  donc  fi  l'on  conçoit  que  des  fix  équations  arbitraires 
que  l'on  aura  à  former  ,  on  n'en  forme  que  quatre,  &  qu'on  em- 
ploie les  deux  autres  à  la  deftruâion  des  deux  termes  dont  il 
•'agit,  les  fix  coëfficiens  des  trois  polynômes-multiplicateurs  qui 
ont  donné  les  termes  y* —  3  <ians  l'équation -fomme,  fe- 
ront zéro  ;  &  ces  polynômes-multiplicateurs  feront  réduits  aux 
formes  fuivantes 

Pour  la  première  équation. ...  (x  ,y  ) 

Pour  la  féconde  *  (tt  ,y  ) 

Pour  la  troifième..  (x  ,  y  ) 

avec  trois  équations  arbitraires  qui  relieront  à  former  :  lavoir  $ 
une  provenante  de  la  première  réduction  &  deux  provenantes 
de  la  féconde.  Mais  il  faut  bien  obferver  que  de  ces  trois  équations 
arbitraires,  on  ne  peut,  en  attribuer  plus  de  deux  à  la  plus  haute 
dimenfion. 

(  3  5  30  Par  un  raifonnement  femblable  ,  on  s'aflurera  que  les 
polynômes  -  multiplicateurs  peuvent  être  réduits  à  la  forme 
fuivante 

Pour  la  première  équation....  (x  ,y  ) 

Pour  la  féconde.  ........  fa  ,  je  ; 

Pour  la  troifième.  +  +  t  — 

avec  fix  équations  arbitraires  à  former  dans  l'équation  -  fomme  ; 
favoir ,  une  provenante  de  la  première  réduction  ,  deux  de  la 
féconde,  &  trois  de  la  troifième.  Et  l'on  oblervera  que  de  ces 
fix  équations  arbitraires ,  il  ne  peut  en  appartenir  plus  de  trois  à 
la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  plus  de  deux  à  U 


Digitized  by  Google 


3o5     EQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

féconde  dimenfion  en  defcendant  ,  fi  l'on  en  a  attribué  trois  à 
la  première  ;  &  plus  d'une  à  la  troifième ,  fi  l'on  en  a  attribué 
cinq  aux  deux  fupérieures. 

(354.)  En  général,  on  s'aflurera  par  le  même  raifonnement 
que  les  polynômes  -  multiplicateurs  peuvent  être  réduits  aux  formes 
fuivantes 

Pour  !a  première  équation...  (  x  >y  ) 

Pour  la  féconde.  .......(*  ,  y  ) 

Pour  la  troifième  (  x  ,  y  ) 

avec  (mldS2  équations  arbitraires  à  former  dans  l'équation- 

fomme  ;  favoir,  un  nombre  =  q  dans  la  première  ou  plus  haute 
dimenfion ,  un  nombre  =  q  —  1  dans  la  féconde ,  un  nombre 
=  q  —  2  dans  la  troifième ,  &  ainfi  de  fuite. 

(  3  5  5-)  P°ur  àxz*  k  P*us  grande  valeur  de  q  ,  nous  fuppo- 
ferons  t >  f/>  r",  ce  dont  on  eft  toujours  le  maître,  parce  qu  on 
peut  toujours  prendre ,  pour  première  équation  ,  celle  que  l'on 
voudra. 

Alors  ce  que  nous  venons  de  dire  ,  aura  Heu  jufqu'à  q  =  t"  — 1 
inclufivement  ;  en  forte  que  la  forme  des  trois  polynômes- 
multiplicateurs  peut  être  prife ,  comme  il  fuit  : 

t-+t"~z    r—  1  «»+«"—  * 

Pour  la  première  équation...  (  x  *  y  ) 

t  •+■*"—  1     t  —  1  t-f-t"— * 
Pour  la  féconde  (  *  »  y  ) 

Pour  la  troifième  f  *  ,y  ) 

avec  les  mêmes  nombres  d'équations  arbitraires  que  nous  venons 
de  dire. 


(  3  Jfj.)  Mais  ce  n'eft  point  encore  là  la  forme  générale  la 
plus  fimple  relativement  à  _y. 


Que  pour  faire  difparoître  dans  l'équation-fom 
affettésdeJ',+  '-,  qui  font  au  nombre  de  t" , 


fomme  les  termes 
on  aura  de  la 
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part  du  premier  polynôme-multiplicateur  ,  un  nombre  de  coëf- 
ficiens  utiles  =  o. 

De  la  part  du  fécond,  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  o. 

Et  de  la  part  du  troifième ,  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  — 

Donc  on  aura  précisément  autant  de  coëfficiens  utiles  ,  que  de 
termes  à  faire  difparoître  ;  donc  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  =>  o. 

Donc  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  peut  être  réduite, 
comme  il  fuit  : 

Pour  la  première  équation.,  (x  yy  ) 

Pour  la  féconde  (x  ,  y  ) 

.  .  i+i'-»     1  +  1'-»"-»  i+i'-i 

Pour  la  troifième  (x  ty  )  • 

Et  en  général  à  celle  qui  fuit 

Foor  le  premier  polynôme...  (x  ty  ) 

Pour  le  fécond-  (x  ty  ) 

Pour  le  troifième  (x  ty  ' 

Jufqu  à  ce  que  t!  —  <(  *—  r"  —  1  ;  c'eft-à-dire  ,  jufqu  a  ce  que 
q'  —  t?  —  f"  1  ;  car  le  raifonnement  que  nous  venons  de  faire, 
aura  lieu  jufques-là.  Mais  dès  qu'on  aura  q'  =lf  —  t "  1  ;  alors 
il  ne  fera  plus  pofTible  d'abaifler  la  forme  relativement  zy. 

En  effet ,  la  forme  des  trois  polynômes-multiplicateurs  fera  alors 

Pour  le  premier  polynôme...  (x  ,  y  ; 

Pour  le  fécond  (x  ,  y  ) 

Pour  le  troifième  (x  ,,y  ) 

Or,  dans  cet  état,  où  il  n'eft  plus  poffible  de  faire  dilparoître 
aucun  terme  dans  le  premier  polynôme  -  multiplicateur  ,  foit  à 
l'aide  de  la  première  équation ,  foit  à  l'aide  de  la  féconde ,  on 
verra  que  pour  faire  difparoître  dans  l'équation-fomme ,  tous  les 
termes  affectés  dej,'"f-'  ~  1  qui  font  au  nombre  de  t' ,  on  aura 
de  la  part  du  premier  polynôme-multiplicateur  ,  un  nombre  de 
coëfficiens  utiles  = 
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De  la  part  du  fécond,  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  oV 

Et  de  la  part  du  troifième ,  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  A 

Donc  le  nombre  2  t*  des  coëfficiens  utiles  ,  excédant  le 
nombre  t!  des  termes  qu'on  aura  à  faire  difparoître ,  on  ne  peut 
fuppofer  que  chacun  de  ces  coëfficiens  deviendra  zéro  ;  donc 
relativement  à  y9  la  dernière  forme  ci-deffus  des  polynômes- 
multiplicateurs  eft  aufli  fimple  qu'il  eft  poffible, 

(3  J  7.)  Examinons  préfentement  cette  forme  relativement  a  x. 

Il  n'y  aura  ,  dans  l'équation-fomme  ,  qu'un  feul  terme  af- 
fe&é  de*'  *♦*  +  *"~  *J  pour  le  faire  difparoître,  les  trois  polynômes- 
multiplicateurs  fourniront  trois  coëfficiens  dont  deux  feulement 
peuvent  être  réputés  utiles  ,  parce  qu'on  peut  en  faire  difparoître 
un  dans  le  fécond.  On  auroit  donc  plus  de  coëfficiens  utiles  que 
de  termes  à  faire  difparoître  ;  &  par  conféquent  il  paroîtroit 
qu'on  ne  peut  fuppofer  =ao  le  coëfficient  de  chaque  terme  en  x 
pur ,  dans  chaque  polynôme-multiplicateur.  Mais  on  doit  fe  fou- 
venir  (3^4)  qu'il  nous  reûe  à  former  un  nombre  d'équations  arbi- 
traires =  ^-^Of  »  )if  Si  donc  ron  con(.oit  qu.on 

en  emploie  une  dan9  le  cas  préfent  ,  nous  retomberons  dans  le 
cas  de  n'avoir  qu'autant  de  coëfficiens  utiles ,  que  de  termes  à 
faire  difparoître  ;  donc  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs 
peut  être  réduite ,  comme  il  fuit  : 

t+tH—i  i'-ii'+i'-i 

Pour  le  premier  polynôme.,  (x  %  y  ) 

t+t  —  j     t—  »'+t"—  1  * -f-  »"■»»" 
Pour  le  fécond.  (x  ,  y  ) 

ta-i'—i      t  —  t    r  +  l'wl 
Pour  le  troifième  (*  ,  y  ) 

Si  nous  raifonnons  de  même  fur  les  termes  affeâés  de 
3  dans  l'équation-fomme  ;  nous  verrons  i.°  qu'ils 
font  au  nombre  de  deux  ;  2.0  Que  pour  la  deftru£tion  de  ces 
deux  termes  ,  les  trois  polynômes-multiplicateurs  fourniront  fix 
coëfficiens  dont  quatre  feulement  peuvent  être  réputés  utiles  , 
parce  qu'il  eft  poffible  d'en  faire  difparoître  deux  dans  le  fécond  ; 

&  fi  l'on  fait  attention  que  fur  le  nombre  -  1  d'é- 
quations arbitraires  qui  nous  reftent  à  former  ,  on  peut  en 
employer  ici  deux  :  on  verra  de  même  qu'on  peut  encore  réduire 
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la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  $  comme  il  fuit  : 

Pour  le  prèmicr  polynôme...  (  x  ,y  ) 

Pour  le  fécond  .  *  4  .  »...  fa  ty  ) 

t    *+•  f'   —   4  f   —     X        t  -la    f     —  1 

Pour  le  troifième  .  .  .  (x  ,y  ) 

Et  en  continuant  le  même  railbnnement,  on  verra  que  cette 
forme  peut  en  général  être  réduite  à  ce  qui  fuit  : 

Pour  le  premier  polynôme  f  *  *y  ) 

i  +  r-i-r     t  — 1'4>  t*—  1  1+1"— » 
Pour  le  fécond  (x  ,y  ) 

Pour  le  troifième   r*  "  ,  y  ) 

jufqu'à  q"  a  r"  —  1. 

En  forte  que  la  forme  générale  la  plus  réduite  èft  enfin  celle-ci  \ 

Pour  le  premier  polynôme...  (x        ,  y  ; 

Pour  le  fécond  ,  y  ^ 

B      ,  ,   «+•'— —  l     <-ï  r+f-i 

Pour  le  troifième.».  .....(*  ,7  ; 

• 

Lorfque  nous  difons  que  cette  forme  eft  la  forme  générale  H 
plus  réduite ,  on  ne  doit  pas  entendre  qu'il  ne  refte  plus  aucun 
coefficient  arbitraire  ;  au  contraire,  il  en  refte  encore  un  nombre 
exprimé  par  AT/**-*'-»,  dans  le  fécond  poly- 

nôme. Mais  cela  fignifie  qu'il  n'eft  plus  poffible  de  faire  perdre 
de  nouveaux  termes  aux  trois  polynômes  à  la  fois. 

(3580  Ce  que  nous  venons  d'expofer  ,  fouffre  quelques  ex- 
ceptions qu'il  eft  à  propos  de  faire  connoître. 

i.°  On  doit  excepter  le  cas  de  t  =  S.  En  effet  dans  ce  cas  , 
non-feulement  il  n'eft  plus  poffible  de  faire  difparoître  aucug 
terme  dans  le  premier  polynôme,  du  moins  fans  le  fecours  des 
équations  arbitraires  en  réferve  ;  mais  il  en  eft  de  même  pour 
le  fécond  polynôme  ,  dès  qu'on  eft  arrivé  à  la  forme  générale 
la  plus  réduite  feulement  relativement  à  y.  En  forte  que  ce 
que  nous  venons  de  dire  fur  la  forme  la  plus  réduite  ,  tant 
par  rapport  à  y  que  par  rapport  à  x  ,  ne  peut  avoir  lieu 
lorfque  t  =»  t?  ;  &  dans  ce  cas ,  la  forme  fuivante  des  trow 
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polynômes-multiplicateurs 

■  •  . 

ne  peut  être  fufceptible  de  perdre  quelques  termes ,  que  par  les 
équations  arbitraires  en  referve ,  lefquelles  font  au  nombre  de 

A — |  ~  °  ,  dont  un  nombre  tf'  —  i  appartient  à  la  première 

ou  plus  haute  dimenfion,  un  nombre  —  2  appartient  à  la 
féconde  ,  ôc  ainfi  de  fuite.  Ce  ne  peut  donc  être  que  par  les 
valeurs  particulières  de  t"  que  l'on  pourra  ,  dans  chaque  cas 
particulier,  juger  fi  l'on  pourra  encore  faire  perdre  quelques 
termes  aux  polynômes-multiplicateurs. 

Par  exemple  ,  fi  /"  =3  2 ,  le  nombre  des  équations  arbitraires 
en  réferve  n'étant  que  =  1  ,  on  ne  pourra  pas  faire  perdre  à 
chacun  des  trois  polynômes -multiplicateurs ,  leur  terme  tout 
en  x.  Il  reftera  feulement  une  équation  arbitraire  à  former  dans 
la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation- fomme. 

Si  r"  =  3  ,  le  nombre  des  équations  arbitraires  en  réferve 
étant  =  3  ,  dont  deux  pour  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équa- 
tion-fomme ,  &  une  pour  la  féconde , .  on  pourra  faire  perdre  à 
chaque  polynôme-multiplicateur  le  terme  tout  en  x ,  6c  il  reftera 
une  équation  arbitraire  à  former  dans  la  féconde  dimenfion  de 
l'équation-fomme. 

2.0  On  doit  encore  excepter  de  la  forme  générale  la  plus 
réduite  par  rapport  à  x  &  à  y ,  le  cas  où  l'on  auroit  t!' >  t  —  t! 
ou  t  <  t"  -+-  ?  ;  Ôc  }on  doit  fe  borner  dans  la  forme  générale 

à  la  valeur  f  »  t  —  t!  —  l  >  fi  *  —  —  1  <  /"  —  1, 
c'eft-à-dire,  fi  r  <*"-+-*'. 

En  effet ,  le  raifonnement  par  lequel  nous  fommcs  arrivés  à 
la  forme  générale  la  plus  réduite  par  rapport  à  x  ôc  ky,  fuppofe 

que  le  polynôme  (  x'"1**'  9  yt~t'~*)'~%  qu'i  exprime  le 
nombre  de  termes  qu'on  peut  encore  faire  difparoître  dans  le 
fécond  polynôme-multiplicateur ,  eft  un  polynôme  réel  ôc  du 
idegré  t  —  3}  or  pour  que  cela   fuit  ,  il  faut  que 
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t  —  2  —  q"     t  —  t!  —  \  7>  t  —  2  ou  tout  au  moins  =  t  —  2  ; 

c'eft-à-dire ,  que  <{'  <  t  —  // —  1  ou  tout  au  plus  lui  eft  égal  ; 

donc  fi /" —  1  étoit  >  t —  t!  —  1  ,  il  fàudroit  arrêter  U 

forme  à  /  =  î  —  ti —  1  fans  quoi  elle  feroit  fàufle. 

Donc  fi  f  <  f*  -+•  r" ,  la  forme  générale  la  plus  réduite 
relativement  à  x  &  à  y ,  fera  comme  il  fuit  : 

Pour  le  premier  polynôme-.  (  x  ,  y  ) 

Pour  le  fécond  f*  ,y  ; 

Pour  le  trorfième  (x         t  y  ) 

1  •  ) 

Et  il  y  aura  encore  un  nombre  de  coëfficiens  en  réfervô 

«  ."f«"-u  _  f,-o.fw-o   &  un  certain  nombre 

d'équations  arbitraires  à  former ,  en  vertu  du  nombre  de  termes 
qu'il  fera  encore  poffible  de  faire  difparoitre  dans  le  fécond 
polynôme. 

III.e  Exe  m  p  l'E  g  é*  n  i  r  a  l. 

(350.)  Prenons  pour  troifième  exemple  général,  félimi- 
nation  dans  les  équations  incomplettes  du  premier  ordre,  à  trois 
inconnues. 

Ces  équations  mifes  fous  la  forme  d'équations  à  deux  incon- 
nues ,  font  généralement  repréfentées  par 

(*a  ,  y'J'  <=  0  , 

(**'*  y* y  =  p  , 
(*'%  y-  r  -  p. 

La  forme  générale  des  polynômes-multiplicateurs  fera  donc 
(224  &  Juiv.)  comme  il  fuit  : 

A+a'-t-a"      A+a'+a"   T+ *'«+>  #• 
Pour  la  première  t'quation...  (x  ,y'''J 

Pour  la  féconde  »  .y  '     '      »  / 

Pour  la  troifième  (  X      ■  ,  y  •     •  •    »  )   ■  .  * 

Mais  comme  le  degré  apparent  de  l'équation  finale  doit  être 
zéro,  rien  ne  déterminant  ici  les  valeurs  de  T,  A  ôc  A,  fi  non 
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que  l'exprelTion  du  degré  de  l'équation  finale  foit  zéro ,  comme 
çette  condition  fera  encore  remplie  en  faifant  T^ofA  =o, 
A  =  o,  je  fais  donc  tout  de  fuite  cette  fuppofition  ,   6c  la 

forme  des  polynômes-multiplicateurs  devient  la  fuivante  : 

Premier  polynôme . .  (x         ,y     <  ) 

Second  f.'+'V*''/** 

Troifième  C*  *    .y      "  ;  ' 

Mais  fi  l'on  examine,  comme  nous  l'avons  fait  (  i) ,  la  pluî 
haute  dimenfion  de  l'é^uation-fomme  ,  on  verra  qu'elle  a  un 
nombre  de  termes 

— ;  a  +  a'  •+•  a"  -f-  a  -+-  «'  -+■  a "  —  t  —  t'  —  t "  t. 

#  #  / 

'  Que  la  première  dimenfion  du  polynome-mltiplicateur  ne  four* 
nira  aucun  coëlHcient  utile. 
Que  la  première  dimenfion  du  fécond ,  en  fournira  un  nombre 

—  a+a"+  a  <+■  a"  —  r  —  r"  +  i  —  a  —  fi~hf—  i  m  «"+ 

Que  la  première  dimenfion  du  troifième,  en  fournira  un  nombre 

a       a'  -+-  a       a'  —  /  —  x'  i. 

On  aura  donc  autant  de  coëfficiens  utiles  que  de  termes  à 
(aire  difparoître  ;  donc  chaque  coefficient  des  termes  de  la  plus 
haute  dimenfion  de  chaque  polynôme-multiplicateur  eft  zéro  ;  donc 
on  peut  diminuer  d'une  unité  la  plus  haute  dimenfion  de  chaque 
polynôme-multiplicateur. 

Un  raifonnement  femblable  appliqué  à  la  plus  haute  dimenfion 
de  chaque  nouveau  polynôme-multiplicateur,  fera  voir  que  la 
dimenfion  totale  de  chacun  peut  être  abaiflfée  d'une  unité,  mais 
pas  au-delà  ;  donc  la  forme  générale  la  plus  fimple  relativement 
a  la  dimenfion  totale  de  chaque  polynôme-multiplicateur,  eft  celle 
qui  fuit: 

Premier  polynôme.*  (  x  ,  y7     >  ) 

Second.  ,..,.,.,(*  ,  y      t  ) 

Troifième.  

(360.)  Voyons  maintenant,  en  fuppofant  que  cette  forme 

puuîe 
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être  réduite  relativement  à  y ,  quelle  eft  la  plus  grande 
Valeur  qu'on  puiffe  donner  à  q  dans  la  forme  fuivante  qui  aura 
lieu  alors. 


<*••«. 


L'équation-fomme  aura  donc  alors ,  en  termes  affetlés  de 
yt+ï un  nombre  de  termes  exprimé  par 

r-f-  ^H-  r"  —  2  —  a  —  a'-—  a"-+-  q-*-i. 

Pour  la  deftru£Uon  de  ces  termes ,  le  premier  polynôme-multi- 
plicateur ne  fournira  aucun  coefficient  utile;  mais  il  y  aura  même 
lieu  ,  pour  fon  compte ,  à  un  nombre  d'équations  arbitraires 
=  7  —  1. 

Le  fécond  polynôme  fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utile* 
r_r  j//  //^  * 

Le  troifième  en  fournira  un  nombre 

«  r  -f-    —  2  —  a  —  <s'  -4-  i  . 

Donc  on  aura  un  nombre 

=  f  -f- +  t»  —  2  —  d  —  a*  —  a"  -4-  1-4-    —  f  *  -  | 

c'eft-à-dire,  un  nombre  =  t-4-t'-i-t"--a  —  cl  —  d'  d« 

«        •  » 

coëfficiens  utiles .  pour  la  deftruaion  d'un  nombre  de  termes 
-=f-+-f/  -4-  r"  —  a-4-û7  —  a"  -f-  — -  U 

Donc  fi  l'on  conçoit  que  fur  la  totalité  des  équation*  arbi- 
traires que  l'on  pourra  former  ,  on  n'en  forme  qu'un  certain 
nombre  ,  ôc  qu'on  en  emploie  un  nombre  =  q  —  i  pour  la 
deftruâion  des  termes  de  l'équation  -  fomme  ,  on  aura  autant 
d'équations  que  de  coëfficiens  ;  donc  chaque  coefficient  pourra 
être  fuppofé  =-»  o  ;  donc  on  pourra  réduire ,  en  effet ,  à  la 
forme  en  queftion  ,  11  ce  que  fuppofe  le  raifonnement  que  nous 
yenons  de  faire  a  lieu.  Et  alors  il  reftera  un  nombre  =  q  —  i 
d'équations  arbitrages  à  former  ;  c'eft-à*dire ,  que  nous  aurons 
q  — -  i  équations  arbitraires  en  réferve  ,  fans  compter  celles 
que  peut  fournir  la  poffibilité  de  faire  difparoître  encore  d'autres 
termes  dans  les  polynômes-multiplicateurs. 

R  r 
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(  3  6  I .  )  Voyons  donc  ce  que  fuppofe  le  raifonnement  que 
nous  venons  de  faire,  fie  ce  qui  détermine  la  plus  grande 
valeur  de  q. 

Ce  raifonnement  fuppofe  que  la  valeur  de  q  n'anéantit  l'exis- 
tence ni  d'aucun  des  trois  polynômes-multiplicateurs,  ni  d'aucun 
de  ceux  qui  concourent  à  l'expreffion  du  nombre  des  termes 
que  l'on  peut  faire  difparoître  dans  le  premier  &  dans  le  fécond. 
Or  pour  cela  il  faut  qu'on  ait  q  <  a  ;  q  <  a!  ;  q  <  a".  Il  feut 
de  plus  que 

«";-Tr  a"—  î>i"—  »;  a'H-û'-î>»'  — >;  a+a— 

donc  on  ne  peut  prendre  q  plus  grand  que  la  plus  petite  des  fix 
quantités  fuivantes 

i<fi  i<*'i  *<?",  *<<»-+-«- «'-»-?'— 

q  <  a"  ■+■  a"  +     +  i  i 

te  qui  fe  réduit  à  ne  pas  prendre  q  plus  grand  que  la  plu9 
netite  de  ces  trois  dernières,  ou  à  le  prendre  tout  au  plus  égal 
a  la  plus  petite  de  ces  trois  dernières. 

Donc  fi  l'on  prend  q  égal  à  la  plus  petite  de  ces  trois  dernières 
quantités  augmentée  d'une  unité  ,  on  aura  la  forme  la  plus 
réduite  qu'il  foit  pofïïble,  en  vertu  du  raifonnement  fie  du  calcul 
ci-déffus.  Mais  ce  ne  fera  pas  encore  la  forme  la  plus  réduite 
gu'il  foit  poffible  généralement. 

En  donnant  cette  valeur  à  q,  6c  enfuite  des  valeurs  de  plus 
en  plus  grandes ,  il  arrivera ,  comme  nous  l'ayons  déjà  vu  , 
eue  dans  Te  premier  ou  le  fécond  polynome-multipljcateur ,  il  ne 
«fera  plus  polfible  de  faire  difparoître  de  termes ,  à  l'aide  de  l'une 
des  deux  dernières  équations.  Raifonnant  donc  d'après  cette 
attention  ,  comme  nous  l'avons  fait  (  356  &  fuiv.),  on  verra 
qu'on  peut  faire  perdre  encore  un  certain  nombre  de  termes  aux 
polynomes-mulaptcateurs,  relativement  zy ,  jufqu'à  ce  que  (jf  foit 
«devenu  égal  à  La  plus  petite  des  cinq  plus  grandes  des  fix 
•quantités  ci-deflus. 

Mais  cette  nouvelle  réduction  n'ajoutera  rien  au  nombre  des 
«équations  en  réferve ,  lequel  étant  j  —  i  à  chaque  puilTance 
dey  qu'on  a  fait  difparoître  dans  l'équation-fomme  ,  en  vertu 

du  premier  raifonnement,  donne  au  total ' ( f  ~  ' *■  équations 
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arbitraires  en  réferve  depuis  q  =  o  ,  jufqu'à  la  plus  grande 
valeur  de  q,  ou  jufqu'à  q'  mm  o.  Mais  comme  à  chaque  valeur 
de  q'  on  aura  précifément  autant  de  coèfficiens  utiles  que  de 
termes  à  détruire ,  il  reftera  encore  le  même  nombre  d'équa- 
tions arbitraires  en  réferve ,  quand  on  fera  arrivé  à  la  plus 
grande  valeur  de^,  c  eft-à-dire ,  à  la  plus  petite  puiûance  de^. 

(3  62.)  A  l'égard  de*,  pour  lavoir  s'il  eft  aufli  fufceptible 
d'abaiflement ,  on  fe  conduira,  comme  nous  l'avons  fait  (  3^7  ), 
en  employant  les  équations  arbitraires  en  réferve. 

(3630  Nous  avons  fuppofé  dans  ce  que  nous  venons  de  dire  , 
que 

&  ainfi  de  fuite;  fi  le  contraire  avoit  lieu,  on  réduiroit  tout  de 
fuite  la  forme  (x'  +*\  y!+ï'Z  +  <'-\  par  exemple  , 
à  yf+ff+*-*ê    fi  l'on  avoit  feulement 

a'  -+•  a">  e  +  t!'  —  2,  &  à  (x*  +'*-*JJ,«'  +  «"-»>J',-♦-«,'-* 
fi  l'on  avoit  auffi  a'  o"  >  -H  —  2  ;  &  l'on  procéderoit 
enfuite  comme  ci-deflus  à  l'examen  4es  réductions  ultérieures. 

IV/  Exemple  général, 

(  3640  Nous  bornerons  aux  équations  à  quatre  inconnues. 
Je  développement ,  par  exemples  généraux ,  de  ce  que  nous  avons 
établi  julqu'ici  ;  Ôc  même  nous  n'examinerons  que  les  équations 
complettes,  &  relativement  à  la  dimenfion  totale  de  leurs  po- 
lynômes -  multiplicateurs  :  nous  dirons  feulement  un  mot  des 
réductions  ultérieures  dont  ils  font  lufceptibles  ;  parce  qu'avec 
tout  ce  qui  précède  ,  les  applications  ne  nous  paroifient  plus 
exiger  plus  de  développement  pour  la  Amplification  des  formes, 

(  3  6).)  Les  équations  complettes  à  quatre  inconnues ,  miles 
fous  la  forme  de  trois  inconnues ,  peuvent  £tre  repréfentées  par 

(  99  •  •  ■  3  /  ===  o  , 
(x  .  .  .  3)''  =  o  , 
(x  .  .  .  3)'''  =  o  , 
(x.  ..3)'"=  o. 

Rr  ij 
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Après  ce  qui  a  été  dit  dans  les  exemples  généraux  i ,  2  &  3 , 
on  voit  que  la  forme  prefcrite  (  224  &  fuiv.  )  pour  les  polynômes- 
multiplicateurs ,  peut  être  réduite  à  celle  qui  fuit 

(x .  ..3;«'+<'+»-«  o, 

(x  .  .  .  sj'  +  o  f 

. . .  3;<  +  '     =  o, 

Mais  cette  dimeniion  totale  des  polynômes  peut  encore 
être  abaiffée. 

En  effet,  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  aura 
un  nombre  de  termes  =  N(x ...  *) '  +  r'  +  «" 

f  -  La  plus  haute  dimenfion  du  premier  polynôme-multiplicateur 
fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles 

^N(x...i)  —  Jf(x..,x        —N(x...%)  —#(x...x) 

9*  t'  6  t' 

La  plus  haute  dimenfion  du  fécond  polynôme -multiplicateur 
fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utile» 

saA'C*.,.*;  —  lt(x*..*)        —N(x.,.*)^  +ff(x...%) 

m  J*N(x...%)  t,ft,n  ). 

La  plus  haute  dimenfion  du  troifiéme  polynôme-multiplicateur 
fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles 

sa  dN(x...%)  ...^  ). 

Et  enfin  la  plus  haute  dimenfion  du  quatrième  polynôme-multipli- 
cateur fournira  un  nombre  decoëfficiens  utiles  =  N(x...2j'  +*'* 

Donc  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître, 
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&  le  nombre  des  coëmciens  utiles ,  eft 

-^...,/+'+,"...('+,;+'")-^«.-y+,'+'" 

.  Donc  chaque  coefficient  .de  chaque  plus  haute  dimen/ïon 
'de  chaque  polynôme-multiplicateur ,  fera  »  o  ;  donc  on  peut 
abaiffer  d'une  unité  la  plus  haute  dimenfion  de  chaquepolynome- 
multiplicateur. 

Un  pareil  examen  appliqué  aux  deux  dimenfions  fuivantes  , 
fera  voir  qu'on  peut  aufll  les  fùpprimer.  Donc  4a  forme  des  - 
polynômes-multiplicateurs  peut  être  réduite  à 

(oc...  $ -m»- î 

(x.  . .  3;.  +  .-  +  .--ï 
(x  .  .  .  3 +  * 

(3660  Donc  en  général  les  polynômes-multiplicateurs  les 
plus  Amples  auront  toujours  leur  dimenfion  totale  telle  que  la 
dimenfion  totale  de  l'équation- fomme  fera  égale  à  la  Comme 
des  dimenfions  de  toutes  les  équations  données  ,  diminuée  d'au- 
tant d'unités  qu'il  y  a  d'inconnues. 

Car  en  général  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de 
la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  6c  le  nombre  des 
coëflïciens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  tous  les  poly- 
nômes -  multiplicateurs,  fera  toujours 

n  étant  le  nombre  des  inconnues* 

La  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  di- 
menfion de  la  nouvelle  équation-fomme ,  &  le  nombre  de9 
coefikiens   utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  des  nouveaux 
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polynômes-multiplicateurs  fera  toujours 

S.  V   t  +  t'  +  t"+t"'.tic-i  /t+f,*»<"*>*,M-**-'\ 

dn  N(x..yn—  ))  ..  ..-y  -•«',!',  i-'.acc  ■■/*=•* 

La  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  di- 
menfion  de  là  féconde  nôuvelle  équatkm-fomme ,  ôc  le  nombre 
des  coëfEciens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  des  nouveaux 
polynômes-multiplicateurs  ,  fera  toujours 

&  ainfi  de  fuite  jufqu  à  f+r,+  /"-+-t/"  +  &c.  —  n. 

Pour  s'en  convaincre  généralement,  il  faut  faire  attention 
que  (  3P  ) 

y(x...«-  o  —  i .  t  .  j   ! 

■ 

.  ..  (t-t-t'4-  <*  +  «"'  +  &c  —  f -f- n -- 1  ) 

 .  .  .%  J 

Or  fi  l'on  conçoit  qu'on  fupprime  fucceflivement ,  dans  cette 
expreflion ,  les  quantités  tf,  t'y  6cc.  une  à  une  ,  deux  à  deux, 
trois  à  trois ,  &c.  pour  avoir  les  différentes  expreflions  que  ren-. 
ferme  implicitement 

on  verra  facilement  que  toutes  ces  expreflions  auront  lieu  tant 
qu'elles  ne  deviendront  pas  négatives,  c'eft-à-dire,  tant  que 
q  <  n  —  1 ,  6c  jufqu  a  q  =  n  —  i  ;  donc  l'équation 

<ftf(*...*-0  ''.<".  «"'.««•         /  • 

aura  encore  lieu.  Donc  la  forme  de  l'équation-fomme  eft  géné- 
ralement réductible  à  (x. .  .n)**  *,+«'+«*«H«.r«  =  o,  d'oa 
il  eft  facile  de  conclure  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs. 

(  3  67.  )  Après  avoir  ainfi  déterminé  d'une  manière  général* 
la  dimenfion  totale  la  plus  fimple  de  chacun  des  polynomes- 
multipticateuTs ,  le  plus  court  eft  à  préfent  de  déterminer  aufli 
d'une  manière  générale ,  la  plus  haute  puiflance  à  laquelle  chaque^ 
inconnue  doit  monter  dans  chaque,  polynôme-multiplicateur  t 


Digitized  by  Google 


ÉQUATIONS  AUGÊBRTQ0E&  91» 

nbu$  n'entrerons  pas  dans  ce  détail  qui  eft  fufceptible  d'un  trop 
grand  nombre  de  iubdivifions ,  lorfqu'il  s'agit  de  la  plus  grande 
généralité.  Mais  ce  que  nous  avons  dit(  3?  i  ù  ailleurs  ) ,  fuffira 
pour  fe  conduire  dans  quelque  cas  propofé  que  ce  puifle  être. 

(3680  Venons  maintenant  à  des  exemples  particuliers  , 
tant  pour  développer  plus  parfaitement  ce  que  nous  yenons  de 
dire  ,  que  pour  éclairer  fur  les  faâeurs  qui  peuvent  fe  préfenter 
dans  le  cours  du  calcul  pour  arriver  à  l'équation  de  condition, 
c'eft-à-dire ,  à  l'équation,  finale. 

(  3  69O  Suppofons  çl'abord  qu'on  demande  l'équation  finale 
réfultante  des  trois  équations  fuivantes 

I  J'x  +  c'y  +  /»  Wo, 

d"x       e"y     f  =  0. 

*   ■  4  • 

La  forme  générale  des  polynômes-multiplicateurs  qui  (124  ^ 

nombre  de  coëfficiens  arbitraires      ^f/x9yj  T+  '  —  JN-fay) % 

dans  le  premier     &  un  nombre'  de  coëfficiens  arbitraires 

e=  N(x,y)T  dans  le  fécond ,  c'eft-à-dire  >  avec  un  nombre 

d'équations  arbitraires  =  zN(x  t  y)  T  + 'rt  dans  l'équation-fomme, 

fe  réduit  i&f&jùiv.)  à^a  iàttté  fx^y^fx.yj^fx.yyr 

avec  un  nombre  fe  coëfficiens  arb^raire*  tfr'Jm]  4an&  le  fécond  i 
c'eft-à-dire ,  avec  une  équation  arbitraire  dans  l'équation-fomme. 


Cax1  4-  ^**r  -t-  >Ck$*<M  U'til     :  )  tïJ 

+  A'*'        A' t'      4-  B'*' 

I-  "+  AH*'*   +  '  ;  *+-  v  \1         "    ')  -r-  . 

«M* 

Irtf'f**  »  /        ..' *ft)  no;  •  .  .VI       :.  »'0 

+  C'd"  4.  C"C 

.     »  .  »  :      «'  ,   *  •  •  "  -        •  ■  t  • 

+  Cf 
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Je  prendV  pour  équation  Arbitraire  B'd'  Wd"  -  o  ;  6c 
je  calcule  la  valeur  de  A'A"B'B"CC'  C"  comme  il  fuit,  en 
parcourant  fucceûîvement  les  termes  x*,xy  ,  l'équation  arbi- 
traire ,  &  les  termes  y*,  x,y ,  fie  le  terme  fans  x  ni  y.  Je  prends 
d'abord  A'A'ÇC'C", 

f  ~:  •     .   •         •  .  .  j  -  '    ••  •  l  •       >  ;  < 

Première  ligne. . .  d'AuC  CC"  -+-  A'^aC'C" 

Seconde  ligne.  , .  C         CC'Ç"  -SA"b  CC  h- t'A"*  CC  +  A' A" (ab1)  C  J  B'B" 
TroUième  ligne.. .  -  [  (  d ' t")  CC  C  "  -  d 'A"  b  CC>'+  éA"a  C  C  +  A' A»  (a  V)  C"  ]  d'B» 
Quatrième  ligne. .  -  [(d'e")c  CC +  d'A"(bc')C"—e'A"(ac')  Ç +A'A"(ab'e»)  ] 

-t-  l(d'c")CCC—  d'A"bCC  +  t'A"aCC  +  A'A"(ab')C"}(d'  t"  ). 

J'obferve  maintenant  qu'on  a  fa  V )  C" mm  q $  (bc?)C*  mm  ot 
(ac'JC^o,  &c  fa  b'c")  ,mm  o  ,  Ci  l'on  fe  rappelle  que 
(hd)Ç"  n'çft  que  là  repréfentation  abrégée  de. 

qui  eft  zéro ,  puifque =  o ,  b"  .=  o ,  V  m*  o ,  c"  «  o  ;  on  verra 
de  même  que  fa  SJC=  o,  fa  b'J  C»  «  o ,  &  que  (a  Vç")=  o. 
La  quatrième  ligne  fe  réduit  donc  à 

mm  (d'e")cC'C'4,&''  +  (d'e!')[(d'<'')GC,C''~.d'A"tC'C"  +  A/"aC'(7'J  § 

ou  en  extraient  le  (kôeur  commun  (d*e")yi%  nous  examine^ 
rons  par  la  fuite  , 

—  cC'C"d'B"+  t(d'e")CC'C"  —  <T^"*C'C"4-  e'A"aC'C»} 

Cinquième  ligne.. -ferf'^^^ 

en  omettant  les  tejrross  où  refteroit  A'1 

6ixième  ligne....  +(c4')C'(d>f")      [  f/^X"'-  fWO^+fWfl^l 

Septième  ligne,..  (^).(&)+(éf),(d*/*)—(Wh(*<r)+W)**<r)m  + 

Ceft-là  l'équation  finale  en  y  omettant  les  termes  affeôés  de 
a',  ^  a",  c"  qu'elle  eft  cenfée  comprendre  ;  en  forte  que  la 
véritable  équation  finale  eft 

c  ( d'/" )*+_(d' c" ) .  (dt'f" ) - b (*T )  •        )  +  *(<'/" )*mm 

■ 

Observation. 
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Observation, 

(  3 70.)  On  peut  parvenir  à  cette  dernière  équation,  plus 
promptement,  en  tirant,  à  l'aide  des  deux  dernières  des  trois 
équations  propofées,  les  valeurs  de  x  &  y,  &  les  fubftituant  dans 
la  première.  En  général,  lorfque  n —  1  des  équations  propofées 
au  nombre  de  n ,  feront  du  premier  degré ,  on  arrivera  plus 
promptement  à  l'équation  finale,  par  la  fimple  fubftitution  ;  mais 
outre  que  ces  cas  d'un  calcul  plus  facile  que  par  la  méthode  gé- 
nérale aâuelle,  font  rares,  on  voit  qu'en  même  temps,  on  perd 
de  vue  le  fàâeur  (d'e" )  que  nous  avons  rencontré  ci-deflus, 
&  qui  n'eft  pas  toujours  fans  utilité. 

En  effet,  c'eft  une  obfervation  générale  ,  &  dont  nous  ferons 
voir  la  généralité,  que  toutes  les  fois  qu'on  rencontre  le  fàûeur 
avant  la  fin  du  calcul  des  lignes ,  c'eft  une  preuve  que  dans  le 
cas  où  ce  fa&eur  eft  égal  à  zéro  ,  l'équation  finale  eft  fufceptible 
de  Amplification  ,  &  qu'on  peut  y  arriver  avec  un  moindre 
nombre  de  coèfficiens. 

Ainfi  dans  l'exemple  a&uel,  fi  l'on  avoit  (d' e" )  =  0,  je  dis 
que  l'équation  finale  eft  beaucoup  dIus  fimple  que  celle  que 
nous  venons  de  trouver.  En  effet ,  11  Ton  multiplie  la  féconde 
des  trois  équations  propofées ,  par  é' ,  fie  la  troifième  par  e' ,  6c 
qu'on  retranche  le  fécond  produit  du  premier ,  on  aura 

(d'e')x  -  (  c'f")   =  o  , 

qui,  à  caufe  de  (d'e")  =  o  ,  fe  réduit  à  (e'f")  =■  o  i 
&  c'eft-là  l'équation  finale,  lorfque  (d'e")  =  o. 

Quant  à  ce  que  nous  avons  ajouté ,  qu'on  peut  alors  parvenir  à 
l'équation  finale,  en  employant  un  moindre  nombre  de  coèfficiens, 
en  voiçi  d'abord  la  preuve  par  le  fait. 

Si  outre  l'équation  arbitraire  B 'd'  -f-  B" d"  =*o,  que  nous 
avons  formée  ci  -  deffus  ,  nous  formons  cette  autre  équation 
arbitraire  B' e'  B"e"  =  o,  ou  ce  qui  revient  au  même,  fi 
nous  fuppofons  B'  =  0,  B"=*  0;  alors  l'équation-fomme  fait 

Ss 
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voir  que  C  =  o  ;  elle  fe  réduit  donc  à 

A' d'x*       A'e'xy  =  o  t 
4-  A"d"     •+■  A"e" 

-f-  A'f'x   -f  C'e'y 
4-  A  "J"  -h 
H-  <T'</' 
C"d" 

+  r/- 

-4-  C"/" 

Or  il  eft  aifé  de  voir  qu'il  réfulte  de  cette  équation  ,  que 
A'  =  o,  &  A"  =i  o  ;  on  n'a  donc  plus  pour  équation-fomrne  * 
que  l'équation 

C'd'x  -f-  C'e'y  =  o, 

» 

C"/" 

&  feulement  deux  coëfficiens  C  &  C,  pour  y  fatisfaire« 

Mais  les  deux  équations 

C'd'  -h  Cd''mm  o  ,  &  Ce'  -h  C"  c"  =  o  , 

conduifent  à  l'équation  de  condition  ( d' e")  =  o  ,  laquelle  ayanf 
lieu  par  l'hypothèfe  ,  il  eft  clair  qu'une  feule  de  ces  deux 
équations,  combinée  avec  l'équation  C'f  ■+-  C"  f"  =  o  , 
fuffira  pour  fatîsfaire  à  la  queftion,, 

Or  l'une  donnera  pour  équation  finale  (d'f")  =  o,  & 
l'autre  (c'f")  =  o  ;  &  il  eft  aifé  de  voir  qu'elles  rentrent 
l'une  dans  l'autre,  en  vertu  de  ce  que  (d' e")  =  o. 

(  3  7  I  •  )  Quant  à  la  démonftration  de  la  propofition  ,  que 
toutes  les  fois  qu'on  rencontrera  le  fadeur  avant  que  d'arriver  à 
la  dernière  ligne ,  c'eft  une  preuve  ,  que  dans  le  cas  où  ce.  fadeur 
eft  zéro ,  on  peut  employer  moins  de  coëfîîciens  ;  elle  fe  tire 
de  ce  que  dès  qu'on  arrive  à  la  ligne  qui  fournit  ce  fadeur , 
l'équation  que  l'on  emploie  pour  le  calcul  de  cette  ligne  ,  fe 
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trouvant  fàtisfâite ,  par  l'hypothèfe  que  ce  fadeur  eft  zéro  ,  on  a 
donc  une  équation  de  plus  qu'il  n'eft  néceflaire  pour  fatisfàire  à 
la  queftion  ;  on  peut  donc  omettre  cette  équation  ;  &  alors  on 
té  trouve  avoir  une  inconnue  de  plus  qu'on  n'en  a  befoin.  On 
peut  donc  former  une  nouvelle  équation  arbitraire  ,  qui  fouvent 
comme  nous  en  verrons  des  exemples ,  peut  être  telle  qu'elle 
permette  de  fuppofer  un  plus  grand  nombre  d'inconnues  ou 
de  coëfficiens  égaux  à  zéro. 

(372.)  H  n'en  eft  pas  de  même  ,  lorfque  le  fadeur  ne  fe 
préfente  qu'à  la  dernière  ligne ,  c'eft-à-dire  dans  l'équation 
finale  ;  car  puifque ,  par  I'hypothèfe  ce  fadeur  n'arrive  qu'avec 
l'équation  finale  ,  c'en  une  preuve  qu'il  n'eft  pas  fadeur  commun 
des  valeurs  des  inconnues  ;  que  par  conféquent  la  fuppofition  que 
ce  fadeur  eft  zéro ,  n'en  anéantit  aucune  ,  ce  qui  a  lieu  au 
contraire ,  lorfque  le  fadeur  arrive  avant  la  dernière  ligne. 

Si  l'on  veut  un  exemple  du  cas  où  le  fadeur  n'arrive  qu'avec 
l'équation  finale  ,  on  peut  fe  propofer  de  trouver  l'équation  finale 
réfultante  des  trois  équations  fuivantes 

a  x1  -h  b  xy        c  y*  •+■   dx  + 

b'xy  -+-  c'y*  -+-  d'x        e'y  -+-/'=  o  . 
d"x   ■+■  e"y   -+-  /"  m  0, 

on  verra  qu'on  peut  réduire  les  trois  polynômes-multiplicateurs 
de  ces  équations ,  à 

Dx        F,  D'x        F\  A"x*       £"xy  -4-  D" x  +  E"y  ■+■  JF*". 

Si  l'on  procède  au  calcul  ,  on  ne  trouvera  aucun  faâeuf 
Commun  dans  aucune  des  lignes ,  fi  ce  n'eft  dans  la  dernière  , 
ou  dans  l'équation  finale  qui  aura  e"  pour  fadeur. 

Si  au  lieu  de  prendre  ces  polynômes-multiplicateurs ,  on  prend 
ces  autres-ci 

D  x  -+-  Ey  -+-  F,  D'x  ■+■  E'y  -H  F1,  B"xy  ■+-  D"x  •+■  E'y  F", 

Et  qu'on  forme  l'équation  arbitraire  que  l'on  a  droit  de  former,* 

J>arce  qu'il  y  a  un  coefficient  inutile ,  on  verra  qu'aucune  des 
ignés  ne  donnera  de  fadeur  commun,  fi  ce  n'eft  la  dernière 
OÙ  l'équation  finale ,  qui  aura  pour  fadeur  (ac*J. 

Ss  ij  i 
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Alors ,  ce  fadeur  n'indique  autre  chofe  qu'une  folution  de  11 
nature  mentionnée  (279  6c  287);  il  n'indique  nullement  qu'on 
puifle  arriver  à  l'équation  finale  avec  un  moindre  nombre  de  coëffi- 
ciens,mais  il  indique  une  autre  chofe  qu'il  eft  bon  de  faire  remar- 
quer. C'eft  qu'alors  les  polynômes-multiplicateurs  qu'on  a  choit  is  7 
feraient  vainement  employés  à  l'élimination  :  je  m'explique. 

Si  dans  le  cas ,  par  exemple ,  où  Ton  emploie  les  trois  poly-* 
nomes-multiplicateurs 

Dx-i-Ft  £>'x  -f-  F', y*"**  +  B"xy  4-  D'x      È"y  -f.  F", 

on  avoit  e"  =»  o  ;  c'eft-à-dire ,  fi  la  troifième  équation  étoit  fini- 
plement  d"x  -4-  f  =»  o  ;  alors  l'équation  finale  à  laquelle  on 
arriverait  avec  ces  polynômes-multiplicateurs ,  ferait  0  =  0, 
qui  ne  ferait  rien  connoître. 

La  raifon  eft  que  ces  trois  polynômes,  qui ,  plus  généralement, 
font 

Dx+Ey+F,  Z)'x+E'yhF,jf"x*  +  ll<>xy  +  C'y+D»x  +  E"y*-F"f 

n'ont  été  réduits  à  la  forme  plus  fimple  que  nous  leur  avons 
donnée ,  que  par  la  fuppofition  tacite  qu'il  étoit  poïïible,  à  l'aide 
de  la  troifième  équation ,  de  faire  difparoître  les  termes  Ey  ôc  E'y 
dans  les  deux  premiers  polynômes.  Or  cette  fuppofition  qui  eft 
fondée  tant  que  e"  n'en  pas  zéro ,  ne  l'eft  plus  Jorfque  «"=305 
car  n'y  ayant  plus  de  termes  en  y  dans  l'équation  /'*  -+-  /"  =3=  o, 
elle  ne  peut  plus  fervir  qu'à  ïaire  difparoître  des  termes  en  x. 
Les  deux  premiers  polynômes-multiplicateurs  doivent  donc  alors 
être  Ey  <+•  F,  E'y •+• F'  au  Heu  de  Dx+FJ&D'x  +  F' s 
éc  le  troifième  fera  B"xy  -4-  C"y%      D"x     E"y  -+-  F". 

Au  refte,  cela  n'empêche  pas  ,  que  fi  après  avoir  calculé 
l'équation  finale  avec  les  polynômes  tels  que  nous  les  avions  pris 
d'abord,  on  extrait  enfuite  le  fa&eur  é' ,  cela  n'empêche  pas  j 
dis- je,  que  l'autre  fadeur  ne  foit  la  véritable  équation  finale. 
La  véritable  équation  finale  n'eft  dans  le  cas  d'échapper  à  cette 
forme  de  polynômes-multiplicateurs,  que  lorfqu'avant  de  pro- 
céder au  calcul,  on  a  exprimé  dans  l'équation  d'x^rd'y  o  , 
la  condition  que  e"  =  o  |  c'eft-à-dire  ,  quand  on  1  emploie 
comme  d'x  -+-  f"  =  o. 

Un  raifonnement  femblable  s'applique  au  cas  où  l'on  3 
aCJ  ES 
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On  Voit  donc  que  lorfque  le  fadeur  n'arrive  qu'avec  la  der- 
nière ligne  ,  fon  ufage  eft  de  faire  connoître  que  dans  le  cas  où 
les  coëfficiens  des  équations  propofées  auraient  la  relation  ex- 
primée par  l'équation  que  l'on  aurait  en  égalant  ce  fadeur  à 
zéro ,  la  forme  adoptée  pour  les  polynômes-multiplicateurs ,  ne 
peut  convenir  à  ce  cas ,  &  qu'il  faut  en  prendre  une  autre , 
ce  qui  eft  toujours  facile. 

(  373.)  Suppofons  maintenant  qu'on  demande  l'équation 
réfuftante  de  l'élimination  de  x  &cy,  dans  les  trois  équations 
fuivantes 

a  x  y  + <  h  x  -t-  c  y  -h  d  =  of 
a'xy  +  Vx-hc'y  +  d'=zo, 
a"Xy  •+•  b"x  -f-  e"y  -t-  d"  —  o. 

Je  prendrai  donc  (3*9)  tout  Amplement,  pour  polynômes^ 
multiplicateurs,  trois  polynômes  de  la  forme  ( **,  yy*. 

Mais  fi  nous  appliquons  à  ce  polynôme  les  mêmes  raifonne-» 
mens  qui  ont  été  faits  (  3  $9  )  ,  nous  verrons  que  nous  pouvons 
en  fupprimer  les  dimenfions  4 ,  3  fie  a  ;  parce  que  chacun  de 
leurs  coëfficiens  fe  trouverait  =  o.  Donc  le  polynôme-multi- 
plicateur le  plus  fimple ,  pour  chaque  équation  ,  fera  de  la  forma 
(x*>yx)\ 

Préfentement,  le  nombre  de  coëfficiens  inutiles  eft  1;  parce 
qu'à  l'aide  des  deux  dernières  équations,  on  peut  toujours  faire 
difparoître  un  terme  dans  le  premier  polynôme ,  6c  cela  fans  en 
introduire  de  nouveaux  *. 

Multipliant  donc  chaque  équation  par  un  polynôme  de  la  forme 
Ax  -4-  By  C,  ôc  ajoutant  les  trois  produits,  j'aurai  p©W) 
gquation-fomme  une  équation  de  cette  forme 

Aax*y        JB  axy*  tsi  0  g 
&  Abx%+>  Aexy        B  c  y* 
Bb 
4-  Ca 

rf1  Ajx  -f-  Bdy 
rf-  Cb     -f-  Co 

Cd 

*  Si  onavoit  prh  la  forme  (  x1  ,y  )*  pour  celle  de  chaque  polynomc-rmiltiplica- 
leur,  onauroit  trouvé,  en  raifonnant  comme  on  l'a  fait  (35*),  que  cette  Forme 
peut  être  réduite  à  ( **,  ^'  )  '  avec  une  équation  arbitraire  dan*  l'éqaauon-fofflm^ 
ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  dùonj  actuellement. 
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Et  à  caufe  du  coefficient  inutile ,  je  forme  l'équation  arbitraire 
Ac  -+-  A'c'  A"c"  =  o,  ou  Bb  -+■  B'b'  •+•  B"b"  =  o, 
ou  Ca  -4-  C'a'  H-  C'a"  =  o  ,  ou  &c.  Je  m'arrête  à  la  première  ; 
&  j'obferve  qu'avec  les  deux  équations  que  donneront  les  termes 
x*y  &  x* ,  dans  lefquelles  il  n'entre  aufli  que  les  coëfficiens 
•  AyA'9A",  j'arriverai  à  la  conclufion  A  —  o ,  A'—  o ,  A"  =  o.  Je 

n'ai  donc  véritablement  à  calculer  que  la  valeur  de  BB'B"C  CC, 
Parcourant  donc  fucceflîvement  les  termes  xy*,  xy,  y\  x 
&  celui  fans  x  ni  y ,  j'ai  comme  il  fuit  : 

Première  ligne  a  B'B"C  CC" 

.  Seconde  ligne  (ab')B"CCC"  +  aB'B"aCC" 

Tf oifièœe  ligne. ...  (  a b'c"  )  C  CC"  -t-  (a  c')  B"a  CC" 
Quatrième  ligne. . .  (a  b'c"  )bCC  -  (  ac')B"(a  V)  C" 
Cinquième  ligne. ..  (a  b'c"  )  .  (  b  à)  C"  —  (  a  c'i")  .(aV)Cn 

en  rejettant  le  terme  où  refteroit  B"  qui  ne  peut  plus  avait! 
d'influence  fur  l'équation  finale. 

Sixième  ligne  (ab'c" )  .(  bc'd" )  -  (ac'4").(ab>d" )  a*  o, 

ç'eft-là  l'équation  finale. 

(374.)  Si  l'on  fuppofe  que  a,  b,  c,  d  foient  refoeâivcment 
de  o ,  i ,  1  &  2  dimeniîons  en  ç  y  &  qu'il  en  foit  de  même  de 
a'jb'fc'  d' ,  ôr.  de  a",  b",  c",  d"  \  on  voit  donc  que  l'équation 
finale  en  ç ,  fera  du  degré  o+i  +  i  +  i+  i  +  2i  c'eft- 
à-dire  ,  du  degré  6.  Or  les  trois  équations  propofées ,  feroient  , 
dans  tout  leur  développement,  de  la  forme  (x1  ,yl,  fj*  =  o  , 
lefquelles  doivent  en  effet  {62)  conduire  à  une  équation  finale 
du  degré  6. 

{37 S-)  Suppofons  à  préfent  trois  équations  de  la  forme 

a  x*  •+■  b  xy  «  o  , 
H-   ex         d  y 

•  »  * 

On  peut  prendre  d'abord  pour  forme  de  chaque  polynôme- 
pmltiplicateur  3  ie  polynôme  (x*,y*J\  Mais  en  raifonnanc 
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comme  il  a  été  fait  (  34*?  &  fuiv.  ) ,  on  verra  qu'on  peut  ad- 
mettre la  forme  plus  fimple  fx* ,yj4,  puis  la  forme  encore  plus 
fimple  (x',y)*,  &  enfin  (x*)'  la  plus  fimple  de  toutes. 

Le  nombre  des  coëfficiens  inutiles  fera  zéro  ,  parce  qu'on  ne 
pourroit  entreprendre  d'en  exclure  aucun  ,  dans  cette  forme,  fans 
en  introduire  de  nouveaux. 

Concevons  donc  qu'on  multiplie  chaque  équation  ,  par  uri 
polynôme  de  la  forme  Ax*  -4-  B  x  -h  C ,  l'équation-  fommej 
fera  de  la  forme 

Aax*+Abx*y=zo% 

+  Acx*        A  d  x*y 
~h  Ba      -4-  B  b  ~ 

-f-  Aex%  ■+-  B  d  x  y 
+  B«      -h  C  * 
Ca 

-H  B  ex         C  d  y 
-t-  Ce 

■+-  Ce 

On  aura  donc  comme  il  fuit  : 

Première  ligne* .  .  .  a  A  A  ' 

Seconde  ligne,  .  .  .  (a  t>  )  A   B  B  B  ' 

TroiCème  ligne  .  .  .  ia  b'  t"  )B  B'  B''  —  (  »b>)  A  *  *B  'B  " 

Qtutiième  ligne... .  [  {mb'e  ")b  Î'J'- (*  b'  d )*B  B  "  +  (ab')A'(a  b')B"]  CC'C 

Cinquième  ligne.  .  .  t  (  a  *>'  ).<  bc)B"-(a  b'd  "  ),<«  e'  )B  "  •+■  (  s  b'  t"  ).(«  b'  )B"  )CC'C"«+-  [(«  t' e"  )  SB  JcT-  (*  S'a")  aFJT'l  «  C 

En  remettant  les  termes  où  refteroit  A"  qui  ne  fe  trouvant  plus 
dans  les  équations  fuivantes ,  ne  peut  plus  avoir  d'influence  fur 
l'équation  finale. 

Sixième  ligne  t(  tb'c'Ubed')  —  (abd').(acd')  +  l*bt'Habd"))  CCC'+^abe  Ubd')B"-(aVd'Utd')B,iaC,C^ 

—  [{ab  c')  .ibc^B—iabdUacW  +  lab'€*).(ab-)B"  ]b  C  C" 

En  remettant  les  termes  où  refteroit  B'B"  qui  ne  peuvent  plus 
avoir  d'influence  fur  l'équation  finale. 

Septième  ligne.  .  . .  [  <«6V).<i. ««"')  —  <*WT.(m'*")  -♦•         (•»*'«"') ]«C  C,'  +  [Ki»'«"WW'«")-|««^«ri')]«Ç'C« 
r—  tC*  Vf  Ub  c,')  -  «  b'd  H*ct")  +  (4  b'é'  UMb't  ")  ]  b  C  C'1 

En  remettant  les  termes  où  refteroit  2?". 
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Huitième  ligne  ...  [(**ev*c;n-c*6'J'>c«c'';^^^ 

Neuvième  ligne  ou  équation  finale 

t(^|<»rt^^»W*)*»'<")+[(«*V')^W''»M<<»Vî  +  ((«*'*pT(»rfV*)'-  CaM">.UrfV)].(«rf'«">  -» 

-  C  (4  6f').(»c'e',)—(a6'i"  ).(««'«")  +  (**'•''>•(*»' «')!•(»  <'«"')  * 

Equation  dégagée  de  tout  faveur  fuperflu. 

•  (376.)  Si  l'on  fuppofe  que  les  trois  équations  que  jufqu'ici 
nous  avons  mifes  fous  la  forme  d'équations  à  deux  inconnues,  foicnc 
dans  leur  développement ,  de  la  forme  (  x\y\  r'j'^ojon  fait, 
par  ce  qui  a  été  dit  (  6 2  ) ,  que  l'équadon  finale  doit  être  du  degré 
8  —  1  =  7  i  c'eft  auffi  ce  que  donne  l'équation  à  laquelle  nous 
venons  d'arriver  ;  car  alors  les  dimenfions  de  afb,ctd,e  font 
refpeaivement  de  o  ,  o  ,  1 ,  1 ,  2  ;  il  en  eft  de  même  de 
(i',^,c/,/,c/,  6c  de  a", c",  é'y  d'où  il  eft  aifé  de 
conclure  que  chaque  terme  de  l'équation  finale  ci-deffus ,  comme 

(ab'c").(bç'd't).(cd't")t 
eft  de  la  dimenfion  0  +  0  + 1  +  o  +  i  +  i4-i  +  i+2  =  7« 

Si  les  trois  équations  en  x,y  6c  r  font  de  la  forme  lx,(y,  \)xVi 
alors  (131)  l'équation  finale  doit  être  du  quatrième  degré.  C'eft 
aufli  ce  que  donne  l'équation  finale  ci-delTus  ;  car  alors  a,b,c,  d,e 
font ,  refpe£tivement,  des  dimenfions  0,0,1,0,1;  il  en  eft  de 
même  de  d ,  V ,  c> ,  i ,  e,  ôc  de  a",  b",  c",  d",  e"  ;  donc  chaque 
terme  de  l'équadon  finale  ci-delTus  ,  eft  de  la  dimenfion 
0+0  +  1  +  0+1  +  0+  1+0+1=4, 

(377.)  Nous  avons  (  520  6c  321)  donné  l'équation  finale 
en  x  réfultante  de  trois  équations,  de  la  forme  O ,  (>,  ^  '  T  =  0  i 
mais  nous  avons  dit  que  l'équation  finale  tny  ou  en  \,  trouvée 
par  la  même  méthode  ,  offrant  plus  de  complication  ^  nous  la 
donnerions  ailleurs,  par  une  méthode  plus  fimple.  1/équatioa 
finale  ci-deffus  ,  1*  fournit  la  plus  fimple  qu'il  eft  poflible. 

En  général ,  fi  les  trois  équations  propofées ,  font  de  la  forme 
f_  * ,  (y ,  %J 1  y  =  o  ;  en  les  mettant  fous  la  forme  d'équadons  à 
deux  inconnues ,  il  ne  s'agira ,  pour  avoir  l'équadon  en  x  ,  que 
de  trouver  l'équation,  de  condition  réfultante  de  ces  trois 

équations 
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a  y  -H  b  \  -f-  c  ==  o  , 
^ y  -f-      ^  -4-  c'  =  O, 

-H         •+•  c"=  o, 
qui  eft  (a,  Fc"J  «a  o.  Ainfi  tant  que  deux  des  inconnues  ne 
pafleront  ni  enfemble  ni  féparément  le  premier  degré ,  l'équation 
finale  pour  la  troifième  inconnue  fera  très-facile  à  déterminer. 

Quant  à  l'équation  finale  par  rapport  à  l'une  ou  à  l'autre  des 
deux  autres  inconnues ,  on  mettra  les  équations  fous  cette  forme 

Alors  raifonnan t  comme  dans  l'exemple  précédent ,  on  trou- 
vera que  pour  arriver  à  l'équation  finale,  les  polynômes-multi- 
plicateurs les  plus  fimples  que  l'on  puifTe  employer,  font 

(x  )  pour  la  première  équation , 

(  x  )  pour  la  féconde , 

t  +  *'  r-  » 
(  x )  pour  ta  troifième  ; 

c'eft-à-dire ,  qu'ils  ne  feront  fbn&ion  que  d'une  feule  des  deux 
inconnues. 

(378  )  Suppofons  actuellement  que  les  trois  équations  pro- 
pofées  ,  mifes  fous  la  forme  d'équations  à  deux  inconnues ,  font 
de  cette  forme  (x ,  y  )  *  =a  o. 

Le  polynôme  -  multiplicateur  de  chacune  peut  (?yo)  être 
réduit  à  la  forme  (x ,  y)  * ,  ôc  même  (  3  p  )  à  la  forme  (x\yl)\ 
avec  une  équation  arbitraire  dans  telle  dimenfion  que  l'on 
voudra. 

Concevons  donc  que  les  trois  équations  propofées  font  de  cette 
/orme 

é  x*  -+-  t  x  y   ■+-   c  y*  sz  o  t 
+  d  x    -f-  ey 

+  / 

&  qu'on  multiplie  chacune  par  un  polynôme  de  cette  forme 

A  xx        B  x  y 
-+-/>»  JE  y 

+  F 

Tt 
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L'équation -fomme  fera  de  la  forme 

A  a  x*  -f-  Abx^y  -+-   A  e  x*yx  ■+-  JtJylso, 
+  Ba        +  Bb 

•¥  Adx*  +  Aex'y  4-  Bexy*  +  Mcy\ 

+   Da  B  d 

-f-  D  b  De 

■+•  E  a  E  b 

4-   Afx*  +  Bfxy   ■+■  Eey* 

-t-   D  d    -h  D  e 

+  Fa  E  d 

4-  F  b 

■+■  Dfx  +  Efy 
Fd     4-  Fa 

H-  F/ 

Le  nombre  des  coëfficiens  Inutiles  étant  1  ,  6c  ce  coefficient 
pouvant  être  pris  dès  la  première  dimenfion  ,  je  forme  l'équation 
arbitraire  B  a  -f-  B'd  -+-  B"a?  —  o  ;  je  pourrais  faire  beaucoup 
d'autres  fuppofitions ,  mais  je  préfère  celle-ci  qui  eft  une  des  plus 
propres  à  Amplifier  le  calcul. 

La  queftion  eft  donc  réduite  à  calculer  la  valeur  de 
A  A1  A" BB'B"D  J),D"EE,E"FF'F". 

Comme  nous  avons  donné  jufqu'ici  un  aflez  grand  nombre 
d'exemples  de  la  manière  de  faire  ce  calcul,  nous  ne  le  détailleronj 
pas  pour  l'exemple  a&uel  :  nous  le  pourfuivrons  feulement  jufqu'au 
calcul  de  la  ligne  qui  manifeftera  le  fâaeur  de  l'équation  finale  ; 
éc  nous  donnerons  feulement  le  réfultat  du  refte  du  calcul. 

Parcourant  donc  fuccelfivement  les  équations  fournies  par  les 
termes  x'y  ,  l'équation  Ba-*-  B'a!  -4-  B"a"  =  o,  &  celles 
fournies  par  les  termes  x  xy  *  &  xy    nous  aurons  comme  il  fuit  - 

Première  ligne...  a  A' A" 
Seconde  ligne....  (  a  b')A"  B  B'B" 
Troifième  lig~.  —  (  a  V  )  A"  a  B'B" 

Quatrième  lig...  -  (  a  b'  c"  )  a  B'B"       (  a  b'  )  A"  (  a  b'  )  B" 

Cinquième  ligne.  .  [  -  ( ab'c»j.(ac')B"  -(ab')A"(ab'c")1DD'D"tkc: 

On  voit  donc  que  toutes  les  lignes  fuivantes  auront  poui; 
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fa&eur  commun  la  quantité  faVc"  )  y  laquelle  fera  par  conféquent 
fââeur  de  l'équation  finale.  Détachant  donc  ,  pour  plus  de  fini- 
plicité,ce  fafteur,  il  refte  à  calculer,  à  l'aide  des  termes  xy,  &c, 
la  valeur  de 

—  [  (a  c')  B«      (a  ]  D  D' D"  E  E'  E"  FF»  F" 

que  l'on  trouvera  donner  l'équation  finale  fuivante  (  A  ) 

t  (  4  <*>  >.[  (  a  Vt)  -t-  (  i  c'JT  )  ] — (  4  IU*J .[  (  b  d  c ")  —  (4  c/"  )  ]  —  (4  6/"  M  «  *V  )  ].(  (  bc  t  'Udtr  >  +  v'  HjT  ).(e  )  J 
+  [  (4  *  e").[  { a  bf  )  —  {  «  i  V)  ]  +  (  «  c'tf  "  )'  —  (4  W  M  >  « '**>  M  I  *  <T  )<  '  «/"  >  —  (  «  <T  >*  —  I  «  *V  I  (  *0P  >  I 

—  [<««>.[  (44V)  —  («»y»J  4-  (*e'<»").(4«/")  —  («60.<e«V>].[{«cY').(4V/')  +  (ic/').(c  «f'/")l 
+  [(««T)-[U*V)+  (4e'/'))  )-(«»/')»].[(  bcJ  Mer/')  —  (6  ce" K*«'.T>  -M  •0*1  M 

—  î(4#'t%u<r')— (4»rw*»r)-(iW'M«'/")].[(irt'«««'/,)  +  («<'/,M»«/|,i-uc,«'H»ir)] 
+  [(««y  ">.[<«**'>  +(4(y-)] -(4*/-m-*/°)— (•>'M»«r)i.c(*fr'M**v)-(*^rx**r>] 

+  [(«('«"Miff)-(«r)'-(  «  V*'H  c*f))U»  cf")  E—  {  4  cV'M  «  e/  '  )  ] 

+  (4*VM**r)- 1  (**y»««*rj — c«*fK*-sro  -  (««•/•««•ri  i 

—  (4//"  ).««/).[(  4  *'*»).(  4        )  -f-  (4  c'/').(4.«>*)  —  («M'M»  «VI  l 

c'eft  l'équation  finale  réfultante  de  trois  équations  à  trois  in-« 
connues ,  quelque  foit  d'ailleurs  le  degré  de  ces  trois  équations  , 
pourvu  feulement  que  deux  des  inconnues  n'y  paflent  pas  le 
Jecond  degré. 

(3790  Nous  obferverons  ,  que  dans  le  calcul  de  cette 
équation ,  lorfqu'on  arrive  à  la  huitième  ligne ,  on  trouve  entre 
autres,  les  termes 

faVe"  )  ,(ac'  )DU  —  ( ac' e» )  .  faV )D". 

Au  lieu  de  ces  deux  termes  ,  nous  avons  fubftitué  fa  b'd').fa  e,)D"i 
fondés  fiir  ce  que  {221  )  l'on  a 

fa  de")  .(aV)-(a  Ve")  .(a  d)  -f-  (a  Vf)  .fa  é)  =  o. 

Cette  fubftitution  fait  naître  dans  le  calcul  de  la  onzième  ligne  § 
le  terme  f  a  b'  c"  )  .  f  a  d  d' )  qui  n'étant  autre  chofe  que 

(  a  Vd')  [  fae1— a'e  )e"  —  fac"-  <fe)d+  fa'e"  —  MJtj 
eft  évidemment  =  o. 

(380.)  Si  l'on  fùppofè  c  «  d  =  d' j=s  o  ;  alors  chaqu© 
quantité  comme  faVc")  ,  fadd"),  fcd'd'  ) ,  Sac.  dans» 

Ttij 
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laquelle  entre  c  ou  </  ou  c" ,  fera  =  o< 

Concevons  qu'on  anéantiffe  d'abord  dans  l'équation  (  A  )  cU 
tieffus  tous  les  termes  où  l'une  quelconque  des  quantités  c ,  ou  <f9 
ou  c*  y  doit  monter  à  plus  d'une  dimenfion  :  alors  l'équation 
fera  réduite  à 

[  ( a dfe" ).(a b'e")  —  (a Vd").(b d'e")  —  (ab'f').(a b'e")  ] . (bc'e").(de'f" )^<Sg 

—  {(ad!f").(aVe")  — (ab'd").(bd'f)  —  (ab'f")*]  (bc'e").(bef  ) 
4-  [  (a  e'f").(a  b'e")  —  (a  b'd").(be'f")  )  •  (  «  *'f")  •  C    «"  ; 

Maintenant  il  eft  clair  que  le  premier  membre  de  cette  équation 
eft  zéro,  par  la  fuppofition  de  c=  c'=c'  =  o.  Mais  comme 
toute  l'équation  a  pour  fadeur  (bdt!'),  il  eft  clair  qu'on  a 
aufli  (  B  ) 

[  (a  d'e"  ).(a  b'e")  —  (a  b'd").(b  Je"  )  —  (a  b'f")  .  (a  b'e")  ]  .  (d  e'f")  m  o  i 

—  l(**f").(*W)  —  (ab'd,,).(bd'f")  —  (ab'f')%1  •  (be'f"  ) 
H-  [(ae'f").(ab'e")-(ab'd"  ).(b  e'f")  ]  (a  e'f) 

Equation  qui  en  changeant  denc ,  etnd,f  en  e,  revient  en- 
tièrement à  celle  que  nous  avons  donnée  (  37;  )  ;  &  il  eft  aifé 
de  voir  que  cela  doit  être  en  effet. 

(  3  8  1  •  )  Si  dans  l'équation  (  B  )  on  fuppo/è  a  =  a*  =  0"=  o, 
&  qu'on  anéantiffe  de  même  d'abord ,  les  termes  on  les  quantités 
a ,  a' a'1 doivent  monter  â  plus  d'une  dimenfion,  on  aura 

—  (ab'd")  .(bd'e").(de'f")  +  (  ab'd") .(  b  e'f"  ).(  b  d'f"  )  x=9, 

ou ,  en  fupprimant  le fadeur  (ab'd!')  ,  on  aura ( C ) 

(be'f"  ).(blf"  )  -  (bd'e").(de'f")=:0. 

Equation  qui  eft  la  même  que  celle  que  nous  avons  trouvée  (  373  )É 
en  changeant  b  tti  a  }  <*  en  £ ,  «  en  ôc/en  </i  &  cela  doit 
frre  en  effet. 

(  3  8 1 .  )  Si  dans  l'éauation  (  C)  on  fuppofe  b  =  b'  =  b"  =  o  , 
&  qu'on  fupprime  d'abord  feulement  le  terme  ou  b  ,  b'9  b" 
pafferoient  la  première  dimenfion,  on  aura  —  (b  d'e"J.(deJf"J  =  o, 
ou  fupprimant  le  fadeur  —  fbd'e"),  on  aura  (de,f")  =  o-9 
p'eft  en  effet  l'équation  de  condition  que  donneroient  les  trois 
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équations 

d  x  t  y  -t-  /  =  o  i 
d' x  •+•  e'y  -h  f  —  o  , 
d"x  -H  e"y  ■+-  f"  =  o. 

(3830  Examinons  préfentement  le  fàâeur  (ah'd')  quô 
nous  avons  trouvé  dans  le  calcul  de  l'équation  (A). 

Ce  fadeur ,  ainfi  que  nous  eh  avons  déjà  prévenu ,  n'indique 
qu'une  folution  particulière ,  de  la  nature  de  celles  que  nous  avons 
fait  connoître  (  27$  &  287  )* 

En  effet  fi  l'on  conçoit  qu'à  l'aide  des  deux  dernières  des  troîâ 
équations  propofdes  ,  on  détermine  les  valeurs  de  y*  &  de  xy  , 
&  qu'on  les  fubftitue  dans  la  troifième  pour  en  conclure  la 
valeur  de**,  on  trouvera 

Concevons  maintenant  qu'on  fubftitue  cette  valeur  de  x*  dans 
l'une  quelconque  des  trois  équations  propofées  ,  je  dis  qu'elle 
fatisfera  à  toutes  les  trois  dans  le  cas  où  (  a  V  d' )  =  0. 

En  effet,  dans  ce  cas  on  a 

(hc'd")x  -f-  (bc'e')j  -H  (ic'f")=io, 

&  par  conféquent  x*  =  -f-  ;  cette  valeur  fubftituée  dans  chacunô 
des  trois  équations  propofées  ,  y  fatisfâit  donc  ;  c'eft  donc  uné 
folution  de  la  nature  de  celles  que  nous  avons  fait  connoître 
(  27p  &  287  ). 

(  3  84.)  Mais  fi  fa  V c"  )  =  (5,  n'indique  d'autre  folution 
que  celle  que  nous  venons  d'expofer ,  c'eft  en  même  temps  (  j^o  J 
le  ligne  que  dans  ce  même  cas  dtf  àVc"  )  =  o  ,  on  peut  arriver 
à  l'équation  finale  avec  un  moindre  nombre  de  cotfficiens  y 
puifque  ce  faûeur  s'eft  préfenté ,  dans  le  calcul  des  lignes ,  avant 
qu'on  foit  arrivé  à  l'équation  finale. 

Én  effet  ,  fi  en  vertu  de  cette  confidération ,  on  tàrmi 
une  nouvelle  équation"  arbitraire  j  par  exemple  ,  l'équation 
Bb  -f-  B'b'  -H  B"b"  «o,  outre  l'équation  arbitraire 
]fiarh  B'a'  *~  B"a"  mm  0  ,  qu'on  avoit  formée  lors  de  la 
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folution  générale  ;  on  verra  qu'avec  l'équation  fournie  par  le 
terme  xy 1  de  l'équation-fomme,  on  fera  conduit  à  B  —  o,  B'=  o, 
£"=  o  y  &  fi  l'on  procède  au  calcul  de  AA'A'D Up"EE'E"FF'F"9 
on  verra  que  quoiqu'on  ait  un  coëfficient  de  moins  qu'il  ne  refte 
d'équations ,  néanmoins  on  fatisfera  à  l'élimination ,  parce  que 
des  trois  équations 

A  a+  A'a'+-  «4V  m  o  (  At  +  A**' +  Aur'**o%  At  +  JA+APfm* 

que  donneront  les  termes  x4,  xy,  x%yx ,  Tune  a  toujours  lieu  t 
ouand  on  fuppofe  (a  b'c' )  =  o  ;  ou  ce  qui  revient  au  même  , 
1  équation  de  condition,  à  laquelle  elles  conduifcnt  ,  eft  préçifé- 
ment  (a  b'c")  =  o. 

Ainfi  pour  arriver  à  l'équation  finale  convenable  à  ce  cas  , 
avec  le  moindre  nombre  de  coëfficiens  poffible ,  on  prendrait  trois 
polynômes-multiplicateurs  de  cette  forme  Ax%-\-  Dx-\-Ey-*-F9 
ôc  en  procédant  au  calçul  des  lignes ,  on  omettrait  l'une  des 
trois  équations 

Aa+A'a'  +  A'W'=:o,A*  +  A'b'+Auk»  =  ot  Ac+  A'c' -h A"c»  =  » 

Au  relie,  nous  examinerons  plus  généralement  ce  fadeur,  pat 
la  fuite. 

(385*)  En  terminant  ce  qui  concerne  les  trois  équations  que 
nous  venons  de  confidérer ,  nous  préviendrons  fur  une  appa- 
rence de  folution  plus  fimple  qui  pourrait  peut-être  s'offrir  à 
Quelques  Lecteurs. 

Si  l'on  conçoit  qu'à  l'aide  des  trois  équations  propofées  ,  on 
en  forme  trois  autres ,  telles  que  chacune  ne  renferme  qu'une  feule 
des  trois  quantités  x\  xy  ôc  y%>  on  aura  les  trois  équations 
î  vin  t  çs 

iaVc")x*  4-  (bc'd")x  -t~  (ic'e")y  +  (bc'f")  m  o  , 
(a  h'c")  xy  -  (a  c'd")  x  -  (ac'e")y  -  (a  t'f")  =  o  , 

(ab'c»)y*  +  (ab'd")x  +  (*Vt")y  -t-  (a  Vf»)  =  o  , 

■ 

ftui ,  dans  le  cas  de  fa  b'c")  =  o ,  deviennent  ces  trois  autrej 

.  Jbc'd")x+>  (bc>e")y^-  (*<'/";  =*o> 
(aç'd")x-*-  (ac'e")y+  («c'f")—o% 
(*>'4")-*-*T  (4Vf")=o,  _ 
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d'où  il  fembleroît  qu'on  peut  arriver  à  l'équation  finale,  dans  ce 
cas  de  (ab'd')=i  o,  bien  plus  fimplement  que  ci-deffus,  pui£ 
qu'il  ne  s'agit  que  de  fubftituer  dans  1  une  de  ces  trois  équations  * 
les  valeurs  de  x  &  y  fournies  par  les  deux  autres. 

Mais  cette  foludon  feroit  illufoire ,  &  conduiront  à  une  équation 
identique. 

En  effet ,  des  deux  premières ,  par  exemple  t  on  tire 

t  —  ]*+  (bc'f").(ac'e")  -  (bc'€").(ac'f)  sa  0» 

Or  il  eft  facile  de  voir  par  les  Théorèmes  donnés  (  221  ) ,  que 

(àc'J"  ).(ac'e"  )  —  (a  c'd")  .  (b  c'e"  )  =  o, 
&    (bc'f" ).(ac'<")  -  (bc'e").(ac'f")  =  o. 

U  en  feroit  de  même  pour  l'équation  oui  donnerait  la  valent, 
de  y.  Il  en  feroit  de  même  auiïi  en  combinant  la  première  de 
ces  trois  équations  avec  la  troifième,  ou  la  féconde  avec  la 
troifième.  Donc  de  ces  trois  équations ,  l'une  étant  fuppofée  avoir 
lieu ,  les  deux  autres  n'en  font  qu'une  réplique.  Donc  ces  trois 
équations  n'expriment  rien  de  plus  pour  la  quellion  que  ne  le 
feroient  deux  d'entr'elles. 

Réflexions  fur  U  fadeur  qui  affecte  V équation  finale 
trouvée  par  la  féconde  méthode* 

(  3  86.)  Dans  la  première  méthode  que  nous  avons  donnée 
toour  arriver  à  l'équation  finale ,  il  ne  peut  jamais  fe  préfenter  de 
fadeur  qui  puiffe  altérer  le  degré  de  l'équation  finale.  Le  fadeur 
ou  les  fadeurs  qui  affecteront  cette  équation  ,  ne  peuvent  jamais 
être  que  des  fondions  des  coèfHciens  donnés  des  équations 
proposées  :  &  ces  fadeurs  ont ,  comme  nous  l'avons  vu ,  l'ufage 
important  de  faire  connoître  les  cas  où  l'équation  eft  fufceptible 
d'abaiflement. 

Dans  la  féconde  méthode  ,  c'eft-à-dire,  lorfqu'on  veut  pro- 
céder à  l'élimination ,  en  donnant  aux  équations  la  forme  né- 
ce-fin  ire  pour  préfenter  une  inconnue  de  moins  qu'il  n'y  a 
d'équations  ,  l'équation  de  condition  à  laquelle  on  arrive  ,  eft 
^très-rarement  fans  fadeur.  Et  comme  les  coéfEciens  des  différentes 
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inconnues  qu'on  a  à  éliminer ,  font  des  fondions  de  l'inconnue 
relativement  à  laquelle  on  cherche  l'équation  finale  ,  le  degré 
apparent  de  cette  équation  finale  peut  dans  plufieurs  cas  être 
différent  du  véritable. 

l  Comme  les  calculs ,  par  cette  féconde  méthode ,  font  incom- 
parablement plus  courts  que  dans  la  première ,  l'inconvénient  de 
rencontrer  des  faveurs  fuperflus,  n'eft  pas  affez  grand  pour 
faire  renoncer  aux  avantages  qu'elle  préiente.  Mais  il  eft  né- 
ceffaire  d'avoir  des  moyens  de  dégager  l'équation  finale,  de  cet 
fadeurs ,  fi  comme  il  y  a  grande  apparence  ,  on  ne  peut  efpérç* 
de  les  éviter  généralement. 

Nous  avons  déjà  dit  (3  39),  &  nous  prouverons  par  la  fuite,qu'on 
ne  rencontrera  jamais  de  ces  fortes  de  fadeurs  dans  les  équations 
à  deux  inconnues,  mifes  fous  la  forme  d'une  feule  inconnue.  Mais 
U  n'en  eft  plus  de  même ,  lorfque  le  nombre  des  inconnues  eft 

EJelà  de  deux  ;  &  le  fadeur  devient  en  général  d'autant  plus 
ipofé  ,  tant  pour  fa  dimenfion ,  que  pour  le  nombre  des 
res  qui  y  entrent ,  (jue  le  nombre  des  inconnues   eft  plus 
confidérable, 

(3870  II  femble  d'abord  que  puifque  par  les  méthodes 
données  dans  la  première  Partie  de  cet  Ouvrage ,  on  peut  toujours 
(avoir  quel  doit  être  le  véritable  degré  de  l'équation  finale ,  il 
ne  s'agit  plus  que  de  chercher  dans  l'équation  finale  donnée  par 
la  féconde  méthode,  lesdivifeurs  commenfurables  ;  que  le  fadeur 
fuperflu  ne  peut  manquer  d'être  l'un  de  ces  divifeurs  commen- 
furables j  &  que  fon  degré  eft  déterminé  par  la  différence  entre 
le  vrai  degré  que  l'on  fait  avoir  lieu  ,  Ôç  Je  degré  apparent 
donné  par  la  féconde  méthode  d'élimination. 

Cela  eft  vrai  ;  mais  la  recherche  du  fadeur  fuperflu ,  par  une 
femblable  méthode,  conduiroit  à  des  calculs  infiniment  plus  pé- 
nibles que  le  calcul  de  l'élimination  exécuté  tout  au  long  par  la 
première  méthode  :  &  les  avantages  qu'on  fe  propofoit  en  em- 

£loyant  la  féconde ,  difparoîtroient  entièrement.  Ajoutons  que 
1  méthode  des  divifeurs  commenfurables  ,  n'eft  encore  qu'une 
méthode  de  tâtonnement  ,  bien  éloignée  de  pouvoir  être  de 
auelque  ufage  dans  des  quantités  aufli  compofées  que  celles 
dont  il  s'agit  ici.  Il  eft  queftion  d'arriver  à  l'équation  finale 
dégagée  de  tout  fadeur  fuperflu  ,  non  par  un  tâtonnement 

incertain, 
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îocertain  ,  comme  l'eft  la  méthode  desdivifeurs  commenfurables , 
mais  par  un  procédé  affuré.  En  voici  un  qu'on  peut  employer 
généralement* 

(3  880  ^ans  k  Procécîé  que  nou«  avons  donné  ,  nous 
avons  toujours  un  certain  nombre  d'équations  arbitraires  à  for- 
mer .  outre  celles  qui  réfultent  de  ranéantiffement  des  termes 
de  l'équation-fomme.  Comme  ces  équations  arbitraires  peuvent 
toujours  être  choifies  de  plufieurs  manières  différentes  ,  il  eft 
clair  que  les  variations ,  dans  ce  choix ,  introduiront  des  variations 
dans  le  fàâeur  fuperflu ,  par  conféquent  dans  l'équation  finale 
apparente  :  en  forte  que  cette  dernière  peut  toujours  être  regardée 
comme  compofée  de  deux  fadeurs  dont  l'un  qui  eft  la  véritable 
équation  finale  cherchée ,  ne  varie  pas  avec  les  équations  arbi- 
traires ;  Ôc  l'autre  au  contraire  qui  eft  le  fà&eur  fuperflu  ,  varie 
avec  ces  équations  arbitraires. 

-  Il  fuit  donc  de-là  que  fi  après  avoir  calculé  ,  felon  le  procédé 
'de  notre  féconde  méthode ,  l'équation  finale  apparente  ,  on  cal- 
cule de  nouveau  cette  équation ,  par  le  même  procédé  ,  mais  en 
changeant  quelques-unes,  ou  l'une  feulement  des  équations  arbi- 
traires ,  on  aura  deux  équations  finales  apparentes ,  lefquels  au- 
ront, pour  fàâeur  commun  ,  l'équation  finale  véritable.  U  ne 
fera  donc  plus  queftion  que  de  chercher  le  plus  grand  commun 
divifeur  de  ces  deux  équations  finales  apparentes. 

(3  89*)  Mais  comme  le  calcul  de  l'équation  finale  apparente  $ 
eft  déjà  par  lui-même  un  travail'  afTez  considérable ,  il  faut  éviter , 
^il  eftpoflible,  lanéceffité  de  le  faire  une  féconde  fois.  Or  c'eft 
ce  que  l'on  peut  toujours ,  en  obfervant  ce  qui  fuit. 

En  procédant  au  calcul  des  lignes  pour  arriver  à  l'équation" 
finale  appax  ente ,  on  formera  une  équation  arbitraire  de  moins 
qu'on  n  en  a  en  tout  à  former  ;  &  l'on  calculera  jufqu'à  la  der- 
nière ligne  exclufivement  ,  comme  fi  cette  équation  arbitraire 
j^avoit  pas  lieu.  > 

Pour  procéder  au  calcul  de  la  dernière  ligne  ,  c'eft-à-dire ,  de' 
l'équation  finale  apparente ,  on  formera  alors  te  dernière  équation 
arbitraire  ;  mais  on  là  formera  de  deux  manières,  &  employant 
fucceflivement  chacune  de  ces  deux  équations  arbitraires ,  pour 
le  calcul  de  la  dernière  ligne ,  on  aura  les  deux  équations  finales 
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apparentes ,  dont  la  véritable  équation  finale  eft  fàâeur  comrmiftV 

(  390.)  Par  exemple ,  dans  le  calcul  que  nous  avons  lait  (n^) 
de  l'équation  finale  résultante  de  trois  équations  de  cette  ferme 
(x>y)*  Baa  °9  nous  avons  pris  pour  équation  arbitraire  f  l'é- 
quation Ba-t-  B'a!  -H  Wd'=  o  >  mais  nous  l'avons  employée  dès 
la  troifième  ligne* 

Mais  fi  le  fa&eur  que  nous  avons  vu  être  (aV<?) %  ne  le  pré- 
fentoit  pas  dans  le  cours  du  calcul  aufli  facilement  que  nous  IV 
vons  vu ,  je  procéderais  au  calcul  des  lignes  en  parcourant  fuc- 
cefïïvement  les  termes  *4,  xly,  x*y%,  xy^x1,  x*jr,  &c.  jufqua 
l'avant  dernière  ligne  inclufivement  f  &  fans  avoir  aucunement 
égard  à  l'équation  arbitraire* 

Arrivé  à  ce  terme ,  Remploierais  l'équation  arbitrafre 
B  a  ■+■  BW  «4-  B"a"  =»  o  jpour  avoir  une  première  équation  finale 
apparente  ;  puis  f  emploierais  avec  la  même  avant  -  dernière 
ligne,  une  autre  équation  arbitraire,  pour  avoir  b  féconde  équa- 
tion finale  apparente»  Alors  il  eft  évident  qu'au  lieu  de  faire  deux 
fois  tout  le  calcul  néceflâire  pour  arriver  à  l'équation  finale  ap- 
parente ,  on  ne  fait  qu'ajouter  au  calcul  de  l'équation  finale  appa*» 
rente  ,  le  calcul  d'une  nouvelle  ligne* 

(39'»)  Mais  pour  ne  pas  tomber  dans  llnconvéhient  de 
donner  à  la  féconde  équation  finale  apparente ,  le  même  fàûeur 
qu'avoit  la  première,  il  ne  fuffira  pas  toujours  de  former ,  pour 
le  calcul  de  chaque  dernière  ligne  ,  une  équation  arbitraire  diffé- 
rente. Par  exemple ,  fî  dans  l'exemple  que  nous  venons  de  citer,, 
je  prenois  pour  féconde  équation  arbitraire  B  b  -f  -  B'b'  -+-  o\ 
la  féconde  équation  finale  apparente  aurait  le  même  fadeur  que 
la  première  ;  &  par  conféquent  ce  moyen  ne  ferait  pas  propre  à 
|wocurer  l'équation  finale  dégagée  de  fon  faâeur. 

Mais  on  préviendra  toujours  facilement  cet  inconvénient ,  en 
prenant  cette  équation  arbitraire ,  dans  Tune  quelconque  des  di- 
menfions  inférieures  de  l'équation-fomme.  Amfi  dans  l'exemple 
dont  il  s'agit ,  je  prendrais ,  pour  équation  arbitraire  fervant  au 
calcul  de  la  féconde  équation  finale  apparente  ,  l'équation 

Bc  +  B'c'+B"c"  tm  o. 
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Moyens  de  reconnaître  quels  font  les  coèfficiens  des  équations 
propq/ees,  qui  peuvent  feuls  faire  partie  du  fadeur  de 
r équation  finale  apparente* 

(39*0  Quoique  la  méthode  que  nous  venons  de  préfenter 
pour  avoir  le  fadeur  de  l'équation  finale ,  ou  plutôt  pour  avoir 
l'équation  finale  dégagée  de  ce  fadeur ,  puifle  toujours  être  em- 
ployée avec  fùccès ,  néanmoins  on  conçoit  qu'il  y  auroit  beau- 
coup d'avantage  à  pouvoir  déterminer  ce  fadeur  indépendam- 
ment des  opérations  que  cette  méthode  exige.  Les  vues  que  nous 
allons  propofer,  nous  paroiflênt  propres  à  répandre  du  jour  fur  cet 
objet  ;  6c  comme  elles  peuvent  d'ailleurs  avoir  quelque  utilité 
dans  d'autres  recherches  analytiques  ,  nous  croyons  bien  faire  en 
les  expofant  ici. 

(3930  Comme  une  partie  de  ce  que  nous  allons  dire  ,  fup- 
pofe  la  détermination  de  Texpreffion  du  nombre  des  termes  du 
polynôme  [u9(x...n  —  iyB...o]T,  nous  pourrions  nous 
contenter  de  donner  ici  cette  expreffion  ,  &  renvoyer  aux  mé« 
thodes  que  nous  avons  expofées  dans  la  première  Partie ,  pour 
trouver  l'expreflion  du  nombre  des  termes  d'un  polynôme 
quelconque.  Mais  ce  nouvel,  exemple  de  la  manière  d  appliquer 
les  méthodes  données  dans  le  premier  Livre  ,  ne  fera  pas  fuperflu. 
Nous  allons  donc  d'abord  donner  la  manière  de  trouver  cette 
expreffion,  fie  donner  cette  expreffion  elle-même. 

(3940  Nous  avons  trouvé  (7;)  l'expreflion  du  nombre 
des  termes  du  polynôme  [  ,  y . . .  »  ]  r»  Si  ,  dans 

cette  expreffion,  onhkA^A^=B,  on  aura 

B  T  T  y  £  j  j»_  J? — 1 

>y—«o  =jvr*...«j  —  #(*.:?). ..  ..  —  jvr*...«; 

T-B-i  B-t  T-U-I 

Mais  comme 

a  » 

T—B—t  T—B^ X  3*  B  —  T 

W(u..*n)  —N(u.,.n)   ~  ,   =iY(u...n—  i;  , 

^  ..         .  •  •    .  •  i.'-"-    Û     i.       .  /  * 

VV  lj 
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on  aura  pour  expreflion  plus  réduite, 

*'l(uyx)B,y...niF>  OU  tf[Uf  ( 
sa  N(u,.,n)T  -~  N(u.. .  n)T  *  '  —  N  (u)B  x.  tf(u. ..»— .  i)T'*B'mT) 

Maintenant  pour  avoir  l'expreflion  de  JV*  [k.  .      . . * . .  n}T  f 
je  conçois  ce  polynôme  ordonné  par  rapport  à  l'une  des  trois , 
lettres  x>y>  \  qui  entrent  dans  l'expreflion  (x...  3 JB;  par 
rapport  à  1 ,  par  exemple  :  &  prenant  s  pour  l'expofant  de  1 
dans  un  terme  quelconque  ,  chaque  terme  fera  de  la  forme 

g  (x.. .*)*-'. ..n—x]iT-:  Ils'agira  donc  de  fommer 

Ntu<..(x...2)B—,..n  —  ï]t-»  depuisj=:ot  jufqu'à  *  = 

Or  on  a ,  félon  ce  qu'on  vient  d'expofèr> 

....        ,        ,B-$  T-t         .  T-ï-I- 

N[u. ..(»,„%)       ...n  — îj       =  N(u..  ji—  |J       —  N(u,.*i—  t) 

É-$  T-B-i 
—  N(u)       xN(u...n-»t)  > 

dont  la  fomme  (  70  )  depuis  s  =±=  o ,  jufqu'à  s  «  eft 

N(u..,n)   —X(a...ri)   ~  '  ->#(u)   x  N(tt.  ..n—  i  ; 

«  -  •  * 

(  395»)  I*ow  paflêr  de  cette  expreflion  à  celle  dé 
N[u. . .  f  x .  ■  *  B . . .  n  ]  r,  on  concevra  de  même ,  ce  poly- 
nôme ordonné  par.  rapport  à  l'une  quelconque  des  quatre  lettres 
qui  ne  doivent  pas  pàfler  la  dimenfion  B  ;  Suppofons  que  ce 
foit  \ ,  par  exemple  ,  &  concevant  le  polynôme  ordonné  par 
rapport  à  ç ,  un  terme  quelconque  de  ce  polynôme  pourra  être 
repréfenté  par  i'  [  u . . .  (x . . .  3  )  *"  *. . .  n  —  1 J  T"  Il  s'agit  donc 
de  fommer  N^u . . .  (x  .* .  3  . .  »—  *  Jr—  depuis  *  =  o  ,  • 
jufqu'à  s  =  B, 

Or  felôn  ce  qu'on  vient  de  trouver ,  on  a 
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Étant  la  fomme  depuis  *  =  0 ,  jufqu  à  s  —  B  ,  eft 

Donc  en  général 

2?         T  T  T-B-t 

.«— ;      ...n]    saiVCK.^.n;  —N(u...n) 

B  T—B—i 

**N(u.,.t)*xN(a...n—x)T~B~l^N(u...))BxN(a...n  —  i)T~B~% 

B  t-B-i  B        .  T-B-t 

—  N(u...*)  xN(u...n—t)  N(th.ji—\)   xN(u..,%)  » 

(395.)  Donc  6c  d'après  tout  ce  qui  a  été  dit  dans  le  Livre 
premier ,  fi  l'on  a  un  nombre  n  d'équations  de  la  forme 
Tut (x*  •  ,n  —  1  Jbl*  o  ,  renfermant  un  pareil  nombre 
d  inconnues  ,  on  aura  le  degré  de  l'équation  finale  réfultante  de 
l'élimination  de  n  —  1  de  ces  inconnues ,  en  différenciant  n  fois 
de  fuite  la  quantité 

T  T-B-t  Ê  T-B-t 

N(u...n)  —  it(u...n)  —  xN(u.t.n<—  i) 

■*  • 

B  T—  B—  1  B  T—B — t 


B  T-B-t 
—  N (u...n  —  *)   xN(u.w.i)  g 


&  faifant  varier  fûcceflivement  T  de  f ,  r^z",  f"',  &c.  &  B 
,     de  *j  *',*">*"',  &c. 

(  3  97.)  Ainfi  ,  par  exempte  ,  pour  deux  équatiens  on  aura 

D*=te—(t—b).(i!  —  b')  ' 
Pour  trois  équations  ;  on  aura 
j>  =  tr,r,—(i-»).ci'-*').(/'-»')—»(»'->'M<"-r)-.r(#-*).(«"-ii*)«— »"<»-».(»'-»')» 

Pour  quatre  équations ,  On  aura 

D  =  » f  1  «     (  t- b).(  t'  -»•>.(«" - *")  (  1* -  b"  )— b { »'- V  M r  -*").(  1" - **> -  y  ( r  -  %  w»'- » W* - J 
—  y  d-  *).(»-*'  W  $'  -  *  -  )  —  b  '  (  «  -  »  M  '  -  k'M  i"  -  *"  >  -  W  (  f  -  6"        >"")  —  *6'  (f  -  *  M  r™-  VI 

jk  ainfi  de  fuite. 
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(  3980  C'cft  par  la  comparaifon  avec  ces  formules  que  nottt 
pourrons  eftimer  la  différence  entre  le  degré  auquel  l'équation 
finale  pourra  monter  par  la  méthode  aûuelle  d'élimination  ,  ôc 
celui  auquel  elle  doit  véritablement  monter  :  ôc  cette  différence , 
ainfi  qu'on  le  verra ,  fera  connoître  la  dimenfion  du  faâeur  de 
l'équation  finale ,  &  quels  font  les  çoëfficiens  littéraux  qui  peu- 
vent feuls  entrer  dans  ce  fafteur. 

(  399.)  Après  avoir  déterminé,  comme  nous  venons  de  le 
faire  (  397  ) ,  le  degré  de  l'équation  finale  réfultante  d'un  nombre 
quelconque  d'équations  de  la  forme  [u . .  .(x...n  —  \) h . . .  /i]  '  «  o, 
fuppofons  que  ces  équations  mifès  (bus  la  forme  d'équations  à , 
n  —  1  inconnues ,  foient  des  équations  complettes  ;  alors  u  étant 
l'inconnue  relativement  à  laquelle  on  veut  avoir  l'équation  finale , 
les  çoëfficiens  des  inconnues  x ,  y,  1 ,  &c.  qu'il  s'agit  d'éliminer, 
feront  des  fonÊHons  de  u ,  &  de  quantités  connues  ;  &  ces  fonc- 
tions de  u  étant  reipeâivement  repréfentées ,  pour  leur  dimenfion 
dans  la  plus  haute  dimenfion  de  chaque  équation ,  par  p,p',p"9  ôcc, 

feront  en  général  des  dimenfions  p*\r  q  —  1,  p'  -f-  q  —  1 , 
pn-h  q  —  1 ,  ôcc.  dans  les  dimenfions  du  numéro  q,  à  compter 
de  la  plus  haute  dimenfion  de  chaque  équation. 

Par  exemple ,  dans  trois  équation*  de  cette  forme 

«*«  -f-  b  x'y  c  x  y1  •+.  dy*  s«, 

t  *»  4-  fxy  gy* 

hx  ky 

t'x*  4-  fxy    +  *V»©| 

(  +h'x  -H  k'y 

h"x        k"y  =  o, 
t+-  l" 

Sî  a  tbfCfd  font  de  la  dimenfion  p  ;  g',  de  la  dimenfion  /; 
h",  k",  de  la  dimenfion  p"  ;  alors  e ,  f,  g  feront  de  la  dimenfion 
p  t  i  yt  k  de  la  dimenfion  p'  -H  1  ;  h  &  k  feront  de  la  di- 
menfion p  -4-  a  i  V  fera  de  la  dimenfion  p'  -i-  2  ;  &  enfin  /  fera 
de  la  dimenfion  p  -f-  3. 


Digitized  by  Google 


ÉQUATIONS   ALGEBRIQUES.  w 

Pareillement ,  fi  les  cocfficiens  indéterminés  de  la  plus  haute 
'dimenfion  des  polynômes-multiplicateurs  font  refpeaivement  des 
dimenfions  P  $  P' ,  P",  &c.  ceux  de  la  dimenfion  du  numéro  Q 
(toujours  en  comptant  depuis  la  plus  haute)  feront  refpeôive- 
ment  de  la  dimenfion  i,P'+Q'-i,F'-f-Ç"-i,&c. 

(  400.  )  Donc  ,  fi  dans  une  dimenfion  de  numéro  quel- 
conque K  de  l'équarion-fomme ,  on  veut  favoîr  quelle  fera  la 
dimenfion  du  coefficient  déterminé  qui  affe&e  le  coefficient  in- 
déterminé de  la  dimenfion  du  numéro  Q  ou  Q'  on  Q"  de  l'un 
des  polynômes-multiplicateurs  ;  fi  l'on  appelle  r  cette  dimenfion  f 

on  aura  r-h  —  P  -\-p     K  —  1  ,  &  par  confé- 

quent  r  =*p  +  K  —  Q;  d'où  il  fuit  que  fi  K  eft  plus  petit 
que  Q  ,  le  coefficient  indéterminé  dont  il  s'agit ,  ne  iê  trou- 
vera pas  dans  la  dimenfion  du  numéro  K  de  l'équation-fomme. 
Mais  fi ,  pour  d'autres  confidérations  on  peut  fe  permettre  de 
feindre  qu  il  y  eft  ,  il  fera  cenfé  avoir  pour  coefficient  déterminé, 
une  quantité  de  la  dimenfion  p-\-K.  —  Q.  On  trouvera  de  même 

pour   reponfe   à  Q',  Q" ,  ôcc.    r  mm  p'  -h  K  —  Q' 
r  =  /  +  ^-  Q",  &c. 

(  40 1.  )  Cela  pofé ,  rappelions-nous  que  pour  arriver  à  l'é- 
quation finale,  nous  formons  d'abord  le  produit  de  tous  les 
coèfnciens  indéterminés  reftans  dans  les  polynômes  -  multipli- 
cateurs. Que  parcourant  enfui  te  toutes  les  équations  fournies  tant 
par  l*anéantiflement  des  termes  de  l'équation-fomme  ,  que  paît 
les  équations  arbitraires  dont  nous  avons  enfeigné  la  nécefiïté 
&  l'ufage ,  nous  échangeons  fucceflivement  chaque  coefficient 
indéterminé  contre  le  coefficient  déterminé  qui  l'affecte  dan» 
l'équation  fur  laquelle  on  opère, 

11  fuit  donc  delà  qu'un  terme  quelconque  de  Féquation  finale? 
ne  peut  manquer  d'être  le  produit  d'autant  de  coëfnciens  déter-* 
minés  ,  qu'il  refte  de  coëfficiera  indéterminés  dans  tou9  les 
polynômes-multiplicateurs, 

(  ^02.)  D'ailleurs  la  dimenfion  de  chaque  coefficient  déter* 
miné  formant  ,  dans  chaque  équation  ,  toujours  une  même 
quantité  avec  le  produit  ou  la  puiffance  des  inconnues  dont  il 
eft  coefficient  ;  fii  la  même  chofe  ayant  lieu  pour  chaque 
(coefficient  indéterminé  de  chaque  pdynomc-muitiplicateur  i  U  e$ 
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facile  d'appercevoir  que  dans  chaque  terme  de  l'équation  finale  j 
la  dimenfion  totale  que  formeront  intrinféquement  les  coèfficiens 
déterminés  qui  ,  par  leur  produit  ,  compofent  ce  terme,  fera 
conftamment  la  même  pour  chaque  terme.  Ceft-à-dire,  que 
chaque  terme  de  l'équation  finale  fera  non-feulement  le  produit 
d'un  même  nombre  de  coèfficiens  déterminés  ;  mais  encore  la 
fomme  des  dimenfions  particulières  de  tous  ces  coèfficiens ,  fera 
conftamment  la  même  dans  chaque  terme  de  l'équation  finale. 

Il  n'eft  donc  plus  queftion  que  de  déterminer  pour  l'un 
quelconque  des  termes  de  l'équation  finale,  quelle  eft  (à  di- 
menfion totale  intrinféque  ;  &  ce  fera  le  degré  auquel  la  méthode 
e£tuelle  d'élimination  élèvera  l'inconnue  relativement  à  laquelle 
on  calcule  l'équation  finale. 

(403.)  Prenons  d'abord  les  équations  à  deux  inconnues  $ 
mifes  fous  la  forme  d'équations  à  une  feule  inconnue. 

[  Soient  A  ,  B  ,  Ç ,  D ,  ôcc. 

A B',  C,  D\  &c. 

les  coëfficiens  indéterminés  des  deux  polynomes-multiplicateurf 
gué  nous  avons  vu  (34$)  devoir  être  de  la  forme 

(X...  !>••-«,  (*.  ..%)—*. 

Concevant  au  on  ait  formé  le  produit  AA'BB'CCD  Z^ficcv 
&  que  pour  la  formation  de  l'équation  finale  ,  on  parcourra 
fucceffivement  les  équations 

.    Aa+>  A'<£=*  0,  Ab  +AV+Ba+-  B'a!*=*o,  &c. 

comme  il  ne  s'agit  ici  que  d'avoir  un  feul  terme  quelconque  de 
l'équation  finale  ,  on  peut  fe  borner  dans  l'ufage  de  chacune 
de  pes  équations,  à  l'échange  d'un  feul  coefficient  indéterminé 
contre  fon  coefficient  déterminé. 

Suppofons  ce  que  l'on  peut  toujours  faire ,  tf  <  r. 

Concevons  donc  que  j'échange  fucceffivement  A,B ,C,D } 
ôcc.  chacun  contre  fon  coefficient  déterminé  ,  en  employant 
lùcceflivement  les  équations  fournies  par  les  dimenfions  t  -4*  r/—  1  , 
t^-tf  —  2,  t-*-t?-~  3  de  l'équation-fomme.  D'après  ce  qui  a 
été  dit  (  400  ) ,  les  dimenfions  des  coëfficiens  déterminés  qu'on 
fcbftituera  pour  échange  ,  feront  chacune  =  />.  Et  puifque  Je* 

coefficient 
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coHfKciens  A3B  ,CtD  font  au  nombre  de  t' ,  il  en  réfulcera 
donc  une  dimenfion  totale  —  pt*. 

Si  à  compter  de  la  dimenfion  t  —  1  de  l'ëquation-fomme ,  à 
laquelle  nous  fommes  arrivés  actuellement,  on  échange  fuccef 
fivement  A  B'C'D' ,  &c.  chacun  contre  fon  coefficient  dé- 
terminé ,  on  verra  (  400  )  que  les  dimenfions  des  coëfficiens 
déterminés  qu'on  fubftituera  pour  échange  ,  feront  chacune 
s=  j/  -+-  tf  ;  &  pu i fq uc  leur  nombre  eft  / ,  il  en  réfultera  donc 
une  dimenfion  totale  =       -+-  t/. 

Donc  la  dimenfion  totale  de  chaque  terme  de  l'équation 
finale ,  fera  1 1?  «f-  p' 1      p  t?. 

Mais  d'après  ce  qui  a  été  dit  (  397),  6c  en  faifant  attention 
que  ce  que  nous  y  avons  appellé  t  eft  ici  t  -+-  p  ;  ce  que  nous 
avons  appellé  z7  eft  ici  t?  ■+■  p'  ;  &  que  ce  que  nous  avons  ap- 
pellé b  ôc  V  9  eft  ici  t  ôc  1!  y  on  a  pour  le  degré  de  l'équation 
finale,  la  quantité 

D  =  (t+j,).(t'-t~p')— C«4-/>— t).(t'-hP'—t  ;  =  +  pt'  i 

c'eft-à-dire,  la  même  que  par  la  méthode  actuelle  d'élimination. 

(404-)  Donc  la  méthode  actuelle  d'élimination  ne  change 
rien  au  degré  de  l'équation  finale ,  pour  les  équations  à  deux  ù> 
connues  ;  donc  elle  n'introduit  aucun  facteur. 

(405.)  Venons  aux  équations  à  trois  inconnues,  mifesfou* 
la  forme  d'équations  à  deux  inconnues. 

t  y  t!,t"  étant  les  degrés  de  ces  équations ,  le  polynome-multi-* 
plicateur  de  la  première  (3  yo)  fera  donc 

■  .  •«  ,  *"  — * 

de  la  forme. ..  (x,..\)  9 

t «#•  •*»  »  > 

celui  de  la  féconde  ,  de  la  forme.  .  .  (x...i)  3 

celui  de  la  troifième ,  de  la  forme.  ..(*.,.%) 

Et  cette  forme  donnera  un  nombre  d'équations  arbitraires 
t  —  %  t'  —  *  t"  —  * 

=zN(x...x)        +N(x...%)         +  #(x...) 

a  former  dans  l'équation-fomme. 

Savoir,  dans  la  dimenfion  numéro  1  à  compter  de  la  plus 

Xx 
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haute,  un  nombre 

=>  n  (» ...  i  y" t  +  N  (x ...  t /"*-*-  #  (x ...  i;  "  r« 
Dans  la  dimenfion  numéro  i ,  un  nombre 

—  N  (m  . .  .i)""*  +  N(x.,.i)  ""^-t-JVfjc.i/  t 
&  ainfi  de  faite. 

Cette  forme  des  polynômes-multiplicateurs ,  eft  encore ,  afnfê 
que  nous  l'avons  vu  (  3  y  1  &  futv.) ,  fufceptible  de  réduction  relati- 
Tement  aux  expofans  particuliers  de  x  6c  j< ,  lefquels  peuvent 
être  au-defious  de  t!  -+- f"  —  2  ôcc.  Mais  comme  cette  confidé- 
ration  nous  conduiroit  à  trop  de  détails ,  nous  laiderons  à  cette 
forme  toute  cette  généralité.  Tout  ce  qui  en  réfultera  ,  c'eft  que 
quand  on  prendra  une  forme  plus  fimple  ,  le  fadeur  dont  il  s'agit, 
fera  d'une  dimenfion  moindre  que  celle  que  nous  allons  déter- 
miner; mais  nous  verrons  que  connoiflant  la  dimenfion  du  fadeur 
dans  la  forme  générale ,  on  connoîtra  toujours  celle  qu'aura  le 
fadeur,  lorfque  les  polynômes-multiplicateurs  feront  pris  dune 
forme  plus  fimple. 

(  406.  )  Au  lieu  donc  de  concevoir  qu'on  ait  égalé  à  zéro  leg 
coëfficiens  indéterminés  des  termes  que  l'on  peut  faire  perdre 
aux  polynômes-multiplicateurs  ,  nous  concevrons  qu'on  déter- 
mine ces  coëfficiens  par  d'autres  équations  arbitraires  quel- 
conques ;  mai*  en  formant  ces  équations  arbitraires  en  auflfi 
grand  nombre  qu'il  eft  poffible  d'en  former  dans  chaque  dimenfiort 
5e  l'équation-fomme ,  fans  en  attribuer  à  aucune  dimenfion  in- 
férieure, de  celles  qui  pourraient  leur  être  attribuées  comme 
réfervées  fur  les  dimenfions  fupérieures. 

Nous  fuppofons ,  en  même  temps ,  ces  équations  arbitraires  for- 
mées comme  nous  l'avons  fait  jufqu'ici ,  c'eft-à-dire ,  de  manière  que 
tous  les  coëfficiens  analogues  s'y  trouvent.  Par  exemple ,  fi  le 
coefficient  total  d  un  terme  quelconque  de  l'équation-fomme  eft 

M  -f.  A'c'  +  A"c«  +  Bb  +  B'b'  -+-  B"b"  +  Ca+  C'a'  s-  C'a", 

&  qu'il  y  ait  lieu  à  former  une  équation  arbitraire  de  partie  de 
ce  terme ,  nous  prendrons 

J g  -t-  AV  +  A»c»=o,  on  Bb  +  B'b'-h  B"b>'  =  o  ,  ou  Ca+  C'a'  -h  C"a"  =  oé 
ou   B  b      £>&  h_  JTV  4-  Ca  H-  C'a'  ■+■  C'a"  =  o, 
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ou  &c.  pour  cette  équation  arbitraire  i  mais  nous  ne.  prendrons 
point ,  par  exemple ,  Bb-*~  B'b'  =  o.  Non  que  cela  ne  foit 
pas  permis  ;  mais  puifque  des  raifons  de  fymmétrie  Ôc  de  facilité 
nous  ont  déterminé  jufqu'ici  à  former  les  équations  arbitraires 
de  la  manière  dont  il  eil  queflion  ,  nous  devons  faire  la  même 
fuppofition  tacite  pour  connoître  la  nature  du  faûeur. 

(  4o7«)  Cela  pofé  ,  concevons  que  l'on  ait  r  >  f#>  r", 
{fuppofition  que  l'on  peut  toujours  faire),  &  que  nous  em- 
ploions  /ucceffivement  dans  chaque  dimenfion  de  l'équation- 
fomme,  fur  toutes  les  équations  tant  celles  fournies  par  l'anéan- 
ti/Tement  des  termes,  que  celles  que  nous  appelions  arbitraires; 
concevons ,  dis-je ,  que  fur  toutes  ces  équations  ,  nous  en  em- 
ploions  un  nombre  égal  à  celui  des  termes  de  chaque  dimenfion 
du  premier  polynôme-multiplicateur  ;  &  que  nous  faifons  fuccef- 
livement l'échange  de  chaque  coefficient  indéterminé  de  ce  poly- 
nôme ,  contre  fon  coefficient  déterminé  dans  l'équation  fur 
laquelle  on  opère. 

Il  eft  facile  de  voir  (  400  )  que  fi  y  eft  le  numéro  de  la  di- 
menfion de  l'équation-fomme  à  laquelle  cette  équation  appar- 
tient ,  le  coefficient  indéterminé  d'un  terme  quelconque  de 
même  numéro  du  premier  polynôme-multiplicateur ,  y  aura  pour 
coefficient  déterminé  une  quantité  de  la  dimenfion  p.  Ainfi  , 
lorfqu'on  aura  échangé  fucceflivement  tous  les  coëfficiens  indé- 
terminés du  premier  polynôme-multiplicateur  ,  lefquels  Ibnt  au 
nombre  de  N ( x. . .  2)'  '  +  -  1  le  produit  des  coëfficiens  dé- 
terminés  qui  les  remplaceront,  fera  de  la  dimenfion 

(4O80  ?ar  un  raifonnement  femblable  ,  on  yerra  que 
lorfqu'on  aura  échangé  fucceflivement  tous  les  coëfficiens  indé- 
terminés du  fécond  polynôme-multiplicateur ,  lefquels  font  au 
nombre  de N(x ~x 9  le  produit  des  coëfficiens  dé* 
terminés  qui  les  remplaceront ,  fera  de  Ja  dimenfion 

(409.)  Mais  comme  la  plus  haute  dimenfion,  Ôc  plufieurj 
des  dimenfions  fuivantes  de  l'équation-fomme  ne  fourniflent  pas 
allez  d'e'quariens  pour  déternâner  ks -coëfficiens  des  termes  des 

Xx  ij 
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dimenfions-  de  même  numéro  dans  le  troifième  polynome-rnukr- 
plicateur,  il  faut  préfentemenc  examiner  combien  ,  dans  chaque 
dimenfion  de  l'équation-fomme ,  .il  refte  d'équations  à  employer, 

(  4  I  O.  )  L'examen  ,  dans  lequel  nous  allons  entrer  ,  préfente 
deux  cas  généraux  ;  favoir  f*  +  r  —  t  ^>  o,  fie  f'-t-  t" —  t  <^a. 
Prenons  d'abord  le  premier  cas. 

A  compter  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  fle 
pendant  un  certain  nombre  de  dimenfions  confécutives ,  la  ds- 
jnenfion  de  numéro  q  de  l'équation-fomme  fournit  un  nombre 
d'équations  =  (x . . .  \) 1  +  •'+••-  » 

Le  nombre  des  équations  arbitraires,  dans  cette  même  dimen-» 
fion ,  eft 

en  forte  que  dans  la  dimenfion  de  numéro  q  de  l'équation* 
fomme,  on  a  un  nombre  total  d'équations 

Mais  fur  ce  nombre  d'équations  ,  les  coëfncîens  des  dimenfions 
îcfe  même  numéro  des  deux  premiers  polynômes-multiplicateur» 
Cn  ont  employé  un  nombre 

'donc  dans  la  dimenfion  de  numéro  q  de  l'équation-fomme  ,  iï  ne 
refte  à  employer  qu'un  nombre  d'équations 

m  »-f-t"-t-»  »-+-f"-I-o 

—  U(*...i)  —W(x...i)  =«-»-»'  —  »?: 

&  le  nombre  des  coëfficiens  de  la  dimenfion  de  même  numéro  du 

3™  polynôme-multiplicateur, eft  /V (x. . .  \) ' 1       t  •+-   —  f • 

•    Ce  raifonnement  peut  avoir  lien  depuis       i,ju(qu'àj  =rrr". 

Suppofons  à  préfent  f  =  r"-+-  alors  le  nombre  des  équations 
reftantes  aura  pour  exprelfion 

;        -  ^C*....;,'"X",-Ar(',f..1/-I-,'-,4.t'-«'»-f'i 
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&  le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du  troifième  polynome- 
mu  ltiplicateu  r ,  fera  ît(x . . .  t)r+M-x~<e*t+  ï—f-fi 

Ces  exprefïïons  auront  lieu  depuis  <{  »  i ,  jufqu'à  <(  =»  — 

Faifons  donc  ^  ==tf  —  tf'^r^'  ;  alors  le  nombre  des  équations 
reftantes  fera 

jvf*...ij  *4-ArCx...î;  '  —  N(x...t),  * 

&  le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du  troifième  polynontei 
multiplicateur,  fera  N  (x . . .  i/w-J'a  r  —  f". 

Ces  expreffions  auront  lieu  depuis  (f=  i,  jufqu'à  q"  =  t  —  r/. 

Faifons  q"  =  t  —  ^  -f-  j'"  /  le  nombre  des  équations  reftahteS 
fera 

N(x...t)  —  N(x...i)  —  N(x...\)  =zt—i"  +  q"fi 

&  le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du  troifième.  polynôme» 
multiplicateur  ,  fera  N  (x . . .  ij'  ^  — ^ 

4- 

Ces  expreffions  auront  lieu  depuis  ^==i>jufqu'à^//'»f'-h  r"-^/» 

Supppfons.donc  t?  -+r  *"  — r  r  rfc-  ; .  le  nombre  des  équa-« 
tions  refiantes  deviendra 

'   •  N(,...,rl- ,v*r-.r.'/"''""~**- «-i 

6c  le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du  troifième  polynôme* 
multiplicateur  ,  fera  JV/* ...  i )*-'  - f  —  f"  _  j«* 

Ces  expreffions  auront  lieu  depuis  ^  *  »  t ,  Jufqul  ^  "  =  t  — •  tl 
Faifons  q"  =  t—  t!-\-qy  }  le  nombre  des  équations  reftantes 

fera  N(x  . . .  i  )*'  ~  1  —  qy;  fie  le  nombre  correfpondant 

des.  coëfficiens  du  troifième  polynôme-multiplicateur  ,  fera 

Ces  expreffions  auront  lieu  depuis  q  *  =  î ,  juïqu'a  ^Y  =  ^  — 
Faifons  q"  =  ? — x" -h  ^  T* le  nombre  des  équations' reftantes 
devient  N(x ...  i^^-'-t^f*  —  j";  &  le  nombre  correA 
pondant  des  coëfficiens  du  troifième  polynome-multiplicateu^ 
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eft  zéro  ;  &  cela  a  lieu  depuis  qri  =  i ,  jufqu'à  q"  =  z",  08 
l'équation-fomme  eft  épuifée. 

.  Comme  l'emploi  que  nous  aurons  à  faire  de  ces  différentes  ex-; 
prenons ,  exige  qu'on  en  compare  plufieurs  à  la  fois  ,  nous  les 
raflemblons  ici,  pour  plus  de  commodité ,  dans  le  Tableau  fuivantw 

Depuis  q  =  1,  jufqu'à  (J  =  t". 

Nombre  des  Equrions.  Nombre  des  Cotfficieu; 

^  •£      f  '      tf»*  .  •  ■••<4<|ïi|<ti«i°iMti*ii!tii  »_»  *  /      f '•— ■  q 

Depuis  f'  a  1  ,  jufqu'à  q'  =x  t'  —  /" 

/  t-i-*»-/'-* 

Depuis  j"  s  1  ,   jufqu'à  f"  3  »  -  *' 

■  -  ^  

Depuis       =  1 ,   jufqu'à  q-'^t'-ht"  -  r 

 *W 

Depuis  î,T  sa  I  ,    jufqu'à  j^af-i1 

t*. ......  •   *— — 

Depuis  f *  ta  1 ,  jufqu'à  r" 

f-f..:  • 

Depuis  f  "  =  1  ,   jufqu'à       =  /'» 
-   t"  — f  »*.  o 

(  4 1 1 .  )  Examinons  préfentement  le  cas  4e  t'    *"  —  t  < 

On  aura ,  comme  ci-devant ,  f  -h  t? —  nq  pour  le  nombre  des 
équations  reliantes  dans  la  dimenfion  de  numéro  q  de  Téquation- 
fomme ,  te  t  r*-  i7  —  q  pour  le  nombre  corretpondant  des  coërH- 
ciens  du  troifième  polynôme-multiplicateur  i  &  cela  depuis  q  =  i, 
jufqu'à  q=t!'. 

Faiiànt  q  =>  /"  -t-  e[ ,  on  aura 

^Arr*...../,-w-*r*...,/-1-',  . 


ou  t  +  t?  —  Ht"  —  f  pour  le  nombre  des  équations  reftantes  ; 
oc  N(x...\  ^t  +  t'-^-i— V  ou/4-/'- pour  le  nombre 
çorreipondant  des  coëfficiens  du  troiûème  polynome^mulriplica-» 
.  teûr  ;  &•  cela  depuis     *=  1 ,  jufqu  a  q'  =3  il  — 
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Faifant  g'»**  —  l"-f-  tf%  on  aura 

ou  f  —  tf'  pour  le  nombre  des  équations  reftantes  ;  fie 

N( x , . .  ij'"1"9"  ou  t  —  <('  pour  le  nombre  correlpondanf 
des  coëfficiens  du  troifième  polynôme-multiplicateur  j  &  cela 
depuis  q"  =  i ,  jufqu'à  <('  =  r". 

♦ 

Faifant  donc  q"       *"  -H  q'"  f  on  aura 

*(-«...,/-,-,"+A'f«....;'— '"-*r*..:./--'-v" 

our^r7  —  ^"  pour  le  nombre  des  équations  reftantes  ;  6c 
N/x...  i y-1  - on  *  —  t"  —  f"'  pour  le  nombre  corres- 
pondant des  coëfficiens  du  troifième  polynôme-multiplicateur  ;  $ 
cela  depuis  q'"  =  i,  julquà  q1"  =  t  —  tf—  t", 

Faifant      =  r  —  t'  —  l*  -H  f  "  ,  on  aura 

t'-4-  «  "—  I—  l »  »"  —  I  —  ai» 


ou  r7  pour  le  nombre  des  équations  reftantes;  6c  N(x.,.\)t'"i^n 
ou  t?  —  q n  pour  le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du 
troifième  polynôme  -  multiplicateur  ;  &  cela  depuis  q1"  =*  i  • 

}ufqu'à  q"  tf'. 

Faifant  on  aura  N(x . . .  i)*  * ,_  «*  ou  tf—  f 

pour  le  nombre  des  équations  reftantes  ;  fie  N ( x, . .  \)*~" '"" 1 
ou  tf  —  tf'  —  qy  pour  le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du 
troifième  polynôme -multiplicateur  ;  &  cela  depuis  q*  =»  i  * 
jufqu'à  q '  =  X7  — 

Faifant  enfin  fl^W+î",  on  aura  iV/x...  i^'-^f»  ou 
*"  —  ^'  pour  le  nombre  des  équations  reftantes  ;  &  zéro  pour 


'équation-fomme  fera  épuifée. 
férens  réfultats  ,  on  aura  pour  le  cas  de  tf  •+•  tf'  —  t  <  o  j 
le  Tableau  fuivant. 
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Depuis  q  =  i ,  jufqu'à  q  =•  t". 


»+;'-!}...:.....;  ;  ...  «  +  t'~  ? 

Depuis  y'  m  i  ,  jufqu'à  f'  =  r'  -  r" 

>  +  *'—»*"  — î'  *  /-*-«»-.«"—  <C 

Depuis  q  "  =  i  ,  jafqu'à  f  "  =  «" 

/   ;  .  .  j" 

Depuis  f  '"  =  i ,  jufqu'à  f  "'  =5 1  —    —  t" 

  ,-x»-,»' 

Depuis  î,v  =  t ,    jufqu'à  q"  =  t" 

/' .  ;  *  • 

Depuis  f T  =  1 ,   jufqu'à  q T  =  *'  —  «" 

 «»-'"-,« 

Depuis      ra  1 ,  jufqu'à  ?v«  =  t" 
t"  —  1n   .  .  .  • 

(412.)  Voyons  maintenant  les  moyens  que  cette  énumératîon 
peut  nous  fournir ,  pour  évaluer  la  dimenfion  totale  du  produit 
des  coëfficiens  déterminés  fubftitués  en  échange  des  coëfficiens 
indéterminés  du  troiiîèmç  polynôme-multiplicateur  ;  &  prenons' 
d'abord  le  cas  de  t  -t-  f  —  t  >  o, 

On  a  donc  d'abord  (  410  )  depuis  q  =  1 ,  jufqu'à  q  r",  dans 
chaque  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  un  nombre  d'équations 
s=  t  -f-  t!  —  2  q  qui  donneront  lieu  à  l'échange  d'un  pareil 
nombre  de  coëfficiens  de  la  dimenfion  de  même  numéro  dans 
le  troifième  polynôme-multiplicateur. 

5  Or  la  dimenfion  de  chaque  coëfficîent  indéterminé  de  cette 
dimenfion ,  eft  P"  -+-  q  —  1  ;  &  la  dimenfion  de  chaque  coefficient 
dans  la  dimenfion  correfpondante  de  l'équation-fomme  ,  eft 
P"  +p"  -\-q  —  1.  Donc  chague  coefficient  déterminé  qui,  dans 
cette  dimenfion  de  l'équation-iomme  ,  affe&e  un  coefficient  in- 
déterminé de  la  dimenfion  de  même  numéro,  eft  de  la  dimenfion  r". 
Donc  par  l'échange  des  coëfficiens  indéterminés  ,  contre  les 
coëfficiens  déterminés ,  au  nombre  de  t  H-  f7  —  zq ,  il  fe  for- 
mera une  dimenfion  =  f  (t*¥  t!  —  2a)  ;  &  par  conféquent 
depuis  q  =  1 ,  jufqu'à  q  =  r,  tous  ces  échanges  produiront  unè 
dimenfion  —f?(t  +  S  -  2  qj  =p"  $"  ft  +  S —  t"rr- *J.  ^ 
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Il  rcftera  donc ,  dans  chaque  dimenfion  depuis  q  =  i ,  jufqu'à 
q  —  t" ,  un  nombre  =  qde.  coëfficiens  indéterminés  à  échanger, 
puifque  fur  un  nombre  de  coëfHciens  =>î  +  t'  —  q,  il  n'y  en  a 
encore  qu'un  nombre  =  t  -f-  tf —  2  q  qui  aient  été  échangés. 

Depuis  q'  =  1 ,  jufqu'à  ^  =  t'  —  t",  on  a  un  nombre  d'é- 
quations =  /  -t-  2t?  —  q' ,  &  un  nombre  de  coëfficiens 
=  /-4-/  —  q'. 

Or  la  dimenfion  de  ces  coëfficiens  eft  P"-+- *"-+-  q'  —  1  ;  & 
celle  des  coëfficiens  des  termes  de  l'équation-fomme  ,  dans  la 
dimenfiorl  correfpondante,  eft  P"  -f-  p"  -H  tf'  -h  <(  —  1  ;  donc  le 
coefficient  déterminé  qui  fera  fubftitué  pour  échange  de  chaque 
coefficient  indéterminé  ,  donnera  une  dimenfion  =  p"  ;  donc 
puifque  le  nombre  des  échanges  eft  t  1'  —  ztf'  —  q' ,  il  en 
réfultera  une  dimenfion  =  p"  (t  -h  t!—  2  tf  —  f  )  y  Ôc  depuis 
î'  =  1  ,  jufqu'à  j  ».     —  f$  une  dimenfion 

&  il  reftera  dans  chaque  dimenfion  depuis  é  «  1  9  jufqu'à 
4  =  *  —  tf' ,  un  nombre  de  coëfficiens  indéterminés  =  tf'  à 
échanger. 

Depuis  f  =  1  ,  jufqu'à  q"=*t—  t'y  le  nombre  des  équations 
dans  chaque  dimenfion  eft  /  —  r",  6c  le  nombre  correfpondant 
des  coëfficiens  indéterminés  eft  t  —  q".  Or  chacun  des  coëfficiens 
eft  de  la  dimenfion  P'+t'+Z  —  1  ;  &  chaque  coefficient 
de  la  dimenfion  correfpondante  de  l'équation-fomme  eft 
f  rf~P'-+mI'  -*•<{'—  1;  donc  l'échange  de  chaque  coefficient 
indéterminé  produira  une  dimenfion  =/>";  l'échange  d'un  nombre 
t  —  t"  de  ces  coëfficiens  indéterminés  produira  une  dimenfion 
—  &  depuis  ^=1,  jufqu  a  f  ma  t  —  une 
dimenfion  «s  p" (t  —  t?) .(t— tf).  Et  il  reftera  dans  chaque 
dimenfion  depuis  ?"  =  1  ,  jufqu'à  =  f  —  tf  ,  un  nombre  de 
coëfficiens  =  t"  —  q"  à  échanger. 

Depuis  j"'  =  1 ,  jufqu  a  q"'=  tf  tf'  —  t,  on  a  dans  chaque 
dimenfion ,  un  nombre  d'équations  =  t  —  t"  -f-  4'" ,  &  un  nombre 
de  coëfficiens       r>  —  ^*  Y 

Sur  ce  nombre  t~f'+f  d'équations ,  prenons-en  d'abord 
le  nombre  q"  pour    échanger   le  nombre  q  de  coëfficiens 

y  y. 
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indéterminés  qui  retient  dans  chaque  dimenfion  depuis  q  wm  t  3 
jufqu'à  q  —  tr, 

La  dimenfion  de  chacun  de  ces  coëfficiens  eft  P"  q  —  i  ;  6c 
la  dimenfion  du  coefficient  de  chaque  terme  de  l'équation-fomme 
qui  donnera  l'équation  pour  l'échange,  eft  P"  H-/'  H- 1  —  i  -+-  <(" ; 
donc  l'échange  de  chaque  coefficient  produira  une  dimenfion 
s  p"-\-t-+-q["  —  q  =  p"  H-  r  ,*  parce  que  prenant  les  équations 
&  les  coëfficiens  à  diftances  égales  de  q"  i ,  &  de  q  =  i  , 
on  a  q'"  =  q. 

Donc  l'échange  du  nombre  q  de  coëfficiens  ,  donnera  une 
dimenfion  =  (j>" -h  t)q;  &  depuis  q  =  i  ,  jufqu'à  j  ou 
=  t'  -h  r"  —  r  ,  une  dimenfion 

N'ayant  encore  échangé  que  depuis  q  =  i ,  jufqu'à  ^  = 
•+-  i7'  —  t ,  les  coëfficiens  qui  reftoient  depuis  9=1,  jufqu'à 
y  =  r" ,  il  refte  à  échanger  encore  les  coëfficiens  indéterminé» 
de  chaque  dimenfion  depuis  5  =     -1-     —  t  +  i,  jufqu'à 
3  =  *".  Faifons  ?  =  t'-h/"-  t         il  fera  donc  queftioi» 

d'échanger  les  coëfficiens  indéterminés  depuis  %  =  1  ,  jufqu'à 

2  =  <->'■ 

Dans  cette  vue  j'emploie  un  pareil  nombre  des  équations  qui 
ont  lieu  depuis  q"  =  1  ,  jufqu'à  qlv  =  t  —  r*.  Or  chaque  coef- 
ficient indéterminé  de  la  dimenfion  du  numéro  q ,  étant  de  la 
dimenfion  P"-t-  q  —  1  =  P"     f»  +  r"-r+^-iy  ôc  le 

coëfficient  de  chaque  terme  de  l'équation-fomme,  qui  donnera 
l'équation  fervant  à  l'échange ,  étant  P"  -h  f  ■+•  x7-*- 1"  -f-  ^  —  1  ; 
chaque  échange  fournira  une  dimenfion  =  p"  •+■  f  -4-  —  </ 
fc;=  y  ^.  f  ;  donc  le  nombre  tf  •+•  t"  —  t  -4-q  de  ces  coëf- 
ficiens ,  donnera  une  dimenfion  =  (f  t1-*- t  +  q)  ; 
&  depuis  ^  ou  f  =  1  ,  jufqu'à  q  ou  q11  —  t  —  t! ,  une 
dimenfion  =  f  f  p"  -h  î^.fV  -+-  f"  "—  t  -h  q  J 

*■  0" + f  ' + *  "  -  ï>.f«  -  «V + r,^.;.f.-.'X.-^o, 


Digitized  by  Google 


ÉQUATIONS   ALGÉBRIQUES.  m 

Cela  pofé  i.°  il  ne  refte  plus  de  coèfficiens  à  échanger 
depuis  q  =»  i ,  jufqu'à  q  =  t".  2.0  Il  ne  refte  plus  d'équations 
depuis  /  jufqu'à  <(  =  t! —  f";  mais  il  refte  un  nombre  de 

coèfficiens  indéterminés  à  échanger.  30.  Il  ne  refte  plus 
d'équations  depuis  /'ai,  jufqu'à  q"  —  t  —  t!  ;  mais  il  refte  à 
échanger  un  nombre  de  coèfficiens  =  t"  —  <('.  4.0  Depuis  q"'—i, 
jufqu'à  q'"  —  t!  -4- f"  —  t ,  il  refte  un  nombre  t  —  t"  d'équations , 
fie  un  nombre  t!  —  <("  de  coèfficiens  à  échanger,  y.0  Depuis 
f  *=  1 ,  jufqu'à  f  ==  t  —  e  ,  il  refte  un  nombre 
tf  —  —  t  —  q)  ou  r  —  1*—  q  ou  r  —  r"  —  f  d'é- 

quations, &  un  pareil  nombre  de  coèfficiens  à  échanger;  &  par 
delà ,  il  refte  le  même  nombre  d'équations  fie  de  coèfficiens  qui 
ont  été  préfentés  (410). 

Employons  actuellement  le  nombre  t  —  t!'  des  équations  qui 
reftent  depuis  f*  mm  1 ,  jufqu'à  f  «=  t!  -+-  t"  —  t ,  à  échanger 
un  pareil  nombre  de  coèfficiens  indéterminés  des  dimenfions 
correfpondantes. 

La  dimenfion  de  chacun  de  ces  coèfficiens  eft  P"-f-  f  —  1  -4-^"'. 
La  dimenfion  du  coëfficient  de  chaque  terme  de  l'équation-fommo 
dans  la  dimenfion  de  même  numéro  eft  ?"  -+•/>'  <+•*— *'i  ~\-f's 
donc  l'échange  donnera  une  dimenfion  =  p"  ;  ôc  pour  le  nombrô 
* —  t"  de  coèfficiens,  une  dimenfion  =p"(t  —  t"J ;  6c  depuis 
f  *m  1  ,  jufqu'à  q'"  «  t?  -f.  t"  —  r,  une  dimenfion 
*=p"(t—  +  t). 

Il  ne  refte  donc  plus  d'équations  depuis  q"'  «=s  1  ,  jufqu'à 
q'"  mm  t!  «4-  t"  —  /  ,  Ôc  il  refte  feulement  un  nombre  de  coèf- 
ficiens =  t!  •+•  t"  —  t  —  q"'. 

Nous  venons  de  voir  que  depuis  <T  e=  1 ,  jufqu'à  f  =  t  — 

il  reftoit  un  nombre  d'équations  =  /  —  t?  —  q"  fie  un  pareil 
nombre  de  coèfficiens.  , 

Or  la  dimenfion  de  chacun  de  ces  coèfficiens  eft  P"  «4-  fZ-h 
*"  —  i+fi  6c  celle  des  coèfficiens  correfpondans  des  terme» 
de  l'équation-fomme ,  eft  P"  -+-  p"  -*-  t'  ;  donc 

chaque  échange  produira  une  dimenfion  p"  ;  &  pour  le  nombre 
/—        ?"de  cpèfficiens,  une  dimenfion  p" (t  — 1"~  q~J  j 

Yy  i) 
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&  depuis  q"  =  i ,  jufqu'à  q"  —  t  —  tf ,  une  dimenfion 

Depuis  q*  =  i  ,  jufqu'à  q  =  t1 —  r",  on  a  un  nombre  / —  g* 
'd'équations  ,  &  un  nombre  t!  —  t''  —  q*  de  coëfficiens  indéter- 
minés. Echangeons  donc  ce  nombre  de  coëfficiens ,  dans  le* 
équations  correfpondantes. 

Chacun  de  ces  coëfficiens  eft  de  la  dimenfion  P"-f-  r-t-  r" —  t 
H-  q1  ;  &  les  coëfficiens  correfpondans  des  termes  de  l'équatioti- 
fomme ,  font  chacun  de  la  dimenfion  P"-*~ p" 'H- t H- r"  —  i-h q"; 
donc  l'échange  de  chaque  coëfficient  donnera  une  dimenfion 
==  p"  ;  &  le  nombre  /'  —  t9  —  f  de  coëfficiens  en  donnera  une 
= p"  (t*  —  t"  —  f) ;  donc  depuis  q*  =  i  ,  jufqu'à  f  wm  t*  —  tf  % 
pn  aura  une  dimenfion  =  p"  (t!  —  t"  )  .  f  tf  —  t"J 

^  ?>(<'-<")>(''->"+*)  ^  /"fi'-«";.r«'-i"-i;  .  a  reft 

donc  encore  depuis  q"  —  i ,  jufqu'à  q"  —  t*  — r",  un  nombre 
d'équations  =»  r'.  Or  nous  avons  vu  que  depuis  j'œi,  jufqu'à 
e[  =  t'  —  tf'  y  il  reftoit  un  nombre  de  coëfficiens  =  t".  Emploions 
donc  ces  équations  à  l'échange  de  ces  coëfficiens. 

Or  chacun  de  ces  coëfficiens  eft  de  la  dimenfion  Pn-\-  r"-H  rj 
&  le  coëfficient  de  chaque  terme  de  l'équation-fomme  ,  qui  fournit 
l'équation  fervant  à  l'échange,  eft  de  la  dimenfion  P"  -+-p"  -H 
t  -+•  t"  q*  —  i  ;  donc  chaque  échange  donnera  une  dimenfion 
esa  p"  -+.  t  -+-  q*  —  q'  —p"  -+-  t  ;  donc  le  nombre  t"  de  coëfficiens 
'donnera  une  dimenfion  =  (p" H- 1 )  t' ;  &  depuis  <(  =  o  ,  ou 
jT  =  i ,  jufqu'à  <{  ou  <j*  =  t'  —  /" ,  une  dimenfion 

=  (f  +  t)t»(*-f). 

Depuis  q"  =  i  ,  jufqu'à  q"  =  t  —  t*  9  il  nous  refte  un 
nombre  de  coëfficiens  —  t"  —  q";  &  depuis      as  i ,  jufqu  a 
r",  il  nous  refte  un  nombre  d'équations  =  t!'  —  q"  , 
c'eft-à-dire ,  le  même  nombre  à  chaque  dimenfion. 

.  Or  la  dimenfion  de  chacun  de  ces  coëfficiens  eft  P"  •+■  t*  -+• 
y"  —  î  i  &  celle  du  coëfficient  du  terme  de  l'équation-fomme 
qui  donnera  l'équation  fervant  à  l'échange ,  eft  P"  -4-  p"  t  -H 
i  -H  o"  —  i donc  l'échange  de  chaque  coëfficient  indéter- 
miné donnera  une  dimenfion  ==  p"     ti  donc  le  nombre  t"  a-  ^ 
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de  Cés  coëfficiens  en  donnera  une  =»  t).(t"  —f)  S  donc 

depuis  <('  =3  1 ,  jufqu'à  <('  =*  t  —  tf ,  on  aura  une  dimenfion  j 

Ayant  employé  à  ces  derniers  échanges  depuis  Ç  =  1  ,  jus- 
qu'à —  f  —  f* ,  toutes  les  équations  ;  il  ne  fefte  donc  plus 
que  celles  qui  ont  lieu  depuis  q*x  =  t  —  S 1 ,  jufqu'à  qyt  =  /": 
ou  en  faifant  q"=t  —  tf  -4-  ? ,  il  refte  depuis  7=1,  jufqu'à 

^r^-h*"  —  r,un  nombre  d'équations  ==  if  •¥  t!'  —  t — q< 

Or  nous  avons  vu  ci-deflus  ,  que  depuis  f  =  i  ,  jufqu  a 
j"'  —  r7  r"— t  ,il  reftoit  un  nombre  de  coëfficiens  =  ^  -i-  f*— 
t  —  f  s  fàifons  donc  ces  échanges. 

Chaque  coefficient  eft  de  la  dimenfion  P"-4-  t  -4-  <("  —  1  y  ôc 
le  coefficient  da  terme  de  l'équation-fomme ,  qui  donne  l'équatiôfi 
fervant  à  l'échange,  eft  de  la  dimenfion  ?"  -+-p"  -+-  ar-4-  q  —  1  ; 

donc  chaque  échange  donnera  Une  dimenfion  =     -4-  r  ■+• ?  —  ^"s* 

p"  f.  Donc  le  nombre  t1  -\-t"  —  t  —  <["  de  ces  coëfficiens  , 
donnera  une  dimenfion  —  (p"  ■+• 1)  *(4  -4-  I*  —  *  —  »  & 
depuis      »  1 ,  jufqu'à         ^  -h  r'  —  /,  une  dimenfion 

.«        wi^  ir       x        ty»-M).<c'-fri"— M.  («'  +  «"- f-D 
(j>" +  <).(>' -M"  —  «)•(«'  -+t'  — 

Réunifiant  tous  les  différens  réfultats  que  nous  venons  de 
trouver ,  on  verra  que  la  dimenfion  produite  par  les  échanges  de 
chacun  des  coëfficiens  indéterminés  du  troifième  polynôme-mul- 
tiplicateur ,  contre  fon  coefficient  déterminé  dans  l'équation  par- 
tielle fournie  par  l'équation-lbmme ,  fe  réduit  à 
,-(t  +  t.>.(.  +  «;-o  ^  f ^ ^M(m # mt  %)t+  *        1 f>t„t 

(413.)  Donc  (  407  &  408  )  la  dimenfion  totale  ou  le  dégrève 
l'équation  finale  résultante  de  la  féconde  méthode  d'élimination  , 

fera  PN(x. .  .  1  -4-  f  N(x     .  %)*+*-% 

fN(x  . . .      +     *     tif9  dans  le  cas  de  t!+ r"~ 1  >  o. 

Avant  que  de  tirer  aucune  conféquence  de  ce  Véiultac  ,  exa* 
de  fuite  le  cas  de  f+r  —  *«<o. 
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&  depuis  q"  —  i ,  jufqu'à  q"  =  t  —  t! ,  une  dimenfion 

Depuis  <f  =  1 ,  jufqu'à  q '  =  t1 —  t" ,  on  a  un  nombre  t —  <f 
d'équations  ,  6c  un  nombre  t!  — t'1 — q"  de  coëfficiens  indéter- 
minés. Echangeons  donc  ce  nombre  de  coëfficiens ,  dans  le* 
équations  correfpondantes. 

Chacun  de  ces  coëfficiens  eft  de  la  dimenfion  P"+f+r" —  f 
q*  ;  &  les  coëfficiens  correlpondans  des  termes  de  féquation- 
fomme ,  font  chacun  de  la  dimenfion  ?"-+-  -h  t  •+•  I*  —  !•+-  qy; 
donc  l'échange  de  chaque  coëfficient  donnera  une  dimenfion 
==  p"  ;  &  le  nombre  t'  —  t9  —  q*  de  coëfficiens  en  donnera  une 
= p"  (t1  —  r"  —  fji  donc  depuis  qr  =  i  ,  jufqu'à  q*  =tr —  t"  9 
On  aura  une  dimenfion  =  p"  (t?  —  t"  )  .  ( t?  —  t"j 

donc  encore  depuis  q*  =  i ,  jufqu'à  f  =*t!  — t" ,  un  nombre 
d'équations  =  t'.  Or  nous  avons  vu  que  depuis  q'  =  i ,  jufqu'à 
q'—t'  —  l" ,  il  reftoit  un  nombre  de  coëfficiens  =  x".  Emploions 
donc  ces  équations  à  l'échange  de  ces  coëfficiens. 

Or  chacun  de  ces  coëfficiens  eft  de  la  dimenfion  P"-t-  r"-+-  i  ; 
&  le  coëfficient  de  chaque  terme  de  l'équation-fomme  ,  qui  fournit 
l'équation  fervant  à  1  échange,  eft  de  la  dimenfion  P" «+-/>" -4- 
/  ■+■  t"  qy  —  i  ;  donc  chaque  échange  donnera  une  dimenfion 
s=p"-ht-hqy  —  <(  —p"  -4-  t;  donc  le  nombre  t"  de  coëfficiens 
donnera  une  dimenfion  —  f  p" '  *\-t)  t'  &  depuis  e[  =  o  ,  ou 
jT»  î,  jufqu'à  ((  ou  f  mm  t!  —  *" ,  une  dimenfion 

Depuis  =  i ,  jufqu'à  q"  =  t  — •  r7 ,  il  nous  refte  un 
nombre  de  coëfficiens  «  r" —  q";  &  depuis  fTI  =  i ,  jufqu'à 
f*,«=»  f",  il  nous  refte  un  nombre  d'équations  =s  /"  —  , 
c'eft-à-dire ,  le  même  nombre  à  chaque  dimenfion. 

.  Or  la  dimenfion  de  chacun  de  ces  coëfficiens  eft  P"  -+-  t*  -f- 
—  1  ;  &  celle  du  coefficient  du  terme  de  l'équation-fomme 

nge ,  eft  P"  -h  p"  -f-  t 
ique  coëfficient  indéter- 
douc  le  nombre  *"  ar  f\ 
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de  ces  coëfficiens  en  donnera  une  =*  (p'  •+• 1).  (tf1  — f)>  donc 
depuis  q"=a  i ,  jufqu'à  f  mm  t  —  tf ,  on  aura  une  dunenfion  j 

Ayant  employé  à  ces  derniers  échanges  depuis  aTr  =  ï  ,  juf- 
qu'à y*'  =  f  —  t! ,  toutes  les  équations  ;  il  ne  refte  donc  plus 
que  celles  qui  ont  lieu  depuis  qyt  =  t  —  tf i ,  jufqu'à  =  t": 
ou  en  faifant  q"  =  t  —  tf  -4-  ? ,  il  refte  depuis  f  =  i  ,  jufqu'à 

q  =  /'-t-  r"  —  r ,  un  nombre  d'équations  =  /'  -4-  r"  —  r  q. 

Or  nous  avons  vu  ci-defius  ,  que  depuis  <("  =  1  ,  jufqu'à 
y"'  =  t!  —  r  ,îl  reftoit  un  nôrribre  de  coëfficiens  =  t!  •+•  f — 
t  —  f  i  faifons  donc  ces  échanges. 

Chaque  coefficient  eft  de  la  dimenfion  P"  -+•  t  •+■  <("  —  i  ,*  de 
le  coëfhcierit  du  terme  de  l'équation-fomme ,  qui  donne  l'équation, 
fervant  à  l'échange,  eft  de  la  dimenfion  ?"  -+-p"  -+-  2t-\-q  —  >  » 

donc  chaque  échange  donnera  une  dimenfion  mm  p"  •+-  t-+- q  —  q"'=a 

p"  ■+•  r.  Donc  le  nombre  r7  -*-  r"  —  t  —  <("  de  ces  coëfficiens  , 
donnera  une  dimenfion  =  (p" -\-t)  .(tf  tf'  —  t  —  q'" )  s  ôc 
depuis  <("  »  i ,  jufqu'à  q"'  =  tf  •+•  tf'  —  /,  une  dimenfion 

(f      o.  (f  +  ."  —  ,)■(»•  ^.f  -.^-i) 
x 

Réunifiant  tous  les  différens  rdfultats  que  nous  venons  de 
trouver ,  on  verra  que  la  dimenfion  produite  par  les  échanges  de 
chacun  des  coëfficiens  indéterminés  du  troifième  polynôme-mul- 
tiplicateur ,  contre  fon  coefficient  déterminé  dans  l'équation  par- 
tielle fournie  par  l'équation-fomme  ,  fe  féduit  à 

(413.)  Donc  (  407  &  408  )  la  dimenfion  totale  ou  le  degré'  de 
l'équation  finale  réfultante  de  la  féconde  méthode  d'élimination  , 

fera  pN(x„  ,aj*+*-*        p'  N(x  . ,  .  2/*  + 

P"N(x. +       +  tH'y  dans  le  cas  de  ^-f-  r"—  t  >  o. 

Avant  que  de  tirer  aucune  conféquence  de  ce  Yéiùltat  > 
minons  tout  de  Hâte  le  cas  de  t!  h-  r"  —  t  <  o. 
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(4*4')  On  aura  d'abord  comme  dans  le  cas  précèdent  * 
depuis  q  =  i ,  jufqu'à  q  —  r",  un  nombre  d'équations  «  r  H-  —  2f , 
&  un  nombre  de  coëfficiens  =  t  -+•  t? —  q,  dans  chaque  di- 
menfion  i  6c  en  raifonnant  comme  nous  l'avons  fait  (  4 1 2  ) ,  on 
trouvera  que  1  échange  du  nombre  t  -f-  t!  —  2 q  de  coëfficiens  , 
donnera  une  dimenfion  p"  t"  (  t  -\- 1!  —  1" —  \)  ;  Ôc  qu'il  ref- 
tera  un  nombre  =  q  de  coëfficiens  non  échangés,  dans  chaque 
dimenfion  depuis  q  ==  1 ,  jufqu'à  q  =  f. 

Depuis  <(  =  1 ,  jufqu'à  qf  =  ^  —  f",  on  aura  pareillement  un 
nombre  d'équations  =  f  +  z7  — ar" — q/  ,  &  un  nombre  de 
cocfficiens  =  t-*-t! —  t"  —  q' ,  dans  chaque  dimenfion;  6c  on 
trouvera  de  même  que  l'échange  du  nombre  t  -+•  t!  —  2tP  «—  f 
de  coëfficiens,  donnera  une  dimenfion 

nombre  de  coëfficiens  =  i" ,  non  échangés  dans  chaque  di- 
menfion depuis  <f  =  1  ,  jufqu'à  q'  =  t!  —  A 

Depuis  g"  =  1 ,  jufqu'à  y"  =  tP  ,  on  a  un  nombre  d'équations 
=  f —  ôc  un  nombre  de  coëfficiens  =  t  —  q".  La  dimenfion 
de  chaque  coëfficient  eft  P"  -h  t?  -+■  q" —  1  ;  6c  celle  du  coëffi- 
cient  du  terme  de  l'équation-fomme  qui  donne  l'équation  fer- 
vant  à  l'échange ,  eft  P"  -H  pP  -+•  tf  -4-  q"  —  1  i  en  forte  que  chaque 
échange  donnera  une  dimenfion  =  p  .  Le  nombre  t  —  tP  de 
coëfficiens  échangés  donnera  une  dimenfion  p"  (t  —  tP )  \  ôc 
depuis  q"=  1 ,  jufqu'à  q"  =  r",  une  dimenfion  =fp"  (t  —  tP)  =3 
f  tP  (t  —t!'). 

Il  reftera  donc  dans  chaque  dimenfion  depuis  <('  =  1  ,  jufqu'à 
</'  =  t",  un  nombre  =  t"  —  q"  de  coëfficiens  non  échangés  i  or 
depuis  qyt—  1  jufqu'à  f1  =  t" ,  il  y  a  précifément  ce  nombre 
d'équations  dans  chaque  dimenfion  ;  employons  donc  ces  équa* 
tions  aux  échanges. 

Chaque  coëfficient  fera  de  la  dimenfion  P"  -4- 1?  -4-  <('  —  1  ;  la 
dimenfion  du  coëfficient  de  chaque  terme  de  l'équation-fomme 
qui  donnera  l'équation  fervant  à  l'échange ,  fera  P"  -+-  p" 
*  H-^  -H  j""  —  1  ;  chaque  échange  donnera  donc  une  dimenfion 
■==  (p"  ■+-  t).  Le  nombre  f  —  q"  de  coëfficiens ,  en  donnera 
donc  une  =  (f  «+-  t)  .(t"  —  q" )  ;  ôc  depuis  q"  =  1 ,  jufqui 
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4^  es  t!1  y   une  dimenfion   =  f(f       tj.ft"  —  fj  =3 

Depuis  =  1  ,  jufqu'à  <("  =  f  —  f7  —  r77,  on  a  un  nombre 
d'équations  t  —  t" —  <(" ,  &  un  pareil  nombre  de  coëfficiens.  Or 
la  dimenfion  de  chaque  coefficient  eft  r7  -4-  f77  -+-  <(" —  1 J 
&  celle  du  coefficient  de  chaque  terme  de  l'équation-fbmme  qui 
donne  l'équation  fervant  à  l'échange  ,  eft  P"  H-  $/'  -4-  X7  -h 
t"  -*r  ç["  —  1  ;  chaque  échange  donnera  donc  une  dimenfion  =  />77; 
&  le  nombre  t  —  r"  —  cr  de  coëfficiens  ,  en  donnera  une 
«/Y'—*"-  î"' ^ »  donc  depuis  f  =  1 ,  jufqu'à  j"'  =  *  — 
jf  —  1" ,  on  aura  une  dimenfion  totale 

**f(t-.?Xt-t-t>)-  f <'>■<<-' 2 

Depuis  <f  =  1 ,  jufqu'à  —  r" ,  on  a  un  nombre  d'équations 
e=  r1 ,  &  un  nombre  de  coëfficiens  =  x7  —  ^  ;  chaque  coëffi- 
cient  eft  de  la  dimenfion  P"  -4- 1  -4-  qn  —  1  ;  &  le  coefficient  de 
chaque  terme  de  la  dimenfion  correfpondante  de  l'équation- 
fomme,  eft  P"  -f- //'  •+- 1  -4-  —  1  ;  chaque  échange  donnera 
donc  une  dimenfion  =  fl';  le  nombre  f7  —  qn  de  coëfficiens  en 
donnera  donc  une=/>'Y*/  —  f  )*  &  depuis  ?  *  =  1  >  jufqu'à 
qn=t",  on  aura  une  dimension  totale  «  ff(t  —  f)  =» 

Il  reftera  donc,  dans  chaque  dimenfion  depuis  =  i,  jufqu'à 
=  t" ,  un  nombre  =  <f  d'équations.  Mais  nous  avons  vu. 
ci-defius  que  depuis  q  —  1 ,  jufqu  a  q  =  t" ,  il  refte  dans  chaque 
dimenfion  un  nombre  de  coëfficiens  —  q;  donc  employant  ces 
équations  à  l'échange  de  ces  coëfficiens ,  on  verra  que  chaque 
coefficient  eft  de  la  dimenfion  P"  -*-q  —  1  ;  que  le  coëfficient 
du  terme  de  l'équation-fomme  ,  qui  donne  l'équation  fervant  à 
l'échange  ,  eft  de  la  dimenfion  f  —  1  ;  donc 

chaque  échange  donnera  une  dimenfion  s=y -h  t  ;  &  le  nombre  q 
de  ces  échanges  dans  chaque  dimenfion  ,  en  donnera  une 
ta  (f      *)<!  S  donc  depuis  q  =  1 ,  jufqu'à  f  =  f",  on  aura 

une  dimenfion  totale  ~  j£±Ofi(£±LL. 

Depuis  jT  =  1  ,  jufqu'à  j*  =  f7  —  f"  ,  on  a  un  nombre 
d'équations  un  nombre  de  coëfficiens  ==  r7 2*î 
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chaque  coefficient  eft  de  la  dimenfion  P"  •+-  t  ■+•  r"-f-  qy  -—  i  ,  ÔC 
le  coefficient  de  chaque  terme  de  la  dimenfion  correfpondante  de 
l'équation -fomme  ,  eftf"  +  /  +  t  +  r"+/  —  i  ;  donc 
chaque  échange  donnera  une  dimenfion  =  p"  ;  donc  le  nombre 
i! —  r"  —  qv  de  coëfficiens  en  donnera  une  —p"(t!  —  /"  —  qr  ); 
donc  depuis  q"  =  i ,  jufqu'à  q*  =  t!  —  f" ,  on  aura  une  dimenfion 

totale  =  f  (e  -  *) .  (t-f)  ).(*-*+*  i  = 

^f,'-,-j,f,'-,'Vij 
1 

Il  reftera  donc  depuis  q*  =  i  ,  jufqu'à  qw  =  i?  —  *"  un 
nombre  d'équations  =»  f"  dans  chaque  dimenfion.  Mais  nous 
avons  vu  ci-deffiis  que  depuis  c[  =s  i  ,  jufqu  a  <(  =»  r7  —  r" ,  il 
reftoit  un  nombre  de  coëfficiens  t"  dans  chaque  dimenfion. 
Employant  donc  ces  équations  à  l'échange  de  ces  coëfficiens, 
on  verra  que  chaque  coefficient  eft  de  la  dimenfion  P"-+-  t"-\r  q' — i; 

?ue  le  coefficient  du  terme  de  l'équation-fomme  ,  qui  donne 
équation  fervant  à  l'échange ,  eft  delà  dimenfion  P"-h^"-H 
t  ■+■  t"  -h  q*  —  i  ;  donc  chaque  échange  donnera  une  di- 
menfion =s  p'  -h  t  i  6c  le  nombre  ?  de  coëfficiens  en  donnera 
une  —  (p"-*-t)t"  ;  &  depuis  q' —  i ,  jufqu  a  <(=  t!  —  f  ,  on 
aura  une  dimenfion  totale  wm  (p"  -\-t)i!'(t!  —  t!'). 

Si  on  raflemble  tous  ces  différens  réfultats ,  on  trouvera  ,  pour 
le  cas  de  r7  -f-  r"  —  r  <  o ,  comme  nous  avons  trouvé  pour  le  cas 
contraire;  c'eft-à-dire  ,  que  le  degré  de  l'équation  finale  eft 
encore  exprimé  par 

j,N(x...x)  -hp'W(x .%)  +p"N(x...i)  +tt'i". 

(  4 1  5  •  )  Donc  en  général  le  degré  de  l'équation  finale  à 
laquelle  on  arrivera  par  notre  feçonde  méthode  ,  fera  dans  tous 
les  cas 

«'-t-»"-**  t+t»—%  t+t—i 

s=pM(x...t)  -hp'NCx...!)  -hp"JV(x...i)       '  -i-tt't". 

(  4  I  6.  )  Or  d'après  ce  qui  a  été  dit  (  397  ) ,  &  en  fàifant  at- 
tention que  ce  que  nous  y  avons  appellé  t ,  eft  ici  t  -+-  p  ;  & 
que  ce  que  nous  y  avons  appellé  b,  eft  ici  t  ;  le  véritable  degré  de 
l'équation  finale  eft  (t+p).  (t!+p').(f      f  )  _  pp'p"  — 

*//==■  <P^'  —  t"pp'=(t't"  -¥  pM'+p'tt!'  +  ftt!i  donc 

le  facteur 
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le  fàûeur  que  cette  féconde  méthode  introduit  dans  l'équation 
finale  ,  eft  du  degré 

(417.)  Donc  i.°  fi  les  équations  propofées  ,  prifes  dans 
tout  leur  développement ,  font  des  équations  complettes  ,  la 
féconde  méthode  d'élimination  ne  dénaturera  pas  le  degré  de 
l'équation  finale  ;  puifque  dans  ce  cas  on  aura  p  =  p'  —p"  =  o. 

2.0  Il  en  fera  encore  de  même  ,  6c  par  la  même  raifbn ,  fi  les 
«équations  étant  incomplettes  ,  les  inconnues  qu'il  s'agit  d'éliminer, 
ne  montent  pas  ,  dans  leurs  combinaifons  deux  à  deux  ,  à  une 
dimenfion  totale  moindre  que  celle  de  l'équation. 

<  4  ï  8»  )  Dans  tout  autre  cas ,  le  faveur  renfermera  l'inconnue 
relativement  à  laquelle  on  veut  avoir  l'équation  finale ,  &  par 
/conféquent  mafqueroir  le  véritable  degré  de  l'équation  finale  ; 
mais  nous  avons  dçs  moyens  actuellement  de  connoître  quel  eft 
jfon  <legré. 

(  4 1 9-  )  Il  y  a  plus ,  nous  pourrons  aufli  toujours  déterminer 
squels  font  les  coëfficiens  des  équations  propofées  qui  feuls 

Courront  entrer  dans  ce  facteur ,  6c  par-là  Amplifier  confidéra- 
lement  le  travail  nécefiaire  pour  le  trouver.  Mais  avant  que  de 
feire  voir  comment  on  détermine  quels  font  les  coçfficiens  qui 
lèuls  peuvent  entrer  dans  la  compofition  du  fàâeur  ,  difons 
encore  un  mot  de  l'expreffion  générale  du  degré  de  l'équation 
finale  trouvée  par  la  féconde  méthode. 

(  420*  )  Si  l'on  jette  les  yeux  (ur  ce  que  nous  avons  dit  (403)! 

'des  équations  à  deux  inconnues  mifes  fous  la  forme  d'équations  à 

une  feule  inconnue ,  on  verra  que  l'expreflion  du  degré  de  Té* 

jquation  finale  trouvée  par  la  féconde  médiode,  eft 

«'    1  i  —  1 

pN(x.t.i)  p'//(x...  1  )        +  n', 

Nous  venons  de  voir  que  pour  les  équations  à  trois  inconnues 
tnifes  fous  la  forme  d'équations  à  deux  inconnues  ,  le  degré 

Zz 
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de  l'équation  finale  eft 

pN(x...%)  T       +p'N(x...%)  T       -t-/»"JVC*...i;  T  ^-««'r«* 

On  doit  donc  conclure  que  pour  les  équations  à  quatre 
inconnues  mifes  fous  la  forme  d  équations  à  trois  inconnues  a 
le  degré  de  l'équation  finale  feroit 

t'  +  t'  +  tm  —  i  r4.i"+t*'-« 
p#(x...3)         ^       *+p'N(*...i)  T  * 

&  c'eft  ce  que  l'on  trouvera  en  effet  en  raifonnant  fur  ces  équan 
tions  ,  comme  nous  l'avons  fait  fur  les  précédentes. 

Et  par  la  comparaifbn  avec  le  véritable  degré  de  l'équation 
finale  déterminé  (  jp7  ),  on  pourra  toujours  favoir  quelle  fera  la 
dimenfion  du  feQeur  ;  &  l'on  verra  que  dans  les  mêmes  cas* 
mentionnés  (417  ),  ce  fadeur  n'ajoutera  rien  au  degré  de  f£* 
quation  finale. 

(421.}  On  voit  a£hieflement,  avec  facilité  ,  quelle  fera 
l'expreffion  du  degré  de  l'équation  finale  trouvée  par  la  féconde 
méthode ,  pour  tel  nombre  d'inconnues  que  ce  puifle  être. 

(4:2.)  Puifque  le  degré  du  fafteur  de  l'équation  finale  eft 
exprimé  en  général  par  une  fonction  de  t,t!,t",  &c.  dont  le» 
différentes  parties  font  multipliées  les  unes  par  p ,  les  autre» 
par  p' ,  les  autres  par  p",  &  ainfi  de  fuite  ;  &  que  cette  expreflion 
devient  zéro  ,  lorfque  p  =/  =■  =  &c.  ~  o  ;  il  eft  fecile 
d'en  conclure  que  ce  fââeur  ne  peut  admettre  dans  fa  formation 
d'autres  coefficiens  des  termes  des  équations  propofées ,  que  ceux 
des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion. 

En  effet,  il  n'y  a  que  ceux-là  dont  les  différentes  combinai/bns 
quelconques  puiffent  donner  une  dimenfion  =0  ,  lorfque  p  —  o9 
p'  —  o ,  &c.  Les  coefficiens  des  termes  des  dimenfions  infé- 
rieures ,  avant  tous  une  dimenfion  au-deffus  de  zéro  ,  il  ne  feroit 
pas  poflible  que  la  dimenfion  du  fatleur  devînt  zéro  ,  fi  ce  fadeur 
admettoit  dans  fa  compofition  un  feul  de  ces  coefficiens. 
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Aînfi  pour  trois  équations  telles  que 

+  i  x  •+-  *  y 
/ 

4-  b'xy   -f-  c'y*  =  o, 
-f-  <f  *  •+■  *y 
H- 

h-  c'y 

+  /•* 

le  fa&eur  ne  peut  renfermer  d'autres  lettres  que  les  lettres  a^.ej 

a'yb\d;a\b\c\ 

(4*30  Cette  obfervatîon  qui ,  comme  on  le  voit ,  donne 
rexcïufionàun  grand  nombre  de  lettres,  peut  contribuer  beaucoup 
à  faciliter  la  recherche  du  fadeur ,  &  à  le  faire  trouver  fouvent 
plus  facilement  que  par  la  méthode  du  commun  divifeur ,  donc 
nous  avons  parlé  (388).  En  effet,  dans  l'exemple  des  trois 
équations  ci-deflus  ,  on  voit  que  ce  fà&eur  ne  peut  être  autre 
que  (a  V  </')*.  Car  d'après  la  formule 

en  fuppofant  p—p'  —  p"  =  1 ,  *  =>  tf  =»  t"  =  2  ,  on  a  6  pour 
la  dimenfion  de  ce  facteur;  fie  c'eft  en  effet  la  dimenfion  de 
(aVd')x  lorfque ,  comme  nous  le  fuppofons  ,  a9b ,c  ;  a'^b'^d ; 
a"f      c'1  font  chacune  d'une  dimenfion, 

Ç  4  2  4»  )  Telle  fera  la  dimenfion  du  fa&eur  ,  lorfque  les 
«équations  arbitraires  auront  été  formées  de  manière  à  n'anéantir 
aucun  des  coëfficiens  des  polynômes  -  multiplicateurs.  Si  au 
contraire  on  a  employé ,  comme  il  eft  plus  fimple  ,  fie  par  confé- 
ouent  plus  naturel ,  les  équations  arbitraires ,  à  rendre  le  nombre 
des  coëfficiens  des  polynômes-multiplicateurs  le  plus  petit  qu'il  eft 
poflible;  alors  la  dimenfion  du  faveur  fera  d'autant  moindre 
qu'on  aura  fait  difparoître  un  plus  grand  nombre  de  coëfficiens  : 
fie  il  fera  toujours  poffible  d'après  la  formule  générale  de  cette 
dimenfion,  6c  le  nombre  de  coëfficiens  qu'on  aura  fait  diljpa- 
roître ,  fie  que  nous  avons  enfeigné  à  déterminer ,  de  connoitre 
à  quelle  dimenfion  le  faaeur  eft  réduit, 
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Par  exemple ,  pour  les  trois  équations  cî-deflus ,  on  fait  (3*4}  & 
fuiv.  )  qu'on  peut  faire  perdre  un  terme  à  chacun  des  trois  poly- 
nômes-multiplicateurs :  la  dimenfion  du  facteur  fera  donc  alors 
feulement  3  ;  c'eft-à-dire ,  que  le  fadeur  fera  feulement  fa  b'd'  )  ; 
c'eft  auffi  ce  que  nous  avons  vu  (278). 

(4^50  L'expreflîon  générale  que  nous  avons  trouvée  pour 
la  dimenfion  du  fadeur  de  l'équation  finale,  fuppofe  qu'on  ait 
formé  dans  chaque  dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  toutes  les 
équations  arbitraires  que  cette  dimenfion  fournit  naturellement. 
On  peut  ,  ainfi  que  nous  l'avons  vu  (  236),  en  former  un 
moindre  nombre  dans  quelques-unes  des  dimenfions  fupérieures  , 
&  augmenter  d'autant  le  nombre  de  celles  que  l'on  a  pour  les 
dimenfions  inférieures  :  en  faifant  cet  ufage  des  équations  arbi- 
traires ,  il  eft  facile  de  fentir  que  la  dimenfion  du  fadeur ,  qui 
n'augmenterait  pas, quant  au  nombre  des  lettres,  augmenterait 
néanmoins  par  rapport  à  l'inconnue  de  l'équation  finale  :  c'eft- 
à-di're ,  que  le  degré  de  l'équation  finale  ferait  altéré  même  dans 
les  équations  complettes. 

(4^6.)  I/exprelfion  que  nous  avons  donnée  de  la  dimenfion 
générale  du  fadeur ,  eft  donc  la  plus  fimple  qu'il  foit  poflible  , 

farmi  toutes  celles  où  l'on  n'emploie  pas  les  équations  arbitraires 
la  deftrudion  d'aucun  terme  des  polynômes-multiplicateurs.  Ee 
elle  conduit  auflî  à  la  dimenfion  la  plus  baffe  ,  dans  le  cas  où. 
l'on  emploie  les  équations  arbitraires  à  la  deftrudion  de  tous  les 
termes  qu'il  eft  poffible  d'anéantir  dans  les  polynômes  -  mul* 
tiplicateurs. 

Détermination  du  facîeur  de  l'Equation  finale  : 
interprétation  de  ce  qu  'il  exprime. 

(4  2  70  Nous  avons  dit  (33P  )  que  le  fadeur  que  notre 
féconde  méthode  donne  à  l'équation  finale ,  indique  des  folutions 
de  la  nature  de  celles  que  nous  avons  décrites  (279  &  287).  Mais  il 
a  encore  une  fignification  plus  importante  dans  la  Théorie  générale 
des  équations  :  le  développement  de  cette  propriété  du  fadeur  a 
&  ce  fadeur  lui-même  vont  fe  préfenter  en  même  temps. 

(4280  Nous  venons  de  voir  que  ce  fadeur  ne  peut  être 
gu  un  fcompofé  des  coëfficiens  des  termes  de  la  dimenfion  la  plu* 
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élevée  de  chaque  équation.  Concevons  donc  que  le  coefficient  de 
chaque  terme  de  chaque  dimenfion  inférieure ,  foit  zéro;  l'é- 
quation finale  qui  doit  renfermer  la  folution  pour  toutes  les 
valeurs  quelconques  des  coëfficiens  des  équations  propofées ,  doit 
donc  auffi  renfermer  la  folution  de  ce  cas  particulier.  Or  cette 
équation  finale  eft  compofée  de  deux  fadeurs  dont  l'un  que 
j'appelle  F,  eft  le  fadeur  en  queftion  ;  ôc  l'autre  que  j'appelle  £, 
eft  la  véritable  équation  finale.  Mais  de  ces  deux  fadeurs  ,  le 
fadeur  E  devient  zéro  par  la  fuppofition  que  tous  les  coëfficiens 
des  dimenfions  inférieures  des  équations  propofées  font  chacun 
=  o.  En  effet,  s'il  étoit  pôflibfe  que  dans  cette  fuppofition  il 
reftât  quelque  terme  dans  E  qui  ne  devînt  pas  zéro ,  il  eft  facile 
de  fentir  que  ce  terme  (èroit  uniquement  compofé  des  coëfficiens 
des  dimenfions  fupérieures  des  équations  propofées  :  tous  les 
termes  de  E  ne  feroient  donc  pas  des  fondions  homogènes  ou 
de  même  dimenfion  des  coëfficiens  des  équations  propofées ,  ce 
qui  n'eft  pas  poflible. 

Tous  les  termes  de  E  devenant  zéro  par  la  fuppofition  que  les 
coëfficiens  des  dimenfions  inférieures  font  chacun  =  o ,  la  folution 
de  ce  cas  qui  doit  d'ailleurs  être  comprife  dans  la  folution  géné- 
rale ,  ne  peut  donc  être  comprife  que  dans  le  fadeur  F  }  c  eft-à-« 
dire ,  que  F  —  o,  eft  alors  la  folution  de  la  queftion. 

(4^9.  )  Mais  quel  eft  donc  alors  l'état  de  la  queftion  ?  L'état 
de  la  queftion  eft  de  déterminer  la  condition  ou  les  conditions  s 
pour  que  chaque  plus  haute  dimenfion  des  équations  propofées  , 
étant  fuppofée  égale  à  zéro ,  ces  nouvelles  équations  puifient 
toutes  avoir  lieu.  G'eft-à-dire,  que  le  fadeur  F  eft  l'équation  de 
condition ,  ou  l'une  des  équations  de  condition  ,  ou  le  produit 
de  quelques-unes  des  équations  de  condition  néceflaires  pour  que 
les  équations  formées  de  chaque  plus  haute  dimenfion  des  équa- 
tions propofées  ,  puifient  avoir  lieu  toutes  à  la  fois. 

(  4  3  °«  )  Il  e^  inconteftable  que  ce  fadeur  fera  divifible  par 
une  ou  plufieurs  des  équations  de  condition  dont  il  s'agit  ,  équa- 
tions dont  le  nombre  peut  toujours  être  réduit  à  deux  ;  mais  qui 
par  la  variété  des  formes  fous  lefquelles  elles  peuvent  fe  préfenter, 
peuvent  être  en  plus  grand  nombre.  Mais  ce  fadeur  pourra  lui- 
même  avoir  d'autres  fadeurs  que  ces  équations  de  condition  » 
parce  que  les  équations  arbitraires  qui  n'auront  fervi  k  & 
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deftrudion  d'aucun  terme  des  polynômes-multiplicateurs ,  aug- 
menteront néceflairement  la  dimenfion  totale  du  faveur  fana 
aucune  liaifon  ou  rapport  néceflaire  avec  ces  équations  de 
condition. 

(43  1  •  )  Ort  voit  par-là  que  malgré  la  connoiffance  que  nous 
venons  d'acquérir,  favoir  que  ce  fadeur  ne  peut  être  compofé  que 
des  coëfficiens  des  plus  hautes  dimenfions  des  équations  propofées  ; 
il  feroit  comme  impoflible  de  déterminer  généralement  ce  fadeur, 
d'une  manière  direde.  Néanmoins  tout  ce  que  nous  venons  de 
dire ,  offre  une  méthode  générale  6c  fimple  pour  le  découvrir 
dans  chaque  cas.  La  voici. 

Puifque  ce  fadeur  n'eft  compofé  que  des  coëfficiens  des  plus 
hautes  dimenfions  des  équations  propofées  ,  il  s'en  fuit  que  la 
fuppofition  faite  dans  l'équation  finale ,  que  un  ou  plusieurs  des 
coëfficiens  des  dimenfions  inférieures  des  équations  propofées,  font 
égaux  à  zéro ,  ne  changera  rien  à  ce  fadeur.  Mais  comme  en 
fuppofant,  tous  à  la  fois,  égaux  à  zéro,  les  coëfficiens  des  di- 
menfions inférieures ,  l'équation  finale  difparoîtroit ,  on  préviendra 
cet  inconvénient,  en  fe  conduifant  comme  il  fuit.  On  commencera 

Sar  le  coefficient  de  la  dimenfion  la  plus  baffe  de  chaque  équation  ; 
c  au  lieu  de  le  fuppofer  ==»  o  ,  on  le  fuppofera  infiniment 
petit.  Alors  ne  confervant  dans  l'équation  finale  que  les  termes 
de  l'ordre  le  plusbas ,  6c  fuppofant  n  —  i  de  ces  coëfficiens 
égaux  à  zéro ,  l'équation  fera  divifible  par  le  n' 

Ce  qu'on  vient  de  faire  pour  le  terme  le  plus  bas  de  chaque 
équation ,  on  le  fera  de  même  fucceffivement  pour  le  coëfficient 
de  chaque  terme  de  la  féconde  dimenfion ,  ou  de  la  dimenfion  \9 
de  la  dimenfion  2  ôcc.  de  chaque  équation  ,  jufqu'à  la  plus  haute 
dimenfion  exclufivement.  Par-là  on  arrivera ,  fans  être  obligé  de 
pafler  par  aucun  divifeur  compofé  ,  à  une  équation  qui  fera  le 
fadeur  cherché.  Nous  ne  nous  arrêtons  pas  à  donner  des  exemples 
de  ce  procédé  :  on  peut  en  voir  dans  ce  que  nous  avons  dit 
{381,  382  6c  383). 

(43^.)  Ainfi,  fi  notre  féconde  méthode  d'élimination  ne 
peut  généralement  éviter  de  donner  à  l'équation  finale  un  fadeur, 
on  voit  i.°  que  ce  fadeur  n'eft  pas  fans  aucune  liaifon  avec 
l'état  générai  de  la queftion.  2°  Qu'on  peut  toujours  parvenir 
ù  le  connoître ,  &  par  con/équent  à  l'extraire  de  l'équation  finale  B 
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Ct  qui  eft  abfolument  néceflaire  ;  car  toute  équation  à  laquelle 
on  laifle  un  fadeur ,  ne  peut  être  d'aucun  ufage  dans  le  cas  où 
les  quantités  qui  entrent  dans  fa  compofition ,  auroient  la  relation 
exprimée  par  l'équation  formée  de  ce  fadeur  égalé  à  zéro. 

Du  fadeur  que  l'on  rencontre,  lorfque  ton  pajfe  de  l'é- 
quation finale  générale  ,  aux  équations  finales  des  degrés 
inférieurs, 

(43  3'  )  Nous  avons  donné  julqu'ici  1* méthode  la  plus  ex- 
péditive  pour  conftruire  les  formules  les  plus  générales  d'élimi- 
nation refultantes  d'un  nombre  quelconque  d  équations  renfer- 
mant en  apparence  une  inconnue  de  moins  que  leur  nombre. 

Nous  avons  donné  auflî  les  moyens  d'avoir  le  feâeur  qui  zfk&6 
cette  équation  générale  ;  &  par  conféquent  les  moyens  d'arrivé* 
à  l'équation  finale  la  plus  réduite  qu'il  foit  poflible. 

Pour  conclure  de  cette  équation  celles  qui  conviennent  à  de* 
degrés  moins  élevés  ,  il  ne  s'agit  que  d'y  fuppofer  égaux  à  zéro 
chacun  des  coëfficiens  des  dimenfions  Supérieures  de  quelques- 
unes  des  équations  propofées. 

Par  exemple,  nous  avons  trouvé  (  378  )  l'équation  finale  la 
|>lus  fimple ,  résultante  des  trois  équations  fuivantes 

a  x%       b  x  y  •+•  c  y*  =  o  , 
•+  d  x  «y 
+  f 

dx*  ■+-  V  x  y  -f-  d  y*  =  ©  , 

-+-  d' x  •+•  dy 

A1  -+-  V'xy  -4-  d'y*  m*  o  , 

-f-  d"x   -h  ey 
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Si  l'on  vouloit  en  conclure  l'équation  finale  réfultante  de$ 
trois  équations  fuivantes 

■ 

a  x*  -4-   b  x  y  «4-  c  y*  =  fl, 

d  x      rh  ey 

-+-      x^-         c'y*  =  0  | 
4-  éy 
•h  f 

4"x  +  J'y  t=ot 

îl  n'y  auroit  autre  chofe  à  faire  que  de  fuppofer  dans  l'équation 
finale  générale ,  d'  =  o  ,  b"  =  o  ,  c";=  o. 

Mais  cette  fuppofition  qui  en  feifant  difbaroître  un  grand 
nombre  de  termes  ,  donnera,  ainfi  que  cela  doit  être,  une 
équation  plus  fimple ,  ne  donnera  pas  a  beaucoup  près  la  plus 
ïimple.  Cette  équation  aura  un  fadeur  ;  &  ce  faveur  qui  fera  en 
général  d'autant  plus  compofé  qu'il  y  aura  un  plus  grand  nombre 
d'équations ,  &  que  leurs  degrés  feront  plus  élevés  ,  ^  n'eft  pas 
de  nature  à  être  apperçu  à  l'infpedion  de  l'équation  finalç 
générale  modifiée  par  les  fuppofitions  ci-deffus. 

Il  importe  cependant  de  débarrafler  l'équation  .finale  de  ce 
fadeur  qu'aucune  méthode  ne  peut  empêcher  de  fe  préfenter  $ 
fie  qui  eft  eOentiellement  lié  à  b  queftion  de  l'élimination. 

Et  en  général ,  dans  quelque  équation  finale  que  ce  foit ,  il 
importe  toujours  d'en  extraire  le  fadeur  qui  affede  la  véritable 
îéquation  finale  à  laquelle  on  doit  arriver.  Ce  n'eft  pas  feulement 
parce  que  ce  fadeur  complique  beaucoup  &  fans  utftité ,  cette 
équation;  mais  c'eft  par  une  confidération  beaucoup  plus  im- 
portante. C'efl  parce  qu'ij  eft  des  cas  où  il  rendroit  l'équation 
finale  abfolument  illufoire. 

En  effet  ,  toutes  les  fois  que  les  coëfficiens  des  équations 
propofées  auront  entr'eux  les  relations  nécefTaires  pour  que 
J'équation  de  condition  que  Ton  auroit  en  égalant  ce  fadeur  à 

zéro  * 
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itéra  ,  puifle  avoir  lieu  ,  il  eft  clair  que  l'équation  finale  fe  réduira 
à  o  =  o  j  c'eft-à-dire  ,  qu'après  beaucoup  de  calcul  elle  ne 
conduira  à  rien. 

La  recherche  de  ce  facteur  eft  donc  une  chofe  indifpenfable  : 
fans  cela  les  formules  générales  d'élimination  perdraient  une 
grande  partie  de  l'avantage  qu'on  fe  propofe,  celui  de  donner  les 
formules  des  degrés  inférieurs. 

Cette  recherche  n'a  aucune  difficulté ,  lorfqu'il  n'y  a  que  deux 
équations  :  le  faâeur  qui  eft  alors  monôme  ,  eft  très-facile  à 
appercevoir. 

Par  exemple,  fi  dans  l'équation  finale  trouvée  (3*6)  pour 
deux  équations  de  la  forme 

aac'  +  b  x*  •+•  ex  -+-  d  =  o , 

on  fuppofe  a'  =  o ,  pour  avoir  l'équation  finale  qui  convient 
aux  deux  équations 

ax1  *f-  b  x*  -+-  ex  ■+•  d  mm  o, 

J/X*  -H  Jx  H-  d'  mm  O. 

On  aura 

l*V(*c')  —  aV  +  aWL(cd')  —  [al'(bd')  —  ale'd']  .(h  d')  =5  04 

H-  lai'(cd')  —  a*d'x]ad' 

tiui  eft  évidemment  divifible  par  a  ;  &  le  quotient  eft  l'équation 
finale  à  laquelle  on  arriverait  directement  par  le  procédé  enfeigné 
(34*). 

Mais  lorfqu'il  y  a  plus  d'une  inconnue  ,  le  facteur  n'eft  plus 
monôme;  fie  l'on  ferait  bien  des  recherches  fuperflues  avant  que 
de  l'avoir  trouvé,  fi  l'on  n'avoit  des  moyens  de  le  connoitre 
à  Priori,  Voyons  donc  quels  font  ces  moyens. 

(4340  Suppofant  que  les  équations  propofées  foient  ,  dans 
tout  leur  développement  naturel ,  de  la  forme  mentionnée  (396)1 
fie  que  miles  fous  la  forme  d'équations  à  une  inconnue  de  moins 

3ue  leur  nombre ,  elles  foient  complettes ,  6c  refpecUvement  des 
egrés  ttt'9t",  ôcc.  en  forte  que  P,p'>p">  ôcc.  marquant  la 
dimenfion  des  coëfficiens  des  termes  dé  la  plus  haute  dimenfion  de 
chaque  équation  ,  on  ait  î+;,  t!  -t-  /,  t"  -+-  p" ,  Ôcc.  pour 
ce  que  {396)  nous  avons  appellé  t,t?9t";  Ôc  t,  t',  t"  pour 

A  aa 
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ce  que  nous  y  avons  appeilé  b,  b\b",  &c. 

Alors ,  pour  deux  équations  ,  nous  aurons  le  degré  de  l'é- 
quation finale  exprimé 

par.  . .  ttf  -f  /*'  +ff», 
pour  trois  équations,  par.  .  .  f  rV  -i-  pt'i"  ■+- p'tt"  -f-  p"ttrt 
pour  quatre  équations,  pat.  .  .  ttWt"' -+-p t'S'ï" +  p't t'V"  -f- p"t  *VW -t-pmtt,t"f 

&  ainfi  de  iuite. 

Concevons  maintenant  que  chacun  des  coëfficiens  de  la  di- 
dimenfion  la  plus  élevée  de  l'une  des  équations ,  de  celle  du 
degré  t ,  par  exemple ,  (bit  =  o.  Alors  t  deviendra  t  —  i ,  8c 
p  deviendra  p  •+-  i. 

L'expreflion  du  degré  de  l'équation  finale  deviendra  donc 

pour  deux  équations. . .  1 1'  —  t'      p  t'  -+-  t'      p'  t  —  p' , 

ou  *  i'  ■+-  p  «'  -f-  p't  —  p'i 

pour  trois  équations.,  t  t't"  -f-  pft"  n-  pf(it"-^t")  -f»  pn(tt'  —  i,)9 

pour  quatre  équations.  tt't'U'"  -4-  pWV"+p,(it"tn^"t''')+p"(ttV"  —  t'tn')+p"'(ttUn—trt'r)9 
&  air.fi  de  fuite. 

Le  degré  de  l'équation  finale  frbira  donc  une  diminution  telle 
qu'il  fuit, 

pour  deui  équations. .  ,  .  p7  , 

pont  trois  équations.  .  .  .  /V'  -+-/>" 

pour  quatre  équations.  .  .p't"t"'  +  p"t'tm  p"'t'tnj 

&  ainfi  de  fuite. 

Mais  en  faifant  égal  à  zéro  chacun  des  coëfficiens  de  la  plus 
îiaute  dimenfion  de  l'équation  du  degré  t  ,on  n'a  pu  faire  d'autre 
changement  dans  l'équation  finale  que  d'en  détruire  un  certain 
nombre  de  termes  ;  mais  on  n'a  diminué  en  rien  la  dimenfion  de 
cette  équation  finale.  Donc  dans  l'état  où  elle  fe  trouve  alors,  elle 
doit  être  divifible  par  un  fadeur  qui  ait  les  dimenfions  fuivantes. 

Four  deux  équations*  .../»', 

pour  trois  équations.  .  .  .p't"  /»"/', 

pour  quatre  équations.  .  .p't"t'"      p"  t'*'"      p'"f'ï'  j 

&  ainfi  de  fuite. 
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Or  il  eft  vifible  i.°  que  t  6c  p  n'entrant  point  dans  ces  expref- 
ftons,  ce  facteur  doit  être  tout-à-  fait  indépendant  de  l'équation 
du  degré  t;  c  eft- à-dire,  qu'il  ne  renfermera  aucun  des  coëfficiens 
de  cette  équation.  a.°  Que  la  dimenfion  de  ce  fadeur  devenant 
zéro ,  par  la  fuppofition  que  p,ip"fp",y  &c.  foient  zéro  ,  ce  fadeur 
ne  peut  contenir  d'autres  coëfficiens  des  équations  des  degrés 
t'y  t",  &c.  que  ceux  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacune  de 
ces  équations.  j.°  Que  ce  fadeur  eft  donc  le  même  que  fi  tous  les 
coëfficiens  des  dimenfions  inférieures  de  ces  équaçions  étoient 
zéro.  4.0  Enfin  qu'il  eft  donc  néceflairement  l'équation  de  condi- 
tion nécefiaire  pour  que  les  équations  formées  de  ta  plus  haute 
dimenfion  de  chacune  des  équations  r7,*",*"',  &c.  aient  lieu. 

Et  comme  ce  que  nous  difons  de  l'équation  du  degré  t ,  eft 
également  applicable  à  chacune  des  autres,  concluons  donc  : 

Que  fi  après  avoir  trouvé  l'équation  finale  générale ,  la  plus 
réduite,réfultante  d'un  nombre  quelconque  a  d'équations  de  degrés 
/,  r*,  r",  t!",  ficc.  renfermant  un  nombre  n  —  1  ,  d'inconnues  ,  on 
veut  en  conclure  l'équation  finale  la  plus  réduite ,  qui  convient 
au  cas  où  le  degré  de  l'une  de  ces  équations  feroit  moindre  d'une 
unité  ;  il  faut  après  avoir  fuppofé ,  dans  l'équation  finale  générale 
en  queftion,  que  chaque  coefficient  delà  plus  haute  dimenfion  de 
l'équation  qui  donne  lieu  à  l'abaiflement ,  eft  égal  à  zéro  ;  il  faut , 
dis-je ,  divifer  cette  équation  finale  ainfi  réduite  ,  par  un  fadeur 
que  l'on  déterminera  en  calculant  l'équation  de  condition  né» 
cefiaire  pour  que  les  équations  formées  de. la  plus  haute  di- 
menfion de  chacune  des  équations  propofées ,  excepté  celle  qui 
donne  lieu  à  l'abauTement ,  puiflent  avoir  lieu. 

(435)-  ®n  v0lt  d°nc  par-là ,  comment  ayant,  pour  des  degrés 
quelconques  des  équations  propofées  ,  l'équation  finale  la  plus 
réduite ,  on  pourra  en  conclure  l'équation  finale  la  plus  réduite 
pour  chacun  de  tous  les  degrés  inférieurs. 

C'eft  ainfi  ,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  (  43  j  ) ,  que  l'équatioa 
finale  qui  convient  aux  deux  équations 

û'jci  ■+■  -t-  c'x  ■+■  d1  —  o, 

devient  celle  qui  convient  aux  deux  équations 

ax*  ■+-  £  x1  -+■  c  x  -h  d  —  o  , 

*<x.  +  Sx       d'  =  o.  1 

Aaaij 
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En  fàifant  al  =  o ,  &  divifant  enfuitc  par  a.  j  or  4  ss  o  eff 
l'équation  de  condition  néceflaire  pour  que  l'équation  a  x*  =  o 
formée  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation  autre  que  celle 
qui  donne  lieu  à  l'abaiflement ,  puifle  avoir  lieu. 

Pareillement  ,  fi  dans  l'équation  finale  trouvée  (  378  )  pour 
les  trois  équations 

a  x*       b  xy  .+.  c  y%  =  0, 

-J-    dx   •+«  ey 

a'  x%  -+-  V  x  y       c'y*.  =  oÉ 
•f»    d' x  -h  S  y 

+  f 

a"**  -4-  b"x y        ç"y\  ==  of 
•F  é'y 
H-  f" 

On  fuppofe  a"  =  o ,  b"=o,  c"  =  0 ;  on  trouvera  que  cette 
équation  finale  ainfi  réduite  eft  divifible  par  (a  b').(b  c*)  —  (ac')\ 
qui  eft  précifément  l'équation  de  condition  néceflaire ,  pour  que 
les  deux  équations 

■ 

ax'  -f-  b  xy  ■+•  c  y*  =  o  , 
dx*  -H  V xy         c^*  »  0, 
puiflent  avoir  lieu. 

■De  la  manière  de  trouver  le  Fadeur  dont  il  vient 

d'être  queftion. 

\A 3  ff-)  Nous  venons  de  dire  que  le  fadeur  dont  il  s'agît , 
feroit  l'équation  de  condition  néceffaire  pour  que  les  équations 
formées  de  chaque  plus  haute  dimenfion  de  n  —  1  des  équations 
propofées  au  nombre  de  n  ,  puiflent  avoir  lieu. 

Mais  ce  feOeur  fera-t-U  cette  équation  même,  ainfi  que  nous 


Digitized  by  Googl  : 


EQUATIONS  ALGÉBRIQUES.  frf 

l'avons  dit ,  ou  fera-t-il  compris  feulement  dans  cette  équation  ^ 
comme  fadeur  de  cette  équation ,  ainfi  que  nous  avons  dit  (430  ) 
qu'il  peut  arriver  pour  le  fa&eur  de  l'équation  finale  générale. 

Il  fera  cette  équation  elle-même  ,  ainfi  que  nous  l'avons 
avancé. 

En  effet,  s'il  pouvoit  n'être  que  fadeur  de  cette  équation  , 
fa  dimenfion  feroit  moindre  que  celle  de  cette  équation.  Or  elle 
eft  précifément  la  même.  Car  (434)  la  dimenfion  de  ce  fadeur 
eft 

pour  deux  équation».  .  .  .  p'  f 

pour  troii  équation»..  .  .  p't"  4-  p"t' , 

pour  quatre  équations.  .  .  p't"t"  -f-  p"t't'"  +  p>*t& 

Or  je  dis  que  l'équation  de  condition  dont  il  s'agit ,  eft  pféci* 
fêment  de  cette  dimenfion,  dans  les  mêmes  cas  refpedivement. 

Car  dans  le  cas  de  n  équations  ,  il  s"'agit  de  l'équation  de* 
condition  réfultante  de  «  —  1  équations  formées  de  chaque  plus 
haute  dimenfion  de  n  —  1  des  équations  propofées.  Or  quoique 
ces  équations  renferment  n  —  1  inconnues  ;  cependant ,  comme 
elles  ne  ibnt  formées  que  des  plus  hautes  dimenfions  ,  elles 
rentrent  pour  la  méthode  de  trouver  l'équation  finale ,  dans  ïe 
même  cas  que  fi  elles  ne  renfermoient  que  ri  —  2  inconnues  j 
ainfi ,  puifque  fur  n  —  1  équations ,  il  n'y  a  que  n  —  2  inconnues  , 
le  fadeur  dont  il  s'agit  ,  eft  l'équation  finale  que  nous  avons5 
jufqu'ici  enfeigné  à  trouver.  Voyons  donc  quel  doit  être  eri 
général  la  dimenfion  de  cette  équation  finale  pour  1,2,5,  &c. 
équations  lefquelles  correfpondent  à  2,3,  &c.  équations  propofées. 

Soient  donc  p' ,  p",  p"',  plv ,  &c.  la  dimenfion  de  l'inconnUé 
enveloppée  dans  les  coëfficiens  des  équations  propofées  ,-  fa  di-» 
menfion ,  dis- je ,  dans  la  plus  haute  dimenfion  de  chacune  de  ces 
équations.  Il  eft  clair  que  pour  une  feule  équation,  (  où  il  n'y  a 
aucune  inconnue  apparente)  la  dimenfion  fera/?' 

Pour  deux  équations  (où  il  n'y  a  qu'une  inconnue  apparente)  * 
notre  méthode  donnerok  à  l'équation  finale  ,  une  dimenfiori 
s=  p't"  -4-  »V.  Car,  en  général  tous  les  coëfficiens  déterminés 
de  chaque  équation  étant  de  la  même  dimenfion  entr'eux  ,  la 
dimenfion  de  l'équation  finale  ,  qui  réfulte  de  l'échange  des 
coëfficiens  déterminés  contre  les  coëfficiens  indéterminés ,  dans 
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le  produit  de  tous  ceux-ci ,  fera 

p'N(x...i)t  ~'-i-p"  N(x  . .  .  1/  -  *  =  p 1 1"  -4-  p"  t'. 

Or  nous  avons  vu  (  4.04-  )  que  pour  deux  équations ,  cette  équation 
finale  n'auroit  pas  de  fadeur  ;  donc  en  effet  la  véritable  dimenfion 
de  l'équation  finale  eft  f  tf  •+-  p"tf. 

Pour  trois  équations  (  où  il  n'y  a  que  deux  inconnues  appa- 
rentes ) ,  notre  méthode  donnerait  à  l'équation  finale  une 
dimenfion 

p'N(x...i)    *         +p»N(x...i)  * 

Mais  nous  avons  vu  (  41  j  )  que  cette  équation  finale  auroit  un 
fc£teur  de  la  dimenfion 

r'U(x...x)    *  -f-  p'W(x...2)*  +p'"N(x...x) 

—  p't"t"'—p"tft!"-~p",t't"i  donc  la  véritable  équation  finale 
eft  de  la  dimenfion  p't"t!"  -H  p'W  -f-  /"rV  ;  &  ainfi  à  l'infini. 

Donc  le  fadeur  dont  il  eft  ici  queftion ,  eft  exactement  l'é- 
quation de  condition  qui  répond  aux  n  —  1  équations  formées  de 
chaque  plus  haute  dimenfion  de  «  —  1  des  équations  propofées 
au  nombre  de/z. 

(  43  7*  )  Il  ne  s'agit  donc  plus  ,  pour  avoir  cette  équation  de 
condition,  ou  ce  facteur,  que  de  multiplier  chacune  des  équations 
qui  doivent  la  donner  ,  par  la  plus  haute  dimenfion  feulement  de» 
polynômes-multiplicateurs  convenables,  &  que  l'on  déterminera 
par  ce  qui  a  été  dit  (  340  &  fuiv.  ). 

Ainfi,  fi  les  équations  propofées  étoient  ,  par  exemple  ,  au 
nombre  de  trois  ;  &  fi  ayant  trouvé  l'équation  finale  réduite  qui 
convient  aux  trois  équations 

(*>y)l  =  o9(x9y)'  =0,  (x,yJ<"  =  o, 
on  vouloit  en  conclure  celle  qui  convient  aux  trois  équations 

(x,y)'~*~* 0,^-0,  (x,y)*'~o. 

Pour  trouver  le  fadeur  qu'aura  cette  équation  finale  après  y 
avoir  fuppofé  égaux  à  zéro  tous  les  coerrkiens  de  la  plus  haute 
dimenfion  de  la  première  équation ,  on  cherchera  l'équation  de 
condition  qui  convient  aux  deux  équations  formées  feulement  de 
Japlus  haute  dimenfion  de  l'équation  ( x}  y)1'  =  o,  &  de  la 
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plus  haute  dimenfion  de  l'équation  ( x,y)'"  —  Et  pour  avoir 
cette  équation  f  on  multipliera  la  première  par  la  plus  haute 
dimenfion  feulement  du  polynôme  (x  >  y  9  &  la  féconde 
par  la  plus  haute  dimenfion  feulement  du  polynôme  (x  ,y)1  ~ 
&  on  procédera  au  calcul  des  lignes  ,  ainfi  qull  a  été  fait 
jufqu'ici* 

(4380  Mais  d'après  tout  cë  qui  précède ,  on  doit  voir  que  fi 
le  nombre  total  des  équations  propofées  excède  trois  ,  notre 
méthode  donnera  un  facteur  à  cette  équation  de  condition  ;  fie 
comme  les  coëfficiens  des  termes  qui  donnent  cette  équation 
de  condition  ,  font  tous  de  même  dimenfion  ,  il  paroîtroit  qu  ort 
pourroit  être  embarraffé  à  trouver  ce  nouveau  fe&eur.  Voici 
comment  on  lèvera  cette  difficulté  apparente. 

(439')  Suppofons  qu'il  y  ait  quatre  équations ,  toutes  du  trot-* 
fième  degré ,  par  exemple.  Alors  la  queftion  feroit  donc  de  trouvef 
l'équation  de  condition  qui  répond  à  ces  trois  équations 

■ 

c  x*+h  x*y  +  e  d  xy*  +  e  xy  T+  f  x\x  ■+■  gy<      kyx  x  -h  ky  f  -f-  /*» 

û'x'     b'xly     cr*»r  +  d  '-arjy*  •+■  <'*y*-f-  f'xf  +  g'yi  +  *V  =*<>  » 

*''x>  +  l>''xxy     *"xli  +d"xy*  +  *"xyi-hf'xf  +  g"yy-h  h^l  +  f'V  =>  <* 

Or  cette  équation  de  condition  n'eft  pas  différente  de  celltf 
<jui  répond  à  ces  trois  autres 

a  x  »  -4-  *  **  y  ■+-  d  xy*  +  gy*  d=  o , 

e  xx  •+-  e  xy  •+■  hyx 
+  fx    ■+■  ky 
-H  l 

a\Ti  -f-  $'xxy  -h  d'xyx  g>yi  ;  =  e, 

-f-  c'xx  -f  e'xy  -+■  h'y* 
+  f'x  k'y 

a"x*  -f-  V'xy  -h  d"xy*  +  g"y*  =a  * 

■+■  e"»1  -f-  e"xy  A' >* 
■4-  /"x  -h 

*+-  /"  • 

«qui  (ont  les  trois  précédentes  dans  lefquelles  on  a  fuppofé  u 
On  pourra  donc  ,  en  général ,  pour  éviter  toute  incertitude  , 
fuppofer  dans  chacune  des  équations  formées  des  plus  hautes 
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dimenfions,  que  l'une  des  inconnues  eft  égale  à  l'unité  ;  ôc  alors* 
on  traitera  ces  équations  ,  tant  pour  avoir  l'équation  finale ,  que 
pour  avoir  fon  facteur,  abfolument  félon  ce  qui  a  été  dit  jufqu'icL 

Des  Equations  ou  le  nombre  des  inconnues  ejl  moindre  9 
de  deux  unités ,  que  le  nombre  de  ces  Equations. 

(  44°.  )  Lorsque  le  nombre  des  équations  excède  de  deux ,  le 
nombre  des  inconnues ,  alors  on  peut  avoir  entre  les  coëfficiens 
déterminés  de  leurs  termes ,  deux  équations  ;  mais  ces  équations 
peuvent  être  plus  ou  moins  compofées  félon  la  méthode  qu'on 
emploiera  pour  les  obtenir. 

(44l«)  Non-feulement  ces  équations  de  condition  peuvent 
fe  préfenter  fous  une  forme  plus  ou  moins  compofée  ;  mais  il  n'en 
eft  pas  alors  comme  du  cas  où  l'on  n'a  qu'une  inconnue  de 
moins  que  le  nombre  des  équations  ;  dans  ce  dernier  cas  ,  on  eft 
sûr ,  fi  l'équation  eft  plus  compofée  qu'elle  ne  doit  l'être ,  on  eft 
sûr ,  dis-je ,  qu'elle  a  un  facteur  ;  6c  nous  avons  des  moyens  de 
connoître  ce  fa&eur. 

Mais  dans  le  cas  préfent ,  les  deux  équations  de  condition  peu- 
vent fe  préfenter  fous  une  forme  plus  compofée  qu'elles  ne  l'ont 
réellement  :  6c  ce  feroit  en  vain  que  pour  les  ramener  à  leur 
véritable  état ,  on  chercheroit  dans  chacune  le  fadeur  qui  aug- 
mente leur  dimenfion  :  on  n'en  trouverait  ni  dans  l'une  ni  dans 
l'autre  ;  ou  fi  l'on  en  trouvojt ,  il  ne  porteroit  pas  la  réduction 
des  deux  équations  au  terme  où  elle  peut  aller. 

(44*.)  Pour  avoir  une  idée  de  la  manière  dont  cela  peut 
avoir  lieu  ,  fuppofons  que  les  deux  équations  de  condition , 
toutes  réduites ,  foient 

E  -o, 

E'  =  o. 

Qu'ayant  multiplié  la  première  par  a ,  6c  la  féconde  par  d  ± 
J'en  forme  l'équation 

aE9  -+•  a'E'  =  o. 

Et  qu'ayant  multiplié  la  première  par  b  ,  Ôc  la  féconde  par  b 
ï'çn  forme  l'équation 

bE  +  b'E'  =  o. 

Il  eft 
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Il  eft  vifible  que  ces  deux  équations  font  fufceptibles  de  réduc- 
tion ,  dans  ce  fens  qu'on  peut  les  changer  en  deux  autres  qui  au- 
ront chacune  un  facteur  ;  mais  on  voit  évidemment  qu'aucune  de 
ces  deux -là  n'a  de  fadeur  ,  &  que  ce  feroit  en  vain  que 
pour  les  réduire  ,  on  chercheroit  quel  eft  le  fadeur  qui  les 
complique. 

(  4430  Ici,  Pour  ramener  les  deux  équations 

aE  H-  a'E'  «  o, 

bE       b'E'  =  o. 

A  exprimer  la  queftion  de  la  manière  la  plus  fimple  ,  je  multi- 
plierois  la  première  par  m  y  ôc  ajoutant  le  produit  à  la  féconde  , 

j'aurois  (ma  -h  bJE*+-(ma'  -+■  b')E'  =  o.  Je  fuppoferois 
ma*  •+•  b'  =  o ,  ce  qui  me  donneroit  m  =  ^-y  &  l'équa- 
tion (ma  +  bJE  =  o,  ou  r'*,';  E  =  o  ,  ou  (a b')E  =  o , 

qui  devenue  divifible  par  /  a  b'J  ,  fe  réduiroit  à  E  —  o.  Un  arti- 
fice femblable  rameneroit  à  E'  =0.  Mais  il  s'en  faut  bien  qu'on 
puilTe  toujours  employer  un  moyen  auffi  fimple, 

(4440  Néanmoins ,  nous  nous  propofons  ici  de  donner  les 
moyens  pour  arriver  aux  deux  équations  finales ,  ou  aux  deux 
équations  de  condition  les  plus  réduites  qu'il  fbit  poflible.  Mais 
nous  ne  pouvons  pas  y  arriver  immédiatement  :  &  il  y  a  bien 
lieu  de  douter  que  cela  foit  poflible  généralement. 

En  effet ,  la  queftion  de  trouver  les  deux  équations  finales  les 
plus  fimples  qui  puiflent  réfulter  d'un  nombre  quelconque  d'équa- 
tions à  deux  inconnues  de  moins  que  leur  nombre  ,  eft  un  cas 
particulier  de  cette  queftion  plus  générale....  quels  font  les  moyens 
de  fatisfaire  à  un  nombre  donné  d'équations  qui  renferment  deux 
inconnues  de  moins  que  leur  nombre.  Or  cette  queftion  beaucoup 
plus  générale  doit  prélenter  dans  fa  folution  les  fymptômes  de 
plufieurs  cas  de  folution  qui  n'appartiennent  pas  à  la  première 
queftion.  C'eft  ainfi  que  nous  avons  vu  que  l'équation  de  condi- 
tion réfultante  d'un  nombre  n  d'équations  à  un  nombre  n  —  1 
d'inconnues ,  avoit  un  fadeur  qui  renferme  la  folution  de  la 
queftion ,  dans  le  cas  où  il  manque  aux  équations  propofées  toutes 
leurs  dimenfions  inférieures. 

Bbb 


57»      ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES, 

(445-)  H  s'agîc  donc  de  donner  la  méthode  de  fatisfaîre  de  la 
manière  la  plus  fimple  ,  ôc  en  même  temps  complette,  à  la 
queftion  j  Quelles  font  les  équations  de  condition  qui  compren- 
nent tous  les  cas  de  folution  d'un  nombre  donné  d'équations  qui 
renferment  deux  inconnues  de  moins  que  leur  nombre  :  &  nous 
ferons  voir  enfuite  comment  on  ramène  ces  équations  à  être  de 
la  dimenfion  la  plus  baffe ,  c'eft-à-dire ,  comment  on  les  dégage: 
des  (blutions  particulières  qu'elles  renferment. 

(446-)  H  f*aut  donc  commencer  par  la  recherche  de  la 
forme  la  plus  fimple  que  Ton  puifTe  donner  aux  polynômes- 
multiplicateurs  que  l'on  doit  employer ,  pour  arriver  à  ces  deux 
équations  finales  par  l'élimination  des  inconnues. 

De  la  forme  des  Polynômes  -  multiplicateurs  les  plus 
Jîmples  que  l'on  puijje  employer,  pour  arriver  aux  deux 
équations  de  condition  résultantes  d'un  nombre  n  d'é- 
quations à  un  nombre  n  —  2  an inconnues. 

(4470  Supposons  d'abord  qu'il  n'y  a  qu'une  feule  inconnue, 
&  par  conféquenc  trois  équations  dont  les  degrés  foient  t,  t*,  r" 
pour  la  première ,  féconde  Ôc  troifième ,  refpectivement.  Sup^ 
pofons  aufli  /  ;>  tf  >  t". 

Nous  pouvons  généralement  (  227  )  prendre  pour  la  forme  des 
polynômes-multiplicateurs,  les  quantités  fuivantes  ; 

Pour  la  première....  (x...\) 

pour  la  féconde..  .  .  ( x. ..  i )T+  '  +  *  ' 

pour  la  troifieme  •  .  .  (  x . . .  i  )  • 


Pour  connoître  la  forme  la  plus  fimple  à  laquelle  ces  poly- 


termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  cette  équation  ,  ôc  le  nombre 
des  coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des 
polynômes-multiplicateurs ,  fera 

d'INfx...  oJT+*  3  .  . ,  (  r+;+;,,+  '  )  ,  quantité  qui 
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fera  =  o ,  tant  que  T-+- t  -+- t!  -+-  t"  >  t  r'  -4-  t"  ;  on  peut 
donc  fuppofcr  =  o  chacun  des  coëfficiens  des  termes  des  poly- 
nômes-multiplicateurs qui  éléveroient  l'équation  fomme  au-delà 
<le  t -*-/-+-  r — i  ;c'eft-à-dire  ,  que  les  trois  polynômes-multipli- 
cateurs ne  peuvent ,  fans  fuperfluité  ,  être  pris  plus  élevés  qu'il 
H'eft  indiqué  par  les  formes  fuivantes  : 

«'  -+•«"— i 

Pour  U  première  équation ...  C* ...  i  ;  $ 

pour  la  féconde  (*...!  J  * 

pour  la  troifième.  .......  (x ...  i  /  +   *"  *• 

(448-)  Mais  cette  forme  peut  encore  être  abahTée  :  pour 
làvoir  de  quelle  quantité ,  je  fuppofe  qu'elle  puuTe  être  réduite  à 

(x  $ 

Alors  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute 
dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  6c  le  nombre  des  coëfficiens 
utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des  polynomes-muiti- 
plicateure,  ne  fera  plus 

Mais  pour  favoir  ce  qu'elle  fera ,  je  change 

d>  n (x . . .  0;«  +  + - 1.. . . (  < .+;;  + »  ) 

en  cette  autre  quantité  équivalente 

4.rfArr*...o/*+1"",...(,+;;-')  +  Ar('*...o/",-iV('*...<<;"^ 

Je  remarque  préfentement  i.°  que  Texpreflion  N(x...o)-i  à 
Caufe  de  fon  expofant  négatif  — •  q,  ne  peut  avoir  lieu  dans  l'ex-. 
preffion  du  nombre  de  termes  dont  il  s'agit  ;  &  que  par  confè- 
rent la  véritable  expreffion  du  nombre  de  termes  dont  il) 

Bbb  ij 
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s'agu ,  eft 

*ldW(x...a)  ...I       ,»  tn       J—dN(x..*o)  *"\      f  8 

-t~N(x  ...o) du  moins  tant  que  q  ne  fera  pas  >f//. 

Or  depuis  f  =  i ,  jufqu'à  q  =  t"  f  les  deux  premiers  termes 
de  cette  expreflion  font  chacun  =  o;  &  le  dernier  où 
Nfx ...  o)'*—  «  eft  conftamment  =  +j. 

Donc  dans  chaque  dimenfion  de  l'équation-fomme  depuiV 
t  -f-  t'  -f-  [l*  —  1 ,  jufqu'à  f  +  r1,  le  nombre  des  termes  de 
chaque  dimenfion  excède  de  i  le  nombre  correfpondant  des* 
coefficiens  utiles  des  polynômes-multiplicateurs.  Donc  (32J)  la 
forme  des  polynômes-multiplicateurs  peut  encore  Être  abauTée 
d'une  quantité  =»  t"3-  donc  cette  forme  peut  être 

t'  —  1 

Pour  la  première  équation.  •  .  (  » .  • .  1  >  , 

pour  la  feconde  .  t ..  1  /  , 

pour  ta  rroiiîème..  .....••( x ...  1  ) 

avec  un  nombre  de  coërHciens  ou  d'équations  arbitraires ,  en 
r^ferve,  »  f*. 

(  44°*  )  Pour  favoir  (T  cette  forme  eft  encore  fufceptibte  d'a*f 
fcaiflement ,  je  la  fuppolè 

#' 

Four  la  première  équation. ..  .  (x.  ,.1  )  , 

*«••' 

pour  la  feconde  ,  (x  ...  t  )  , 

pour  la  troifième.   ( x.,,i  )  y 

c'eft-à-dire ,  que  je  rais  dans  la  forme  ci-deflus  q  =  t"-h 

Alors  l'expreffion  de  h  différence  entre  le  nombre  des  terme* 
,     êe  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  &  le  nombre, 
des  coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des 
polynômes-multiplicateurs,  fe  réduira  à 

w*.Mo/+,'-',.„(iî;i:'').^.  .o/-*,...(,,7,')f 

«dont  chacun  des  deux  termes  eil      o2  tant  que  ï-rtfadl 
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pas  '«<  t"  ;  donc  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion 
de  l'équation-fomme ,  &  le  nombre  des  coëmciens  utiles  fournis 
par  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des  polynomes-multipli- 
cateurs  étant  le  même ,  on  peut  fuppofer  chacun  de  ces  coëfii-. 
ciens  =  o  ,  depuis  ^=  o ,  jufqu'à  ^     r'—  *". 

Donc  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  peut  être  réduite} 
à  la  fuivante 

Pour  la  première  équation.  *.(«.'.*  O  , 

pour  la  féconde.  (x...t)  g 

pour  la  t  m  if:  cm  e. é .  f  * . . .  i  ; 

(4Jo.)  Pour  favoir  fi  cette  forme  eft  encore  iufceptiblc} 
d'abaifiement ,  je  la  fuppofe 

*" — »  " 

Pour  la  première  équation.  .  ,  (x.  ..r)  ,■ 

pour  la  féconde.  •    f  m V .  -  «  J  t 

»  —  t" 

pour  la  troifième.  (x  ...  ï)  t 

c'eft- à-dire,  que  je  fais  dans  h  forme  précédente  g'«r'— r"-+Y'j 

Alors  l'expreffion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes 
de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  &  le  nombre  de» 
coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des  poly-« 
nomes-multiplicateurs ,  devient 

i^r«...o/^...(,+;;7,)-^f-.--/-,,---(''",'')« 

c  eft  -  à  -  dire  , 

Mais  à  caufe  de  l'expofant  négatif  —  <{'  ,  l'expreflion 
N(x..  .oj-*'  ne  pouvant  avoir  lieu,  nous  avons  feulement 

dJN(x...o)t+,'~*' ...(  'V'r'  )  — ^f*--°/  "**"*« 

(  4  5  I  •  )  Ici ,  il  peut  arriver  deux  cas  ;  on  peut  avoû? 
J  H-  f  <  t  &  t!     f  >  h  Examinons  d'abord  le  premier  cas, 
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Dans  l'expreffion  dd^x..*)*""**' .  (  )  ~N(x . .  .0/"* 

le  premier  terme  fera  =  o,  tant  que  r  +  r"'-  q"  ne  fera  pas 
plus  petit  que  r'-Hr";  c'eft-à-dire,  jufqua  f  mm  /  —  t?.  Donc 
fi  r'  -+- t"  <  r ,  ou  t—ï>t"  1  'exprelfion 

ddN(x...o)  •••\     r',»"  }—«(*"•*) 

fera  négative  ôc  =  —  i ,  depuis  =  i  ,  jufquà  q"  am  t"  ; 
donc  s'il  n'y  avoit  pas  d'équations  arbitraires  en  réferve  ,  le 
nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation- 
fomme  ,  étant  actuellement  plus  petit  que  le  nombre  des  coëffi- 
ciens  utiles  fournis  par  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des 

Solynomes-multiplicateurs ,  on  ne  pourrait  plus  abauTer  la  forme 
es  polynômes-multiplicateurs. 
Mais  comme  nous  avons  vu  ci-deflus  que  depuis  q  »  i ,  ju£ 

3u»à  q  =  t",  nous  avions  pour  chaque  dimenfion  un  nombre  =  i 
'équations  arbitraires  en  réferve  ,  fi  nous  concevons  qu'on  les 
emploie  depuh  fl"=  i,  jufqu'à  f<**f\  chaque  coefficient  des 
dimenfions  correfpondantes  des  polynômes-multiplicateurs ,  pourra 
être  fuppofé  =  o  ;  donc  dans  le  cas  de  t!  -h  f  <  t,  la  forme  des 
polynômes-multiplicateurs  peut  être  réduite. 

Pour  la  première  équation ,  à  . .  (x,..  i)  , 

pour  la  féconde,  à  ........  *J  » 

t— f"  — i 

pour  la  troifième ,  à  ....•••(*•  •»I )  • 

Et  comme  la  forme  (x . . .  i  )~l  n'exprime  qu'un  polynôme- 
multiplicateur  imaginaire,  on  doit  en  conclure  que  1  équation 
finale  la  plus  fimple ,  réfultera  de  la  combinaifon  de  la  féconde 
&  de  la  troifième  équation  feulement ,  fans  y  faire  intervenir  la 
première, 

P  (4^2.)  Achevons  donc  de  déterminer  la  forme  la  plus  fimple 
des  polynômes-multiplicateurs  de  la  féconde  &  de  la  troifième 
équations. 

Suppofons  donc  leurs  polynômes-multiplicateurs ,  de  la  forme 

Pour  la  féconde.  •  J  » 

pour  la  troifième.  ........•('«•••O  » 

ç'eft-à-dire  ,  faifons  dans  la  forme  précédente  f  =  t"  H- 
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Alors  lexpreflîon  de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes 
de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  6c  le  nombre 
des  coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des 
polynômes-multiplicateurs ,  deviendra 

ddN{x...oJ'-*'". . .  ('~'  )  ^quelle  eft  =  0,  tant  que 

t  —  <f"  n'eft  pas  plus  petit  que  r7  -4- 1"  ;  c'eft-à-dire ,  depuis 
q"'  =  1 }  jufqu  à  ((''  =  t  —  t?  —  t".  Donc  on  peut  encore  fup- 
pofer  =  o,  chacun  des  coëfficiens  des  plus  hautes  dimenfions  des 
polynômes-multiplicateurs  depuis  q"'=  1,  jufqu  a  q"'=>  t  —  t' — fC§ 
donc  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs ,  peut  être  réduite  à 
la  fuivante. 

i«— t 

Pour  la  féconde  équation. ....  (x  ...t  )  t 

t'  —  t 

pour  la  troificme  ,  (*...%)  , 

&  c'eft  la  plus  fimple  ;  car  fi  on  fait  <f"  «  t  —  1?  —  f"  -4-  f  , 
la  quantité  d  i  Nfx.  . .  o  )tmm  *m  . . .  (        )  devient 

ddN(x...o  . . .  (  ,  c*eft-à-  dire  , 

dN(X.. .  o/*'-      ',+;-r  )  -      */•    *<»...•)  ~<w  s 

laquelle  à  caufe  de  l'expofant  négatif  —  qn  >  doit  être  réduite  à 

dN(X...  oj*+*-  •"...(       )  —  nrf *. . ,  o;«"-^/ 

&  celle-ci,  àcaufede<fAr^...o;',+'"-^(t'+>;:-^)  =,  0f 

fe  réduit  à  —  N( x . . .  o^,t""«rr  =  —  1  qui  fait  voir  que  le 

nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation* 
Ibmme  étant  plus  petit  que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  ,  on 
ne  peut  plus  fuppofer  =  o  ,  les  coëfficiens  des  dimenfions  fu- 
périeures  des  polynômes-multiplicateurs ,  à  moins  qu'il  n'y  eut 
quelques  équations  arbitraires  en  réferve  j  mais  il  n'en  refte 
plus  aucune. 

On  peut  remarquer  que  cette  dernière  forme  s'accorde  parfai-* 
tement  avec  ce  qui  a  été  dit  (  346  ). 

Donc  dans  le  cas  de  t!  <+•  *"  <  t  r  la  combinaifbn  des  troifl 
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équations  propofées  ne  donnerok  pas  une  équation  finale ,  ou  Une* 
équation  de  condition  plus  fimple  que  la  .combinaifon  de  la 
féconde  &  de  la  troifième  feulement. 

(4530  Mais  comme  il  doit  y  avoir  deux  équations  de 
condition,  il  refte,  dans  ce  même  cas  de  t  >  tf  t" ,  à  déter- 
miner la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  propres  à  donneç 
cette  féconde  équation. 

Reprenons  l'examen  précédent  à  compter  de  la  forme 

Et  au  lieu  de  concevoir  qu'on  emploie  toutes  les  équation* 
arbitraires  en  réferve  ,  concevons  qu'on  en  réferve  feulement 
une  ;  alors  on  pourra  fuppofer  égal  à  zéro  ,  chacun  des  coëffi- 
ciens des  polynômes-multiplicateurs  ,  depuis  f  wm  t  ,  jufqu'à 
g"  =  t"  —  1 3  &  Ja  forme  des  polynômes-multiplicateurs  fera  ré-» 
jduite  à  celle  qui  fuit  ; 

Pour  la  première  équation.  ;  j  •  .  ( ff.s.ij*  ; 
pour  la  féconde  (  x ...  i  )*    *  i 

pour  la  troifième.  f  :  •  O  •  •  • 1  >  » 

avec  un  nombre  =î-f/-t"+i  d'équations  arbitraires  outre 
l'équation  arbitraire  en  réferve  ;  6c  comme ,  par  notre  fuppofn 
tion  ,  nous  n'emploierons  pas  celle-ci  dans  la  dimenfion  iupé<- 
rieure  de  l'équation-fomme ,  nous  aurons  dans  cette  dimennort 
plus  de  coëfficiens  utiles  que  de  termes  à  faire  difparoître  i  il 
ne  fera  donc  plus  permis  d  abaûTer  cette  dimenfion. 

(  4  5  4*  )  Examinons  préfentement  fi  l'équation  finale  donnée 
par  cette  forme ,  fera  plus  fimple  que  celle  qu'on  auroit  par  la 
combinaifon  de  la  première  &  de  la  troifième  équations. 

Les  trois  polynômes- multiplicateurs  fournifTent  un  nombre  de 
coëfficiens  =  i     r  —  r7  -+-  i  -+-  f-r"+if 

Mais  fur  ce  nombre  ,  nous  venons  de  dire  qu'il  y  en  avoit  un 
nombre  =  r —  tf — r"-*-2  d'arbitraires;  fi  on  les  fuppofe  donc 
^hacun  =s=  o  ,  l'élimination  fe  fera  avec  un  nombre  =  t  H-  |  de 

coëfficiens  \ 
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çocfficiens  ;  donc  la  dimenfion  en  lettres,  ou  le  nombre  des 
co.éfficiens  déterminés  qui  entreront  dans  chaque  terme  de  l'équa- 
tion finale,  fera  r -h  i. 

Mais  fi  on  combinoit  la  première  ôc  la  troifièrne  équations  , 
les  polynômes  -  multiplicateurs  convenables  (  346  )  feroient 
( x . . .  1)  **  ™  1 ,  (x . . .  \)  ' " 1 ,  qui  donneroient  t  H-  tf  pour  la 
dimenfion,  en  lettres  ,  de  l'équation  finale  ;  donc  la  fonne 
fuivante  des  polynômes-multiplicateurs 

(*...!)•, 
(x..  .  1  )'-*'  , 

eft  celle  qui ,  dans  le  cas  de  t  >  t?  H-  tf' ,  conduit  à  l'équation 
finale  la  plus  fimple  après  celle  qui  réfiilte  de  la  combinaifon  de 
la  féconde  &  de  la  troifièrne  équations. 

(45  50  Paflbns  au  cas  de  t  <  tf  -h  t". 

Reprenons  ,  dans  ce  que  nous  venons  de  dire  (  450  ) }  la  forme 

(x . . .  i)*-*'***-*' 9 
(x... 

L'expreflion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  la 
plus  haute  dimenfion  de  l'équation -fomme ,  &  le  nombre  des 
coërficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des  poly- 
nômes-multiplicateurs ,  que  nous  avons  vu  être 

dd  N(s...qJ***-*w..  .  ( 1  V"7>'"  )  -  X(x . . .  o)*-f 

ne  peut  plus  donner  ddN{X.. )  =  0  * 

depuis  jufqu'à  j"-»*",  lorfquon  fuppofe  t  <  t!  •+•  t"* 

Elle  ne  peut  être  zéro  que  depuis  q"  =  1 ,  jufqu'à  <('  ===  t  —  t!  :  6c 
dans  tout  cet  intervalle  pn  a  conftamment  —  N  (x..,o)*''^  ^=  —  1. 

Donc  fi  on  conçoit  que  iùr  le  nombre  t"  d'équations  arbitraires 
qui  nous  refte  en  réferve,  on  en  emploie  une  à  chaque  di- 
menfion de  l'équation-fomme  depuis  tf'ma  1  ,  jufqu'à  <('  =  t  — 
la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  di- 
menfion de  l'équation-fomme  ,  6c  le  nombre  des  coëfficiens 

Ccc 
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utiles ,  fe  trouvant  alors  =  o ,  depuis  f  =  i ,  jufquà  <f  =■  t  —  f9 
on  pourra  fuppofer  =  o  ,  chacun  des  coëfficiens  des  polynômes- 
multiplicateurs  depuis  q"  =  i ,  jufquà  q"  =  t  —  tf. 
'  La  forme  des  polynômes-multiplicateurs  fera  donc  alors  la 
fuivante  : 

Pour  la  première  équation.  . .  .  (x..*i )  f 

»  — i 

pour  la  féconde  ( x.w.i  )  t 

t'—i 

pour  la  troifième  .  .  .  (  x ...  1)  • 

(  4  5  rj. )  Pour  favoir  fi  cette  forme  eft  encore  fufceptible  de 
réduction ,  je  la  fuppofe  comme  il  fuit  : 

Pour  la  première  équation  (x, . .  i)  $ 

pour  la  féconde   C  x ...  i  J  » 

t  —  j'» 

pour  la  troifième.  .  

Alors  l'expreffion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes 
de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  &  le  nombre  des* 
coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  des  polynômes- 
multiplicateurs  devient 

^tff*...o;<+'w...^ 

c'eft-à-dire , 

dN(x...ojw. . .  (      )  -  n  (X . . .  oj*--<* 

$tais  comme  N(x...o)~     ne  peut  avoir  lieu ,  elle  fe  réduit  il 

dN(x...o)  )—N(x..,o)        —  > 

c'eft-à-dire ,  à  o  —  i  —  i  ,  ou  — -  2. 

Donc  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  de  la  dimenfion  de  nu- 
méro <("  des  polynômes-multiplicateurs ,  excédant  le  nombre  des 
termes  à  faire  difparoître  dans  la  dimenfion  de  même  numéro  de 
féquation-fomme  ,  il  ne  ferait  plus  poflible  d'abaifler  la  forme 
des  polynômes-multiplicateurs ,  fi  nous  n'avions  encore  un  certain 
nombre  d'équations  arbitraires  en  réfèrve. 
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Or  fur  tf'  équations  arbitraires  que  nous  avions  en  réferve  , 
nous  en  avons  employé  un  nombre  =  t  — •  tf  j  il  nous  en  refte 
donc  encore  un  nombre  tf  -+-  tf*  —  t  ;  &  puifqu'il  en  faut  em- 
ployer deux  à  chaque  dimenfion  ,  on  pourra  donc  abaifler  la 
forme  des  polynômes-multiplicateurs  depuis  q"  =  1 ,  jufqu'à  c[* 
=  t1"*-'"—'—''  ^  tt         0  ou  j  feion  que    -4-  r''  —  r  eft  pair 

ou  impair  ;  &  dans  le  cas  où  il  eft  impair ,  il  reliera  une  équation 
arbitraire  en  réferve. 

La  forme  la  plus  fimple  des  polynômes-multiplicateurs ,  dans  le 
cas  de  t  <//-+-  f  A  eft  donc  comme  il  fuit  : 

t'-t- 1  —  1 4-  «  t 

Pour  la  première  équation  (x...t)         z  * 

t  +t'  —  t1  +  m  t 

pour  la  féconde. .  i  (x...i)  *  * 

pour  la  troifième  (  m . .  .  t)  t 

«  étant  o  ou  1 ,  félon  que  tf  -h  t'  —  t  eft  pair  ou  impair ,  6c 
avec  une  équation  arbitraire  en  réferve  dans  le  cas  où  il  eft 
impair. 

(  4  S  7*  )  L'équation  finale  trouvée  en  employant  ces  poly- 
tiomes-multiplicateurs ,  fera  toujours  la  plus  fimple ,  ôc  plus  fimple 
que  celle  que  donneroit  la  combinaifon  de  deux  quelconques  des 
trois  équations  propofées. 

En  effet ,  par  la  combinaifon  des  deux  plus  baffes  équations  , 
la  dimenfion  en  lettres  ,  de  l'équation  finale ,  feroit  tf  ■+-  tf'.  Mais 

par cespolynomes-multiplicateurs,elle fera 

puifque  /  <  tf  -+-     &  que  *  ne  peut  excéder  1. 

(4580  P°ur  avoir  la  féconde  équation  de  condition,  on 
prendra  la  forme  fuivante  pour  les  trois  polynômes-multiplicateur* 

Pour  la  première  équation» .  ,  . .  (  x  . . .  t  )  i 

pour  la  féconde  (x.  .1  )  »        ,  p 

i-f-  <  —«"-♦-«  » 
pour  la  troifième  (  x       )         »  ' 

m.  étant  encore  zéro  ou  1  ièlon  que  i      f  —  t  eft  pair  ou 

Cccij 
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impair  ;  &  l'on  aura  trois  équations  arbitraires  en  réferve  ,  dans  le 
fécond  cas,&  deux  dans  le  premier.  En  effet ,  puifque  nous  Commet 
les  maîtres  d'employer  les  équations  arbitraires  en  réferve ,  par- 
tout où  nous  voudrons  dans  l'équation-fomme  ,  nous  pouvons 
fuppofer  que  fur  le  nombre  t!-\-t!'  —  t  qui  no.us  en  reftoit  à 
J'avant-dernière  forme  (  4?6),  nous  n'en  avons  employé  deux  à 

chaque  dimenfiort,  que  depuis  q'"  —  i,  jufqu'à  q'"=  '        '  *  — i. 

(4590  Cette  nouvelle  forme  des  polynômes-multiplicateurs 
(donnera  toujours  une  équation  finale  plus  fimple  que  la  combi- 
naîfon  de  deux  quelconques  des  trois  équations  propofées  ,  ex- 
cepté le  cas  où  t  feroit  plus  grand  que  /-+-  r" —  *  —  6.  Dans 
ce  cas  on  prendroit  pour  féconde  équation  de  condition  celle 
que  donneroit  la  combinaifon  de  la  féconde  &  de  la  troifième 
équations. 

(  46o.  )  Mais  il  ne  fera  pas  toujours  indifpenfable,  pour  avoir 
l'équation  finale  la  plus  fimple  après  celle  qui  réfulte  de  la  première 
forme,  de  recourir  à  la  féconde  forme  que  nous  venons  de 
donner  pour  les  trois  polynômes-multiplicateurs.  Dans  le  cas  de 
t'H-r'' — t  impair  ,  la  première  forme  fuffira  pour  avoir  les 
deux  équations  de  condition.  En  effet ,  comme  il  y  a  alors  une 
équation  arbitraire  à  former,  en  la  formant  de  deux  manières,  on 
aura  les  deux  équations  finales  arbitraires  cherchées.  Appliquons 
à  quelques  exemples  particuliers. 

(  $6l.  )  Suppo/bns  qu'on  ait  les  trois  équations  fuivantes  : 

a  x   •+-  b   esa  o  t 

a' x    •+■  b'  ■=  o, 

a"x   -f-  b"  =  o. 

t'  -t-  f"  —  /  étant  ici  une  quantité  impaire  ,  on  aura  *  =•  1 , 
&  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  fera  ( x . . .  1  )  °.  C'eft 
donc  à  dire  qu'il  faut  multiplier  chacune  des  équations  propofées 
par  un  coefficient  indéterminé  feulement.  Et  comme  (  tf6  )  on  a 
un  coefficient  ou  une  équation  arbitraire  ,  &  que  la  meilleure 
fuppofition  pour  arriver  à  l'équation  la  plus  fimple ,  eft  de  faire  ce 
coefficient  =»  o ,  il  s'enfuit  que  la  combinaifon  des  équations  , 
deux  à  deux ,  eft  celle  qui  conduira  à  l'équation  la  plus  fimple. 

Ainfi,  A,  A',  A"  étant  les  multiplicateurs  refpe&ifs  de  ce$ 
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équations ,  en  faifant  A '  =  o ,  on  aura  pour  équation  finale 

(ab')  =  o. 
En  faifant  A'  =  o,  on  aura  pour  équation  finale 

(a  b")  =  o. 
En  faifant  A  =  o  ,  on  auroit  pour  équation  finale 

(a'W)  =  o. 

Mais  deux  quelconques  de  ces  équations  ayant  lieu ,  la  troi- 
fième  en  eft  une  fuite  néceffaire. 

(462.)  Suppofons  que  les  trois  équations  propofées  foient 

a  x*  •+*  b  x  -h  c  =  0, 

cl  x*   -4-  b'  x        4  mm  o, 

d'x%  -+•         -h  c"  =  o. 

Ici ,  où    -+- 1"  —  t  eft  pair  ,  on  a  «  =  o  ;  &  les  trois  poljM 
"nomes-multiplicateurs  les  plus  fimples  ,  font  de  la  forme 
(x...\)°,  c'eft- à-dire,  font  A,  A'y  A" ,  fans  aucun  coefficient 
ou  équation  arbitraire. 

L'équation-fomme  fera  donc  de  la  forme 

Aax*  •+-  Abx      A  c  =  o. 

On  aura  donc  pour  le  calcul  de  A  A'  A'\  comme  il  fuît  : 

Première  ligne  a  A1  A", 

feconde  ligne  *  .  .  .  .  *b'A"  , 

troifième  ligne  (a  Vc"  ). 

L'équation  finale  fera  donc  a  b'c"  =  0  ,  ou 

(ab>-a'b)c"-(ai"  —  a"t)c'+  (a'b"  —  a"b>)c 

c'eft  la  plus  fimple  qu'il  foit  pofîible  de  former. 

Pour  avoir  la  feconde  équation  de  condition  ,  nous  pouvons 
(  4Ç 8  )  prendre  (x  . . .  i)1  pour  la  forme  des  polynômes-multipli- 
cateurs ,  6c  alors  nous  aurons  deux  coëfficiens  arbitraires  ;  ÔC 
comme  le  meilleur  ufage  qu'on  puhTe  en  faire ,  eft  de  les  fuppofer 
égaux  à  zéro  ;  fi ,  comme  on  en  eft  le  maître ,  on  les  prend  tous 
4eux  dans  un  même  polynôme-multiplicateur ,  on  fe  trouvq 
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alors  n'avoir  à  combiner  que  deux  des  équations  ;  &  en  effet % 
nous  avons  vu  (  ^6)  que  deux  équations  de  ce  degré  dévoient 
avoir  pour  polynômes-multiplicateurs  ,  des  polynômes  de  la 
forme  (  x . . .  i  j  1  ,  fans  aucun  coefficient  arbitraire.  On  peut 
faire  beaucoup  d'autres  fuppofitions ,  mais  qui  ne  conduiront  à 
rien  de  plus  (impie. 

Ainfi  les  deux  équations  finales  font  (ab'  c"  )  =  o  >  avec  i'uie 
quelconque  des  trois  équations  fuivantes  : 

(ab').(bc')  —  (*€>)•  =  o, 
( ab").(bc")  —  (a  c")*  -  o  , 
(  a!b").(b'c")  _  (a!ç»y  «  o. 

Et  la  première  ( a  b'c"  )  =  o  ,  avec  l'une  quelconque  de  ce» 
trois,  étant  fuppofées  avoir  lieu,  les  deux  autres  en  font  une 
fuite  néceflâire. 

(463.)  Suppofons ,  pour  troifièrae  exemple ,  les  trois  équa- 
tions fuivantes  : 

a  x*       b  xx  -H  <:  x  -h  <f  =  o  f 

a'x*  H-  V x%  H-  ç'x  -4-  £  =  o  , 

a"x%       b"xx  H-  c"x  -+•  d"  «  o. 

On  aura  1!  -+•  /'  —  f  impair ,  êc  par  conféquent  t«i;la 
forme  des  trois  polynômes  -  multiplicateurs  (4J6)  fera  donc 
(x . . .  iy>  *  avec  un  coefficient  ou  une  équation  arbitraire. 

Soient  donc  Ax  -+■  2?,  ^'x  •+■  B',Aux  -+-  ZT,  ces  trois 
polynômes-multiplicateurs  ;  féquationrfomme  fera  de  la  formç 
fuivante  :  . 

^ax4  ■+•  Abx%  -h  A  ex*-*-  A  d  x      Bd  =  o , 

~>r  B  a     +  Bb     +  Bç 

Je  procède  d'abord  au  calcul  de  A  A' A"  B  B'B"  ûns  aucua 
égard  à  l'équation  arbitraire ,  &  j'ai  comme  il  fuit  : 

Première  ligne...  a  A' A", 

féconde  ligne...  (at')A"  B  B'B"  ~h  a  A' A" a  B'B" , 

«roifième  ligwc .  (tVJ'ïBW*-  (mt')A" (^)At'aB,Sf'  +  *A >A"(aV)S" 
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quatrième  ligne..  -  (ab'd")b  B'B"      (ab')A"(bc')B»  +  (*c*d")aB'B» 

-  (a  c')A"(a  t')B"  H-  (*  df)A"(a  b')B"     a  A' A"  (a  b'c") , 

cinquième  ligne. .  (ab'c'').(e<F)B»  -  (*b>d").(bd')B"  -  (bc>d»).(ab>)A» +  (at>d").(ad>)B" 

-h(a*'J').(ac')A"  —  (ab-d>';.(ad')A", 

Préfentement,  puifque  nous  avons  une  équation  arbitraire  ,  je 
puis  faire 

ou  Ab  A'b'  +  A'^'^oy  ou  Ac  -f-  A'c'  +  A"c»  as  o ,  ou  Ad  +A'd'  +  A»d"-:0i 
ou  Ba+B'a'-h  B"a"—o,  oixBb      B'b'  +B"b"  =  o  ,  ou  Bc  +  B'c>  +  B"$"  ~ot 

Et  calculer  une  fixième  ligne  en  vertu  de  l'une  quelconque  de 
ces  équations  arbitraires  ,  &  ce  fera  la  première  équation 
finale.  Calculant  de  nouveau  une  fixième  ligne  ,  à  l'aide  d'une 
autre  quelconque  de  ces  équations  arbitraires ,  j'aurois  une  féconde 
équation  finale. 

Par  exemple ,  fi  je  prends  fucceflïvement  pour  équation  arbii 
traire  l'équation      A  b  -f-  A'b'  -h  A"b"  =  o , 
&  l'équation         Ac  -t-  Ac'     A"c"  =  o. 

J'aurai  les  deux  équations  finales  fuivantes 

—  f  a  c'a"). (a  b'c"J     fa  Vf) 1  =  o , 

—  fbc'/).(ab,c'')+fal/a*').fac'd'')=*  o. 

Mais  ces  deux  équations,  toutes  fimples  qu'elles  font  ,  ne  font 
pas  les  plus  fimples  qu'il  eft  poffible  ;  parce  que  le  coefficient  ar- 
bitraire pouvant  auffi  bien  être  ftippofé  =  o  ,  comme  déterminé 
par  toute  autre  équation  arbitraire  ;  &  dans  le  premier  cas  la  di- 
menfion  littérale  de  l'équation  finale  devant  être  moindre  d'une 
unité  ,  il  eft  clair  que  ces  deux  équations  ont  une  dimenfion  lit- 
térale trop  forte  d'une  unité ,  quoique  cependant  ni  l'une  ni  l'autre 
n'ait  de  divifeur. 

■  • 

Au  lieu  donc  de  procéder  au  calcul  de  la  fixième  ligne ,  à  l'aide 
de  l'une  ou  de  l'autre  des  équations  arbitraires  ci-deflu  s,  j'y  procède 
à  l'aide  de  l'une  quelconque  des  équations  arbitraires  fuivantes 

A"  ss  o,  A'=  o,  A  —  o,  B"  =s  o,  B'=  o,  B  as  o. 

Mais  j'obfêrve  auparavant,  que  fac'JA",  par  exemple,  n'e£ 
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autre  que  la  repréfentation  abrégée  de 

(ad) A"  —  (atP)A1  -4-  fa'd'JA, 

qui ,  avec  l'équation    A"  =  o  ,  ou  o  A  H-  0  A'  •+•  i  A"  =s  o  , 
fe  change  en  (a  d  ). 

Combinant  donc ,  d'après  cette  obfervation ,  la  cinquième  ligne 
calculée  ci-deflus  ;  la  combinant,  dis-je  ,  (ùcceflivement  ,  avec 
A"=*  o  ,  &  A'  =  o ,  on  aura  les  deux  équations  finales  fuivante» 

-  (bç'd").(ab>)  -h  (ac'd").(ac')-(ab'd").(ad>)  =  o  , 
&      -h  (bc'd").(ab")  -  (ac'd").(ac")  +  (ab'd")  .(ad" )  s  o. 

On  en  peut  former  un  très-grand  nombre  d'autres ,  mais  quinç 
feront  pas  plus  fimples ,  &  leur  totalité  fera  toujours  telle  que 
deux  quelconques  étant  fuppofées  avoir  lieu  ,  toutes  les  autres  ea 
feront  une  fuite  néceflaire. 

(4  ^  40  ^  l'on  étoit  curieux  de  voir  la  liaifon  de  ces  deux 
équations  finales  avec  les  dçux  précédentes ,  on  n'a  qu'à  prendre 
$n  outre  l'équation  que  donneroit  A  =  o  ,  laquelle  eft 

-  (bc'd").(a'b")-h  (ac'd"  ).(a'e")  —  (ab'd")  ,(a'd"  )  so, 

Alors ,  de  ces  trois  équations ,  fi  après  avoir  multiplié  la  pre- 
mière par  b" ,  la  féconde  par  V  ,  &  la  troifième  par  bp  on  re- 
tranche le  fécond  produit  de  la  fomme  des  deux  autres ,  on  aura 

-  (ac>d").(ab'c»)  -t-  (ab'd")*  ~  o, 

Pareillement,  fi  après  avoir  multiplié  la  première  par  c",  la 
(èconde  par  c',  &  la  troifième  par  on  retranche  le  fecon4 
produit ,  de  la  fomme  des  deux  autres  ,  on  aura 

-~  (b  c'd"  ).(ab'c"  )      (ab'd")  .(ac'd")j=*  o. 

Donc  les  deux  équations 

—  (ac'd"  ).(ab'c")  +  (ab'd")*  =  çt 

—  (bc'd").(ab'c")  +  (ab'd" ).  (ac'd"  )  =  et 

n'expriment  rien  de  plus  que  deux  quelconques  des  trois  dquati'onj 

_  (bSd").(ab')  -t-  (ac'd").(ac>)  -  (a  b>  d"  ) .  (a  d' )  =  o  , 
(be>d»).(ab")r-(aS4").(ac")  +  (ab'd>').(ad")  =  ot 

-  (bc'd").(a'b")  ■+-  (ac'd"). (a!  c")  -  (ab' d" )  .(a'd")  ?=  o. 

•  (4^50  Suppofons  à  preTent  qu'il  y  ait  deux  inconnues s  6c 

par  conféqucnt 
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par  conféquent  quatre  équations  dont  les  degrés  foient 
tytfyt",  t"  pour  la  première ,  féconde ,  troifième  ôc  quatrième  i 
&  que  l'on  ait  t  >  t!  >  /"  >       ce  que  l'on  peut  toujours  fup^ 
pofer  ,  en  y  comprenant  le  cas  d'égalité. 

Il  peut  arriver  l'un  des  cinq  cas  généraux  fuivans 

»•>*»'  +  *"',  f>t'-W"',  t>t>  +  t>\  t>i'  +  t"  +  i'\ 

i'>t"-hi"«,  t>t,-ht'",  t<t'  +  t",  t<t'+t"  +  t"'t 
*         ✓>*"+«'",  *<? -ht'",  t<t'  +  i»,  t<t'+t"  +  t"', 

Mais  comme  les  quatre  derniers  cas  fe  fubdivifent  en  plufieurj 
autres  dont  le  détail  nous  conduiroit  trop  loin ,  nous  nous  bor- 
nerons à  l'examen  détaillé  du  premier  cas ,  ôc  nous  ne  confidé- 
rerons  le  cinquième  que  dans  l'un  des  cas  ,  dans  lefquels  il  fe 
fubdivife. 

Prenons  d'abord  le  premier  cas. 

<  4  6  6.  )  Si  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  (  224  ) ,  on  prend 

C*...i;r"4",+,'+t"  pour  les  polynômes-multiplicateurs  re£ 
pe&ifs  de  ces  équations ,  on  aura 

Î>our  l'exprelfion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de 
a  plus  haute  dimenfion*de  féquation-fomme ,  6c  le  nombre  des 
cocfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  des  polynômes- 
multiplicateurs.  Or  cette  expreffion  eft  zéro  tant  que  l'expofant 
de  chacun  des  polynômes  qu'elle  renferme ,  n'eft  pas  au-aeffous 
de  —  1  ;  &  comme  le  plus  petit  de  ces  polynômes  eft  (x.. .  \  JT, 
dont  le  nombre  des  termes  eft  T-+-  1 ,  il  eft  vifible  que  depuis  T 
égal  à  une  quantité  pofitive  quelconque  ,  jufqu  a  T  =  —  1  , 
Xà  quantité 

n(x...  o *+•  -»■  ■•*<■+<■...  (  *"  )  étant  zéro , 

pn  peut  fuppofer  tous  les  cocfficiens  des  dimenfions  fupérieures 
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des  polynômes-multiplicateurs ,  égaux  à  zéro  -,  ôc  réduire  par, 
conléquent  ces  polynômes  à  la  forme  fuivante  : 

»'  -f-l •  +  t"  m—  \ 

Pour  la  première  équation  (  x  . . .  i  )  , 

t+ 1"  +  »'"— - 1 

pour  la  féconde  (*. . .  1  ;  , 

pour  la  troifième  (x . . .  t  )'  + ~*, 

»  •+ 1'  +  t''  —  i 

pour  la  quatrième  fx...ij 

Pour  favoir  fi  cette  forme  peut  être  réduite,  je  la  lûppofe  telle 
qu'il  fuit  : 

Pour  la  première  e'quatîon   (x...\  )  , 

pour  la  féconde.  (x...  i  / 

pour  la  troifième  f*...i  /  +  ' '* ' 

pour  la  quatrième  (x...t  ) 

Alors  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute 
dimenfion  de  l'équation-fomme ,  &  le  nombre  des  coëfficiens 
utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  des  polynômes-multiplicateurs  , 

devient  #N(x%v.iJ**+*+*-*^...(,  +  t;+f+\Z-l-*)m 

Mais  comme  on  ne  doit  admettre  dans  cette  expre/ïîon  que  les 
polynômes  dont  lexpofant  n'eft  pas  négatif,  je  la  change  en  cette 
autre 

—  dd  N(x. . .  i . . t  ç  +  «"+     «  -i  ^ 

en  rejettant  le  terme  ■+•  Nfx.  ..ij-1-*. 

Or  les  deux  premiers  termes  font  évidemment  chacun  =  oy 
tant  que  q  <  r7.  Le  troifième  tant  que  f  eft  plus  petit  que  t"  , 
fe  réduit  à  f  ;  &  le  quatrième ,  tant  que  a  eft  plus  petit  que  f"'  , 
fe  réduit  à  t'"  —  q;  donc  l'expreffion  totale  fe  réduit  à  H-  q. 

Puis  donc  (  32  j  )  que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  eft  plus 
j>etit  que  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître  ,  on  peut 
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fuppofer  chaque  coefficient  =3  o ,  depuis  f  =  1 ,  jufqu  a  q  =  t"' f 
6c  l'on  aura  pour  chaque  valeur  de  q  comprife  dans  cet  inter- 
valle ,  un  nombre  =  q  d'équations  arbitraires  en  réferve. 

(4670  Faifons  q  =  t!"  +  </.  L'expreflion  de  la  différence 
entre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître  fie  le  nombre  des 
coefficiens  utiles  ,  deviendra 

d>  n(x  ....;■+•  +  •■-'-«■...(' + ) 

-  44Nfx...ij-*—>  -<...  C 

■+>  JN(x...i  f'-'-r... 

Or  les  deux  premiers  termes  font  chacun  =  o ,  tant  que 
<Z  t  '  —  t!"  ;  6c  le  troifième  eft  pofitif  Ôc  =»  t"' ,  tant  que 
f  <  t"  —  ;  donc  le  nombre  des  coefficiens  utiles  étant  moindre 
que  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître  ,  depuis  <j  =  1 ,  juP 
au'à  q'  =  r" — r'" ,  on  peut  fuppofer  chaque  coefficient  =  o  , 
depuis  <f  =  1 ,  jufqu'à  q  =  t"  —  t"'  ;  fie  l'on  aura  pour  chaque 
valeur  de  q'  comprife  dans  cet  intervalle  ,  un  nombre  =  tf" 
d'équations  arbitraires  en  réferve. 

(  468.)  Faifons  f^r"  —  t?»+-f.  L'expreffion  de  la  di£ 
férence  entre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître ,  6c  le 
nombre  des  coefficiens  utiles,  deviendra 

Or  les  deux  premiers  termes  font  chacun  =>  o ,  tant  que 
q"  <l  if  —  t"  ;  donc  puifque  t!>  t'  •+•  r"',  cette  expreifion  fe 
réduirai  N(x . . .  iJ'-'-r  ou  r"'  —  q"  depuis  f  «  1 , 
jufqu  a  0"  =  f"'.  On  pourra  donc  encore  lùppofer  tous  les  coef- 
ficiens égaux  à  zéro  depuis  <{'  =  1  ,  jufqu'a  q"  =  t"'  y  fie  l'on 
aura  pour  chaque  valeur  de  q"  comprife  dans  cet  intervalle ,  un 
nombre  =  t"f  —  q"  9  d'équations  arbitraires  en  réferve. 

:  (469.)  Faifons  <t"  =  r"'  -h  f.  L'expreflion  de  la  difc 
férence  entre  le  nombre  des  termes  a  faire  difparoître  ,  6c  le 
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nombre  des  coëfficiens  utiles ,  fera 

laquelle  eft  zéro  tant  que  t!  —  f  >  t"  -4-  f"  ou  <  r1—  r"—  t"V 
donc  depuis  =  i ,  jufqu'à  q"'  =  r7  —  *"  —  r"',  on  pourra 
fuppofer  tous  les  coëfficiens  égaux  à  zéro. 

(470.)  Faifons  q'"  =  r7  —  r"  —  t/"^-qtr.  L'expreffion  de 
la  différence  entre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître ,  Ôc 
le  nombre  des  coëfficiens  utiles ,  fera 

*n  (*...*)*+  <-+  "•-«-f  ...('+    •;~I~,lr  ) 

-  </</ ^...i;«"  +  'w-,-«w...(,"  +  ';-L"fW)  t 

c'eft-à-dire  , 

d>  N(X . . .    - + «"-«-t- . . .  (  • + \\+r;:,~<*  ) 

<+•  iV/:c...i,K'~,~"î,yenfupprimant  le  terme  N(x...i)-X 

Or  puifqu'on  fuppofe  t>  t1  -\-  t"' ,  le  premier  terme  eft  zéro; 
ie  fécond  eft  —  t"' ,  &  le  troifième  qui  ne  peut  exifter  que 
jufqu'à  q"  =  eft  t™  ~  ql\  Donc  l'expreffion  de  la  diffé- 
rence fe  réduit  à  —  f 

On  voit  donc  que  s'il  n'y  avoit  pas  d'équations  arbitraires  en 
réferve ,  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  excédant  a&ueflement  le 
nombre  des  termes  à  faire  difparoître  ,  il  ne  feroit  plus  permis  de 
fuppofer  aucun  coefficient  =  o  ;  mais  comme  nous  avons  depuis 
q  =  1 ,  jufqu'à  q  —  r"',  un  nombre  =  q  d'équations  arbitraires 
en  réferve ,  ôc  que  q  ôc  q"  ont  les  mêmes  valeurs  &  en  même 
ïiombre ,  fi  on  conçoit  qu  on  emploie  ces  équations  arbitraires  , 
depuis  q  "  =  1 ,  jufqu  a  q  "  —  r"' ,  on  pourra  fuppofer  encore  tous 
les  coc  ifticiens  égaux  à  zéro  dans  cet  intervalle. 

(47i.)  Faifons  donc  fl,T=r/"-f.  q*.  L'expreffion  de  la 
'différence  entre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître ,  6c  le  - 
pombre  des  coçfficiens  utiles ,  fera 
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rf»  JV(4f...i)  ...^  J  —  dN(x...i)  ...^     f„  y. 

Et  puifqu'on  fuppofe  le  premier  terme  eft  zéro 

tant  que  q T  <  t"  —  t" ;  &  le  fécond  =  Donc  s'il  n'y  avoir 
plus  d'équations  arbitraires  en  réferve ,  il  ne  feroit  plus  permis 
de  fuppofer  aucun  coefficient  =»  o  ;  mais  comme  depuis  /  =i, 
Jufqu  à  q'  =  s"  t"'  nous  avons  y  à  chaque  dimenfion  ,  un 
nombre  =  d'équations  arbitraires  en  réferve ,  &  que  d  &  q  * 
ont  les  mêmes  valeurs  &  en  même  nombre ,  on  peut  ujppoier 
tous  les  coëfficiens  depuis  g*  *■  i  ,  juiqu'à  qr  =  I*  —  f7'', 
égaux  à  zéro* 

(47a.)  Faifons  f*  =  r"—  r"' La  différence  entre  le 
nombre  des  termes  à  faire  difparoître  ,  &  le  nombre  des  coë& 
ficiens  utiles  ,  fera 

d*  n(x...       «-t«. . .  ('^;(:;:r) 

fc'eft-â-dire , 

dont  le  premier  terme,  puifque  t  >  r7-!- i"H- eft  zéro  tant 
que  y*  n'eft  pas  >  r"' ,  &  dont  le  fécond  =  —  t!" -h-  c'eft-à- 
dire ,  eft  négatif.  Donc  s'il  n'y  avoit  plus  d'équations  arbitraires 
en  réferve ,  il  ne  feroit  plus  permis  de  fuppofer  aucun  coefficient 
=s  o  ;  mais  comme  depuis  j'  =a  i  9  jufqu'a  q"  =  r"'  nous  avons 
un  nombre  =  i"'  —  q"  d'équations  arbitraires  en  réferve  ;  & 
que  <('  &  q"'  ont  les  mêmes  valeurs  &  en  même  nombre, on  peut 
encore  fuppofer  ces  équations  arbitraires  employées  depuis  =  \f 
jufqu'à  qrt  —  t"' ,  ôc  par  conféquent ,  tous  les  coëfficiens  compris 
dans  cet  intervalle ,  égaux  à  zéro. 

(4730  Faifons  —  r"' -f-  La  différence  entre  le 
nombre  des  termes  à  faire  difparoître ,  ôc  le  nombre  des  coëf- 
ficiens utiles,  fera 

laquelle  fera  zéro  tant  que  t  —  f"  >  t1  •+•  e"  -t-  on 
fu<,  t  — 1?~  t"  —t'" i  on  peut  donc  encore  Jùppofer  égaujç 
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à  zéro ,  tous  le*  coëfficiens  des  polynômes-multiplicateurs,  depuîë 
'f  =  i  ,  jufqu'à  f*  =mt  —  /  —  — 

C'eft-là  le  terme  de  la  réduction  dans  le  cas  de  r*>>  t"-+- t?"  t 
t>  t,-ht"',t>  S  -ht",  ôc^f'  +  ^  +  ^En  effet, 
l'expreflion 

ne  peut  plus  [  en  omettant  ,  comme  on  le  doit,  le  terme 

iV^...i^,,-t"-,w-I-«TO,lorfque^>/—  S  —  f—  f\ 
ne  peut  plus  avoir  qu'une  valeur  négative  ;  on  a  donc  alors  plus 
de  coëfficiens  utiles  que  de  termes  à  faire  difparoître  dans  la  plus 
haute  dimenfion  ;  &  comme  il  n'y  a  plus  d'équations  arbitraires 
en  réferve  ,  il  n'eft  donc  plus  permis  de  fuppofer  auçun  coef- 
ficient =  o. 

(4740  Examinons  préfentement  ce  qu'eft  alors  la  forme 
des  polynômes-multiplicateurs. 

Puifque  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  a  lieu  ,  julqu'à 
=  t  —  t!  —  f  —  f  ,  il  s'enfuit  que  fi    l'on  fuppofe 
f*  z=s  t  —  t!  —  *"  —  f  H-  i  ,  on  aura  la  forme  qui  fuit  im- 
médiatement la  dernière  forme  réductible  ;  c'eft-à-dire,  qu'on 
aura  la  forme  la  plus  fimple. 

Or  la  forme  de  l'équatton-fomme ,  qui  avant  la  dernière  ré- 
duction,  eft^x...2y)'"~,""îTn,  devient  donc  après  cette  der- 
nière réduaion,  (x  ...  2)  -*■«""-*  ;  d'où  il  fuit  que  la  forme 
des  polynômes-multiplicateurs  eft  celle  qui  fuit  : 

Pour  la  première  équation  (*...»;  , 

i'  +  im- * 

pour  la  féconde  (x...x)  9 

pour  la  troiûème  (*,,,%)  , 

pour  la  quatrième  (*...»; 

Mais  le  polynôme  fx . . .  2 )t  +'  "•*•«'"-*-*  ayant  zéro  pour  le 
nombre  de  les  termes ,  on  doit  conclure  que  dans  le  cas  dont 
il  s'agit  ,  c'eft-à-dire ,  dans  le  cas  de  t*>  t"-h  f" ,  t  + 
r>r-4-r",  r^r7 -4- fi  l'on  veut  avoir  l'équation  de 
condition  la  phrs  fimple ,  il  faut  combiner  feulement  le*  trois 
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dernières  équations  entr'elles ,  fans  y  faire  intervenir  la  première. 

Et  pour  avoir  la  féconde  équation  de  condition  la  plus  fimple 
après  celle-là,  on  combinera  les  deux  dernières  équations  avec 
hi  première. 

(4750  Examinons  préfentement  le  cas  de  t!  <f"  tf"y 

Ce  que  nous  avons  dit  du  premier  cas  ,  continuera  d'avoir  lieu 
Jufqu'à  f  =  t?  -  t"  i  &  depuis  f=*l*  jufqu'à  f=  *  —  f  , 
il  y  aura  à  chaque  dimenfïon ,  un  nombre  =  f  —  <{'  d'équa- 
tions arbitraires  en  réferve.  On  pourra  donc  anéantir  toutes  les 
dimenfions  des  polynômes  -  multiplicateurs  comprifes  dans  cet 
intervalle. 

(476.)  Faifons  f^j—f+f.  L'expreffion  de  la  dif- 
férence entre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître  ,  &  le 
nombre  des  coëfficiens  utiles ,  deviendra 

-  d  d  n  (x . . .  i  ;  +  •  -  - 1  -  r . . .  (  + -r  ) 

tf-  ivY* ...  i )»'-fc*w-t-i-  qu'a  faut  réduire  à 

-  </ jvy*  -•- f . . .  ( " * ' 1  ) 

*.N(x...\)*m-*-*m  +  N(m:.ty+*9"e-t-1'  qui,  à 
caufe  de  f  <  ?  r"',  n'aura  lieu  que  jufqu'à  <("  =*t  —  x7,  &  a 
pour  valeur  —  t?»      f»  —  j»'  -h  *"  -t-  <"'  —  ^  —  f"',  ou 

Il  fe  préfente  ici  deux  cas  :  favoir  J-t-f-ht"'— 2t">  o  9 
&  r,  +  r,'-t-  r"' —  2  r  <  o.  De  ces  deux  cas ,  nous  ne  pour- 
suivrons que  l'examen  du  premier.  On  peut  donc  depuis  q"  =  i  ; 
jufqu'à  as  t  —  t!  anéantir  toutes  les  dimenfions  des  poly-. 
nomes-multiplicateurs  comprifes  dans  cet  intervalle. 

(  4770  Faifons  f*m  t  —  S+f.  L'expreffion  de  la  dif- 
férence €ntre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître  ,  &  lô 
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à  zéro ,  tous  les  coëfficiens  des  polynômes-multiplicateurs,  depuîi 
'fm*  I  ,  jufqu'à  f  =*t- t         —  e\ 

C'eft-là  le  terme  de  la  réduction  dans  le  cas  de  r'>  r"-+- t?" \ 
t  >  f'H-  f9t  >  *  -H  P%  &  t>*  H-  #  H-  t».  En  effet, 
l'expreflion 

rf.  n(x...i)>-  <-<*.  ..(-T.'.-r) 

ne  peut  plus  [  en  omettant  ,  comme  on  le  doit,  le  terme 

AY*  ...  i y-1  -f"-,"-,-«*u,lorfque^B>f—  r7  —  — 
ne  peut  plus  avoir  qu'une  valeur  négative  ;  on  a  donc  alors  plus 
de  coëfficiens  utiles  que  de  termes  à  faire  difparoître  dans  la  plus 
haute  dimenfion  ;  &  comme  il  n'y  a  plus  d'équations  arbitraires 
en  réferve  ,  il  n'eft  donc  plus  permis  de  fuppofer  aucun  coef- 
ficient —  o. 

(474.)  Examinons  préfentement  ce  qu'eft  alors  la  forme 
des  polynômes-multiplicateurs. 

Puifque  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  a  lieu  .  jufqu'à 
=  t  —  t?  —  *"  —  f  ,  il  s'enfuit  que  fi   l'on  fuppofe 
<Ça  =  t  —  1! f  —         1  ,  on  aura  la  forme  qui  fuit  im- 
médiatement la  dernière  forme  réductible  -,  c'eft-à-dire,  qu'on 
aura  la  forme  la  plus  fimple. 

Or  la  forme  de  l'équation-fomme ,  qui  avant  la  dernière  ré- 
duction,  eftfx...  2>)'~I_~*yn,  devient  donc  après  cette  der- 
nière  réduction ,  fx. . .  2)'  +*"+*'  d'où  il  fuit  que  la  forme 
des  polynômes-multiplicateurs  eft  celle  qui  fuit  : 

'  'f"  I  f     _  l  mmm  £ 

Pour  la  première  équation. ....  (x. ..  x)  , 

pour  la  féconde.  (x.,.%)  . 

t'  +  » 

pour  la  troifième  (x,,,x)  , 

t'  •+• 1  ■  —  i 

pour  la  quatrième  (*....) 

Mais  le  oolynome  (x . . .  2 '+«--»-*  ayant  zéro  pour  le 
nombre  de  Tes  termes ,  on  doit  conclure  que  dans  le  cas  dont 
il  s'aeit  ,  c'eft-à-dire,  dans  le  cas  de  tJ>  r"-*-  r"', 1  >//H- 
/>f-+-f//,  f^.f'-h  r"-h 1",  fi  l'on  veut  avoir  l'équation  de 
condition  la  phis  fimple ,  il  faut  combiner  feulement  les  xro» 
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dernières  équations  entr'eUes ,  fans  y  faire  intervenir  la  première. 

Et  pour  avoir  la  féconde  équation  de  condition  la  plus  fimple 
après  celle-là ,  on  combinera  les  deux  dernières  équations  avec 
h  première. 

(4750  Examinons  préfentement  le  cas  de  t*  <t"  r"', 
t<tl+t"'9  r</'H-r",  t^S-ht"-*-/". 

Ce  que  nous  avons  dit  du  premier  cas  ,  continuera  d'avoir  lieu 
Jufqu'à?"  ^r'  —  t";  &  depuis  q"  m*  i  ,  jufqu'à  f  —  S  —  r"  , 
il  y  aura  à  chaque  dimenfion ,  un  nombre  =  t"'  —  <('  d'équa- 
tions arbitraires  en  réferve.  On  pourra  donc  anéantir  toutes  les 
dimenfions  des  polynômes  -  multiplicateurs  comprifes  dans  cet 
intervalle. 

(476.)  Faifons  f  =  S  —  t"  -4-  f.  L'expreflîon  de  la  di^ 
férence  entre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître  ,  ôc  le 
nombre  des  coëfficiens  utiles ,  deviendra 

-  à  d  n  (X ...  i  ;«■+«•  -  -  ...('" + ) 

«h  N(x ...  i quJil  faut  réduire  'à 

caufe  de  r  <T  ?  -+-  r"',  n'aura  lieu  que  jufqu'à  q"'  =  t  —  tt  >  &  a 
pour  valeur  —  x"'  -4-  t"'  —  f"'      x"  -f*  f  —  r7  —  ou 

Il  fe  préfente  ici  deux  cas  :  favoir  r*-*-  r"  H-  r"'  —  2 1  >  o  , 
&  r* H-  r"  -h  f"' — 2*  <  o.  De  ces  deux  cas,  nous  ne  pour- 
suivrons que  l'examen  du  premier.  On  peut  donc  depuis  <('  —  1  ,* 
jufqu'à  <("  =  r  —  r7  anéantir  toutes  les  dimenfions  des  poly- 
nômes-multiplicateurs comprifes  dans  cet  intervalle. 

(4770  Faifons  f^t  —  t+f.  L'expreffion  de  la  dif- 
férence €ntre  le  nombre  des  termes  a  iaire  difparoître  ,  &  k 
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nombre  des  coëfficiens  utiles ,  devient 

qu'il  faut  réduire  à 

w\~  Nfx. . .  i *— ,  laquelle  a  lieu  depuis  q"  =  t  j 
jufqu'à  f=*1?  +  f*  —  r,  &  a  pour  valeur  —  ar"'  -4- 
_  ^  .J.  ^  _  ;  —  f  f^  +  ^-î  -  ou 

_t-  f"  H-  f"'  —  ai —  3^,  quantité  qui  n'eft  pofitive  que  jufqu'à 
une  certaine  valeur  de  qtr ,  &  devient  négative  avant 

Concevons,  préfentement,  que  depuis  qxr  =*  i  ,  jufqu'à  uns 
certaine  diftance ,  nous  ajoutions,  à  cette  exprefïion,  pour chaquç 
dimenfion,  un  nombre  =  y*  des  équations  arbitraires  que  nous 
avons  en  réferve  depuis  q  s  i ,  jufqu'à  q  =  r"' ,  alors  elle  de^ 
viendra  t!  •+•  f  -4-  f  -~  2 1  — •  2  f  dont  la  fomme  eft 
f  _j_  t"'  — .  2 1  Jq"  —  q"  (q* or  cette  fomme  eft 
zéro  ,  lorfque  f  H-  1  ==     -4-  r"  >+■  t"'  —  2r  ,  ou  lorfque 

=  -f-  f"-4-  r"'  —  2  r  —  i  ;  on  peut  donc  par  ce  premier  ufage 
jd'une  partie  des  équations  arbitraires  en  réferve ,  fupprimer  toutes 
Jes  dimenfions  des  polynômes- multiplicateurs ;  depuis  f  =  j  f 
jufqu'à  f'wm'4±f+j*r-*t—h 

(478.)  Si  l'on  fait  f  =  t! -+-t!'+<t"'-*- zt—  i-*-q;  alors 

J'expreffion  r7  H-     -t-  r"'  —  2  r  —  j/*  devient  —  z(t!  r"-J- 
*r  2;)  -j-  3  —  $p  laquelle  a  Ueu  depuis  ^  =  1  ,  jufqu'à 

t  - 
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y  m  f^f  —  *  —  (t  +  f  +  fi  —  at  —  ij,  c'eft-à-dire  , 

jufqu'à  f      f  —  r7-*-  1. 

Faifons  i.°  q  =  r7-»- ^-f-r777  —  2t  —  1  4- &  concevons 

3ue  nous  employions  à  chaque  dimenfion  depuis  q  «=  1 ,  le  nombre  f 
'équations  arbitraires  que  nous  avons  encore  en  réTerve  ,  depuis 
q  =s  t! -h- t? t"' —  2t,  ou  depuis  £  =  1  jufqua  q  —  t"'. 

Faifons  2.0  q"'  —  t  —  t!  -f-  1  —  a  ;  &  concevons  que  nou» 
«employions  à  chaque  dimenfion  depuis  q  =  1  ,  le  nombre 
t"  t"'  —  Ï  —  2î7",ou  e  -h  t"  H-  f"'  —  2t  —  2  -f-  2J  d'équa- 
tions arbitraires  que  nous  avons  depuis  <("  =  1  ,  jufqu'à 
î'"  =>  t  —  S.   Alors  à  chaque  dimenfion  depuis  y  =  1  , 

jufqu'à  ^  =  t  —  tf  y  nous  aurons  un  excédent ,  en  coefficient 
utiles  ,  exprimé  par  a^+r"+f"'  —  2/^  —  3  -f-  3^  Ôc  un 
nombre  d'équations  arbitraires  en  réferve,  exprimé  par 

x(       -ht'"—  »»;-j  +  f  +  tf  =  »  <v  if- 

Nous  pouvons  donc  anéantir  toutes  les  dimenfions  des  poly- 
nômes-multiplicateurs depuis  q  —  1 }  julqu'à  q  =  t  —  r7. 

Nous  avons  donc  épuifé  l'expreffion  ï-ht"-*-  t"' —  2r —  3^* 
depuis  f  »i,  jufqu'à  f  =  r"  -f-  ***  —  r  —  1  ;  il  refte  donc 
encore  dans  la  dimenfion  q"  =  t"  -h  t"'  —  r,  un  excédent,  en 
coëfficiens  utiles ,  exprimé  par  r7  —  2t'  —  aVf  -f-  U 

Nous  abforberons  cet  excédent  avec  les  autres  équations  arbi- 
traires en  réferve  qui  nous  relient. 

(  479*  )  H  nous  re^e  donc  actuellement  i.°  un  nombre  ^ 
d'équations  arbitraires  en  réferve  ,  à  chaque  dimenfion  depuis 
q  t*  -h  t"  t"'  —  2t  —  1  + 1—  S  -h  1  ,  jufqu'à  q  -=  t"'; 
c'eft-à-dire,  depuis  q  =  t"  -+-  tf"  —  t ,  jufqu'à  f  =  r"'.  2.0  A 
chaque  dimenfion  depuis  q'  -=  1  jufqu'à  <(  —  t!' —  t!" ,  il  nous 
en  refte  un  nombre  =  f"'.  3.0  A  chaque  dimenfion  depuis  q"  -1, 
jufqu'à  f'7  «=  r7  —       il  nous  en  refte  un  nombre  =  r777  — 

(4gO.  )  Pour  connoître  l'abaiflement  ultérieur  dont  les 
polynômes  -  multiplicateurs  peuvent  être  fufceptibles  ,  faifons 

Eee 
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q"  =  t"  -4-  t?" —  r+a".  L'expreflion  de  la  différence  entré 
le  nombre  des  termes  à  foire  difparoître  ,  &  le  nombre  des  coëf- 
ficiens  utiles,  deviendra 

^rx...o,+'-,-,^..('+^;:îV)-^..../-I-î^..  ('-;:'') 

laquelle  aura  lieu  depuis  qy  =-  i,  jufqu'à  =  t!  —  &  a 
pour  valeur  —  2/"  +  r-/"-  f  +  ou 
t- 2t»' —  2t»  +  t  •+•  t!—2qx\ 

Nous  venons  de  voir  qu'il  nous  reftoit  aufli  un  excédent  de 
cocfficiens  utiles  = —  a*"' —  ai" -t-  t  ■+■  f7,  des  réduâions 
précédentes;  &  comme  cette  quantité  n'eft  autre  que  le  cas 
de  q"  a  o  dans  la  quantité  —  a*'"  —  af77  •+-  t  -h  f7  —  2f,T, 
nous  devons  confidérer  l'état  de  la  queftion  ,  comme  donnant  , 
à  chaque  dimenfion  depuis  q*  =  o  ,  jufqu'à  9*  r7  —  t" ,  un 
excédent  de  coëfficiens  utiles  =  —  ar777—  ax77-^  t  ■+■  f7—  ag\ 

Pour  l'abforber  ,  je  remarque  i.°  que  nous  avons  depuis 
q  =  r"  ■+•  r"'  —  r,  jufqu  a  q  =  t"',  à  chaque  dimenfion  ,  un 
nombre  d'équations  arbitraires  en  réferve ,  «=  q.  Donc  fi  nous 
fàifons  q  =  t"  -h  t"'—  r-f-  ? ,  nous  avons  à  chaque  dimenfion 

depuis  ?--=  o,  jufqu'à  ?  ==  r  —  r7, &  par  conféquent  àphisforte 

raifon  jufqu'à  q  =  *7  —  *"j  un  nombre  d'équations  arbitraires 

r"  -t-  t"'~t-*-q.  2.0  Depuis  0"  =  1  jufqu'à  î77=  r7  —  z77, 

nous  avons ,  à  chaque  dimenfion,  un  nombre  d'équations  arbitraires 
,=  g»'  —  q»  9  ou  en  faifant  q"  =  r7  —  t"  —  q,  un  nombre  d'équa- 
tions arbitraires   =  t'"       t"  —  r7  H-  q  ;  ajoutant  ces  deux 

nombres  d'équations  arbitraires  ,  nous  avons  donc  à  chaque 
dimenfion  depuis  qy  =  o,  jufqu'à  q"  ==  r7  —  r7',  un  nombre  d'é- 
quations arbitraires  =   2f"'+  2f"-  r7  —  r-t-j-4-f  = 

a*7" -+-  2*"  —  f—  ^  -h  27*,  c'eft-à-dire ,  le  même  que  le 
nombre  excédent  des  coëfliciens  utiles. 

(48  I.)  On  peut  donc  depuis  q"  =  1  jufqu'à  j'»/7  —  / 
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anéantir  toutes  les  dimenfions  confondantes  des  polynômes*» 
multiplicateurs. 

Faifons  qr  =  t*  —  i"  +  f1.  L'expreffion  de  la  différence 
entre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître ,  &  le  nombre  des 
coëfficiens  utiles  deviendra 

*/at*..../+'  - 1   . . . (t+;.;;;^)  -  **r*~i; <+ ,*#".. .('+' îT) 

laquelle  aura  lieu  jufqu  a  ^  "  =  r  —  r7 ,  &  a  pour  valeur 
_a<r-4-  f  —       f",  ou  —  far"'-*-*'  — r-f-^V- 

Or  i.°  depuis  y  =  r7  -H  r"'  —  r  jufqu'à  q=  t"' ,  il  nous  refte 
un  nombre  d'équations  arbitraires  en  réferve  —  q  ;  c'eft-à- 
dire  ,  en  faifant  q  =  t!-\-i!"  —  t —  i         il  nous  refte  ,  à  chaque 

dimenfion  depuis  q  =  i,  jufqu'à  q— t — tf      1,  un  nombr» 

d'équations  arbitraires  en  réferve ,  =  tf  •+•  r"'  —  t  —  i  -+•  q.  . 

2.0  Depuis  c[  ssa  i ,  jufqu'à  ((  ~f  —  r"' ,  à  chaque  dimen- 
fion ,  il  refte  un  nombre  d'équations  arbitraires  ,  =  r"'  y  fup- 
pofons  d'abord  f  —       >  t  _  /. 

Alors  en  réunifiant  ces  deux  nombres  d'équations  arbitraires, 
nous  aurons  depuis  q"  =  i ,  jufqu'à  q*'  =»  r  —  r%  un  nombre 
d'équations  arbitraires  en  réferve,  =  ar"'  ■+-  t? — r  —  i  $ 

=3  2////-4-// —  r  —  i+î";  c'eft-à-dire,  qu'à  chaque  dimen- 
fion, il  y  aura  une  équation  arbitraire  de  moins,  que  de  coëf- 
ficiens  utiles  ;  mais  comme  furies  équations -arbitraires  que  nous 
avions  en  réferve  depuis  q  =  i  ,  nous  n'aurons  employé  juf- 
qu'ici  que  celles  qui  ont  lieu  depuis  q  =*  i  ,  jufqu'à  q  =  t!" ,  il 
nous  en  reliera  un  nombre  =  t"1. 

Si  fur  ce  nombre  nous  en  prenons  le  nombre  t  —  r* ,  alors 
nous  aurons  autant  d'équations  arbitraires  depuis  qyi  =  i ,  jufqu'à 
J*'  —  t  —  r',  que  de  coëfficiens  utiles  :  nous  pouvons  donc 
fuppofer,  égaux  à  zéro,  tous  les  coëfficiens  des  polynômes-mul- 
tiplicateurs ,  depuis  q"  =  i  ,  jufqu'à  r —  t1  ;  &  il  nous 
reliera  i.°  le  nombre  r"'  -h  t?  —  t  d'équations  arbitraires  ;  2."  le 
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nombre  t!"  d'équations  arbitraires  depuis  d  =  t  —  t?  -fî  i  § 
jufqu'à  4  =  t"  —  t"'. 

(482.)  Faifons^"'  =  t  —  S -h  f.  Lexpreffion  de  la 
différence  entre  le  nombre  des  termes  a  faire  difparoître  Ôc  le 
nombre  des  coëfficiens  utiles ,  deviendra 

-  ^rx...,;,  +  ,'-'-,-îV^..('  +  ,'--;;,-^TÎ,)  qui  aura  Heu 
depuis  oT"  =  i,  jufqu'à  tfT"=  r'  +  f"  —  f"'  —  t,  &  fe  réduit 

Mais  nous  venons  de  voir  que  depuis  qf  =  f  —  r7  -H  i ,  jufqu'à 
^s=  r"  —  tl" y  c'eft-à-dire,  pendant  un  nombre  de  dimenfions 
css  r"  -+-  t!  —  r"'  —  t  ,  il  nous  refte  à  chaque  dimenfion  un 
«ombre  —  t"'  d'équations  arbitraires  ;  fi  donc  on  conçoit  qu'à 
chaque  dimenfion  depuis  q**  =  i ,  on  en  emploie  un  nombre 
=  2t!" ,  on  pourra  fuppofer  égaux  à  zéro  tous  les  coëfficiens 
des  polynômes  -  multiplicateurs  ,    depuis  q™  =  i  ,  jufqu'à 

2*u  =  -   ou  plus  exactement  jufquà 

q™  =s  —  «  —  «  ?  „  ^tant  z^ro  oa    ,    feion  que 

tt-+-  t*  —  t'h — t  eft  pair  ou  impair;  &  dans  ce  dernier  cas  , 
il  reftera  encore  un  nombre  d'équations  arbitraires  ,  »  4"  9 
outre  le  nombre  f*  -h  ^  —  f  qui  refte  encore  pour  l'un  ôt 
Tautre  cas. 

Mais  comme  «+«  —  f ,  ainfi  que  2t,,,^-tf  —  t  font  plus 
petits  que  2t"',  il  n'eft  plus  poffible  d'abaiffer  la  forme  des 

polynômes-multiplicateurs   par  de-là  fTn  =   j 

enforte  que  la  valeur  g™  =  —  '  "**'  ~  f"~  *  -+•  i  ,  eft  celle, 

qui  détermine  la  forme  la  plus  fimple. 
L'équation -fomme  fera  donc  de  la  forme 

l'-f  t"  -4-t"'  -4-  f  H-  « 

Et  par  conféquent  celle  des  polynômes-multiplicateurs  lèra 
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comme  il  fuit  : 


Pour  la  première  équation,  (x...i) 

1'  ■+-  *"  -t-  t'"  — 

r  -H  « 

 .  —  r  , 

 —  1  , 

1 

t'  -t-  f'"  -t-  1  — 

r"  -f-  « 

2 

 1  , 

1»  4-  »"  H-  »  — 

t'"  -f-  « 

1 

«  étant  zéro  ou  1  félon  que  r7  •+-  f"  —  —  r  eft  pair  ou 
impair  ;  &  avec  un  nombre  d'équations  arbitraires  =  r7"-*-  —  f  , 
dans  le  premier  cas ,  &  =  2  v*  «+•  tf  —  t  dans  le  fécond. 

(4830  Telle  eft  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs 
dans  le  cas  où  l'onar/<  r"-f-r"',  f<r"+f"',  r<r/-4-ry/', 
t  <     -h  r",  r  <         z"  -t-  r"',  ar  <  i*  4-  f"  -H  r7",  6c 

t"  _  |W  >  f  _  ^ 

Nous  n'entrerons  pas  dans  l'examen  de  la  forme  convenable 
aux  autres  cas  :  ce  que  nous  venons  de  dire  ,  fuffit  pour  faire 
connoître  comment  on  doit  procéder  pour  y  parvenir.  Il  faut  , 
fans  doute,  quelque  attention  pour  employer  les  équations  arbi- 
traires qui  font  en  réferve  ;  mais  il  y  aura  toujours  une  diftri- 
bution  poffible  ,  qui  conduira  par  une  fuite  de  valeurs  ratio- 
nelles  &  entières  des  quantités  q,  a\  q",  &c.  à  celle  qui  déter- 
mine le  plus  grand  abaùTement  poflible  de  la  forme. 

(  484-  )  Pour  donner  quelques  applications ,  fuppofons  d'abord 
qu'on  ait  quatre  équations  de  la  forme 

ûjc  4*  h  y  -+-  c  =  o. 

On  a  donc  t  =  t!  =  t"  =*  t"'=  1 t"  —  r"'  «  t  —  r'y  & 
toutes  les  autres  conditions  du  cas  que  nous  venons  d'examiner, 
ont  lieu.  On  a  de  plus  tf  H-  t"  —  r"'  — •  t  =  o  ,  &  par 
conféquent  «  =r  o. 

La  forme,  qui  eft  commune  aux  quatre  polynômes-multiplica- 
teurs ,  eft  donc  (x...2)°,  avec  une  équation  arbitraire 
feulement. 

Or  le  meilleur  ufage  qu'on  puifte  faire  ici,  de  cette  équation 
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arbitraire  eft  de  fuppofer  un  coefficient  =  o;  faifant  donc 
cette  fuppofition  de  deux  manières ,  on  voit  que  pour  arriver  aux 
deux  équations  de  condition  les  plus  fimples  ,  il  faut  combiner 
les  trois  équations  propofdes ,  trois  à  trois ,  en  deux  manières. 

Ainfi  combinant  les  trois  premières ,  c'eft-à-dire ,  formant  l'é- 
quation-fomme  ,  de  la  fomme  des  trois  premières  équations 
multipliées  refpe&ivement  par  A ,  A',  A" 4  on  aura  l'équation 
de  condition 

fab'd'J  »o. 

Combinant  de  même  les  deux  premières  avec  la  quatrième , 
on  aura  l'équation  de  condition 

(ab'd"  f  mm  o. 
Si  on  combinoit  la  première  avec  les  deux  dernières  ,  on  auroît 

(  a  b"  d")  =  o. 
Et  en  combinant  enfemble  les  trois  dernières  ,  on  auroit 

(a'b"c"'  )  m»  o. 

Mais  les  deux  premières  équations  étant  fuppofées  avoir  lieu  , 
les  deux  autres  en  font  une  fuite  néceflaire. 

(485)-  Eri  effet  la  première  &  la  féconde  font  la  repréfen»- 
tation  abrégée  de  ces  deux  équations 

(a  b')  c"  -  (a  b" )  c'  -t-  (a'b")  c  =  o  , 
(ab,)c">—(ab'")J  -4-  (a'b"')c  =  o. 

■ 

Or  ,  fi  après  avoir  multiplié  la  première  par  (  a'  b'") ,  on  en 
retranche  la  féconde  multipliée  par  ( d  b ' ) ,  on  aura  l'équation 
fuivante 

(ah').(a'l>"')c"  —  (ab'}  (a'b")  c'"  —  [  (a  b").(a'i"')  —  (ab'" ).(a'l>")'\c'  sa  o .  ..(A) 

Pareillement ,  fi  après  avoir  multiplié  la  première  par  ( a  b"'J  , 
on  en  retranche  la  féconde  multipliée  par  ( a  b") ,  on  aura  l'é- 
quation fuivante 

(ab').(ab'")c"  —  (ab').(ab")c"'  -4-  [  (a'b").(ab"')  —  (a'b,u).(ab")-\  c  =  o. . .  (B) 

Or  d'après  ce  qui  a  été  dit (  220),  on  a 

(ab").(  a'b<")  —  (ab'").(a'b")  —  (  a  b' j  .  (  a"  b'"  )  —  o. 

Les  deux  équations  {A)  Sx.  (  B  )  deviennent  donc 
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(ab').(a'b>")c<>  -  (ab').(a'b")c"'-  (  a  b' )  .  (  a"  b">  )  S  =  o  , 
8C     (a  ¥  ).(ab"')c"  -  (ab>).  (  a  b"  )  c>"  -  (  aV  )  .  (a"b'")c  =o. 

Lefquelles  étant  divifibles  par  (a  b')  deviennent,  par  cette 
divifion  ,  les  deux  équations  fuivantes 

—  (a'b")c">  -t-   (a'b"')c"  —  fa'TJt'  =  o, 

—  (ab")c"'  -f-   (a  b'"  )c"  —  (aub"')c  =o, 
OU  -  (a'b'-c'")  =  o 

&  -(ab"c'")  =  0> 

dont  la  féconde  &  la  première  font  précifément  la  troifième  & 
la  quatrième  des  quatre  équations  ci-aeflus. 

Deux  quelconques  de  ces  quatre  équations  étant  fuppofées , 
les  deux  autres  en  font  donc ,  en  effet ,  une  fuite  nécefiaire. 

Mais  on  voit  en  même  temps  que  pour  ces  fortes  de  vérifi- 
cations, il  eft  indifpenfable  d'avoir  les  théorèmes  que  f  220) 
nous  avons  enfeigné  à  trouver.  Sans  cela  il  feroit  bien  difficile 
de  fe  reconnoître  dans  la  quantité  de  calculs  qu'on  auroit  à 
embrafler  pour  des  équations  très-médiocrement  élevées. 

(  486»)  Suppolbns  que  les  quatre  équations  propofées  foient 
de  la  forme 

axl        bxy  4-  cy* 
•+■  Jx  <+■  ey 

+  / 

nous  aurons  t  =  t!  =  t" '=  tf"  ;  t"  —  f  =*  t  —  J ,  &  toutes  les 
autres  conditions  fuppofées  (47?  bfuiv.  )  auront  lieu.  On  a  de 
plus  t!  «4-  t"  —  t"'  —  t  =  o,  ôc  par  conféquent  *  =  o. 

La  forme ,  qui  eft  commune  aux  quatre  polynômes-multipli- 
cateurs ,  eft  donc  (X...2)1  avec  deux  équations  arbitraire» 
dans  l'équation-fomme. 

Pour  avoir  les  deux  équations  de  condition  les  plus  fimples, 
nous  fuppoferons  deux  des  douze  coèfficiens  indéterminés  que  nous 
aurons ,  égaux  à  zéro.  Mais  pour  ne  rien  perdre  des  avantages 
de  notre  méthode  pour  la  facilité  du  calcul,  nous  ne  ferons  cette 
fuppofition  qu'après  le  calcul  de  la  dixième  ligne. 
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Suppofant  donc  qu'on  ait  multiplié  les  équations  propofées , 
chacune  par  un  polynôme  de  la  forme  A  x  •+«  By  ■+•  C  ;  on 
aura  une  equation-fomme  de  la  forme 

Aax*  -f-  Abx*y  -+-  Acxy*  -H  Beyi  s=  • 
-»r  Ba         ■+■    B  k 

-f-  y#<fx*  4-  Aexy  •+■ 

4:  C«  £d  Ce 

rh  cb 

4-  4-  Bfy 

+   Cd      4-  Ce 

Comme  nous  avons  deux  équations  arbitraires  ,  &  que  nous 
fommes  les  maîtres  de  les  faire  tomber  fur  deux  quelconques  des 
douze  coëfficiens  indéterminés  ,  je  me  propofe  de  les  faire  tomber 
fur  deux  des  quatre  quantités  B  ,  B'f  B"y  B'".  En  conféquence 
procédant  au  calcul  des  lignes  en  parcourant  fucceflivement  les 
termes  x'y  x*y ,  xy*y  y\  x*y  xyy  y*y  x9  yf  &  le  terme  fans  x 
ni  y  ,  dès  que  je  ferai  arrivé  au  calcul  de  la  huitième  ligne  , 
j'omettrai  dans  la  valeur  de  cette  ligne  tous  les  termes  où  il 
refteroit  l'une  quelconque  des  quantités  A,  A',  A",  A'",  &  tous 
ceux  où  refteroit  une  combinaifon  quelconque  des  quantités 
C  y  C'y  C"y  C"'y  trois  à  trois.  Dans  le  calcul  de  la  neuvième 
ligne  ,  j'omettrai  les  termes  où  refteroit  une  combinaifon  quel- 
conque des  quantités  C,  C'y  C",  Cm ,  deux  à  deux.  Dans  le 
calcul  de  la  dixième  ligne ,  j'omettrai  tous  les  termes  où  refte- 
roit l'une  quelconque  des  quantités  C,  C'y  C"y  C".  Et  même 
dès  le  calcul  de  la  troifième  ligne  ,  j'omettrai  tous  ceux  où 
refteroit  A  A'  A"  A"'  ;  au  calcul  de  la  cinquième  j'omettrai 
ceux  où  refteroit  une  combinaifon  quelconque  de  ces  lettres  trois 
à  trois;  au  calcul  de  la  fixième,  ceux  où  refteroit  une  combinaifon 
quelconque  de  ces  lettres  deux  à  deux. 

Mais  comme  en  grouppant  ces  coëfficiens  ,  ainfi  que  nous 
l'avons  prefcrit  ,  il  ne  reftera  fucceflivement  que  A  A' A" A'"  , 
A' A'  A "',  A"  A '",  A "' ,  BBB"B"'%  B'B"B"'y  B"&"yB'"9 

CC  C" C'y  C  C"  C" y  C'C'yC",  on  exclura  fucceflivement 

ces 
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ces  produits  au  calcul  des  lignes  des  numéros  que  nous  venons 
d'indiquer. 

Avec  cette  attention  qui  exclura  un  très-grand  nombre  de 
termes  à  mefure  qu'on  avancera  dans  le  calcul  ,  on  trouvera 
pour  dixième  ligne ,  la  quantité  fuivante 

—  (ab'c"f").(ab'e"f")ct'-B"B'"  —  (Wfu).t(*Wfn)M£"Mm  —  (ac'd1  ,f')ac,B"B"'  J 
H-  (ac'e"f"').l(ab'c"f")cd'B"B"'  H-  (ab'e"/'")  bc'B"B"'  —  (ac'e"f,")ac'B"B"'  ] 

;-h  (ah'e"f"ycf'B"B"'—  (ab'c"d"')  .(bd'c"f")  ct'B"B"'  ■+■  (ab'c"e'").(ai,e"f,")cfB"B"'l 

—  (c<t/'f"').l(ab'd''e"')bc>B"B'"  —  (ac'd>'t"')ac'B"B>"  ■+■  (ab'J'd"')c fB^'B'" \ 

—  (ab>c"d"').(^c'd^'f'•')cf<B"B"•  •+■  (abW).(ac'd"f"')cf'B"B"'. 

Préfentement,  rappelions  que  dans  cette  expreflion  la  quantité 
c  dB"B"'y  par  exemple ,  n'eft  que  la  repréfentation  abrégée  de 
(ce)B''B'»  —  (cd')B'B'"  -4-  (cef")B'B"  -f-  fcfe")BB" 

—  (c'e"')BB"  -4-  (c»e"'JBB'S  il  en  eft  de  même  de  b  </B"B"' 
qui  n'eft  que  la   repréfentation    abrégée    de  (b  d )  B"  Bm 

-  (bd')B'B"' (bd")WB"  -t-  (b'd')BB'"  -  (b'd")BB» 
(b"d")BB\  &  ainfi  des  autres. 

Or  fi  on  fuppofe,  par  exemple,  B"=o,  &  B'"  =  o,  & 
qu'avec  ces  deux  équations  on  procède  au  calcul  des  lignes  fur 
la  quantité  (cd)B"B'"  —  (cd')B'B'"  +  (ce"')BfB" 
■+■  (dd')BB'»  —  (d^')BB"^  (d'd")BB'9  par  exemple  i  il 

eft  facile  de  trouver  en  fe  repréfentant  les  deux  équations 
B"  =  o  ,   B'"  —  o  ,   comme  étant  la  même  chofe  que 

oB  +   oB'  -t-   *B"   4-   oB>"  =  o 
&         '   il  +  if  +  «I"  +   t        =  o. 

Il  eft  ,  dis-je ,  facile  de  trouver  que  ( c  éB'B"1  )  ou  fon 
équivalent  (  c  d  )  B"  B"'  —  (cd')B'B'"  f  c  <r"V  # -B" 
-*-fcVV3£'"  —  (dd")BB"  {d'd»JBB',  devient  fuc« 
ceflivement 

(cé)Bw  —  (cf")JB'  —  (e'c'")B 
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Donc  i.°  fi  nous  fuppofons  B"  =  o  ,  &  F"  =*  o,  nou9 
aurons  pour  l'une  des  équations  de  condition  cherchées 

—  (mVWMmV+f*)^ et»)  —  (Wfm).t(*V£lfm )•(**)  -  (***'/"') •  f«<) 3 

«+•  (ab'c"f'")*.(cf>)  -(ab'c"d>")  .  (bd'e"f")  .(ce')  +  (*M'4n). 

—  (ciV'f*»).l(*Vi»J").(ic>)  —  f**'rf»VM;.f«*'J  ■+■  (aVc"d"').(c  d>)  i 

—  (ab'c"d>»).(bc'd"f  "').(</>  )  -h  (aVc"e"').(*c'd"f"').(cf). 

Et  comme  il  eft également  libre  de  fuppoferB  sOy&B'^o, 
fi  nous  fàifons  cette  fuppofition,  nous  aurons  pour  la  féconde 
équation  de  condition 

—  fa  b>c"f").(a  b'e"f"  )  ■  ('"<"')  —  f*  C  f«WTJ  •  —  (*<'d"f")  »f«W*''V3  1 
+  (ac'<"/>")  .l(ay<"f")  .  f<r"a"";  -I-  (ab'c"f")  .  (  b"c"')  -  (ac't"f»')  .  (a"c<")  ]  f 

H-  fa  .  f r»'/»" ;  —  fa  *'f"a* "';  .  f *  aV/"' j .  f cV" j  -H  fa  *  V  V";  .  fa  d  V/"»J  .  (W;  /  m  <* 

—  (cd'ey"').l(aVd"€'").(t»c'»)—(ac'd"€,").(*^  3  \ 

—  (a*,c"d"').(bc'd"f"').(c"f"')  -f-  (m  •  (*f ff"  }  J 

On  peut ,  ainfi  qu'il  eft  facile  de  voir ,  en  trouver  un  grand 
nombre  d'autres  ;  mais  elles  feront  toutes  une  fuite  néceflaire  de 
ces  deux-là.  Néanmoins  comme  la  confidération  de  ces  autres 
équations  "'eft  pas  fans  utilité  ,  nous  croyons  devoir  nous  ea 
occuper  actuellement. 

Ufage  des  coéfficiens  arbitraires  beaucoup  plus  étendu 
que  nous  ne  L'avons  fait  envifager  jujqùici.  Leur 
utilité  pour  arriver  aux  Equations  de  condition  de  la 
plus  bajje  dimenfion  littérale, 

(4870  Puisqu'on  peut  toujours  faire  des  coéfficiens  que 
nous  avons  appellés  inutiles ,  tel  ufage  que  bon  femblera ,  a  la 
réferve  feulement  de  celui  que  nous  avons  interdit  (  2?o  &fuiv.  )  ; 
il  s'enfuit  donc  que  fi  on  procède  à  la  recherche  de  l'équatiorr 
finale  qui  doit  réfulter  d'une  forme  quelconque  de  polynômes- 
multiplicateurs  >  fi,  dis-je  ,  on  procède  à  cette  recherche ,  fan» 
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aucune  détermination  des  coëfficiens  inutiles  ,  foit  avant ,  foit 
pendant ,  foit  après  le  calcul  des  lignes  ,  la  dernière  ligne  égalée 
a  zéro  doit  être  auffi  bien  l'équation  finale  ,  que  fi  on  avoit 
déterminé  ces  coëfficiens  par  quelque  condition  arbitraire  que 
ce  foit. 

Et  comme  cette  équation  finale  ne  doit  dépendre  en  aucune 
manière,  de  ces  coëfficiens  inutiles,  il  s'enfuit  que  cette  équa- 
tion finale  renferme  toujours  autant  d'équations  finales ,  qu'il  fe 
trouvera  dans  la  dernière  ligne,  de  combinaifons  de  ces  coëffi- 
ciens inutiles,  foit  un  à  un,  foit  deux  à  deux,  foit  trois  à 
trois ,  &c. 

En  effet ,  puifque  cette  dernière  ligne  doit  être  zéro ,  quels 
que  foient  ces  coëfficiens  inutiles  3  il  faut  que  chaque  fonction 
connue ,  qui  affe&era  dans  cette  dernière  ligne ,  une  combinaifon 
quelconque  des  coëfficiens  indéterminés  reftans,  foit  =  o. 

(  488-  )  H  fuit  delà  i.°  que  lorfque  le  nombre  des  équations, 
&  celui  des  inconnues ,  font  les  mêmes  ;  fi  après  avoir  procédé  , 
fans  aucune  détermination  des  coëfficiens  inutiles ,  au  calcul  de 
ce  que  ,  pour  ces  fortes  d'équations  ,  nous  avons  appellé  la 
dernière  ligne ,  on  procède  enfuite  conformément  à  ce  qui  a  été 
dit  (207),  au  calcul  d'une  nouvelle  ligne  ,  en  employant  le 
coëfficient  indéterminé  total  de  chaque  terme  de  l'équation  finale  , 
comme  une  équation  ;  qu'enfin  on  donne  cette  nouvelle  ligne 

Four  coëfficient  au  terme  de  l'équation  finale,  qui  l'a  fournie; 
équation  finale  qui  en  réfultera  ,  pourra  être  décompofée  en 
autant  d'autres  équations  finales  qu'il  s'y  trouvera  de  combinaifons 
différentes  des  coëfficiens  indéterminés  reftans.  Que  ces  équations 
finales  auront  toutes  lieu  à  la  fois ,  &  ne  différeront  par  confé- 
quent  les  unes  des  autres  que  par  un  fadeur  particulier  a  chacune. 

On  fent ,  à  la  vérité ,  que  le  calcul  fait  de  cette  manière  fera 
beaucoup  plus  long  ,  plus  chargé ,  que  lorfqu'on  détermine  arbi- 
trairement les  coëfficiens  inutiles;  mais  on  voit  en  même  temps 
qu'il  raflemblera  dans  une  feule  &  unique  équation  toutes  les 
connoifi**ances  générales  &  particulières  qu'on  peut  acquérir  fur 
les  équations  propofées. 

(489*)  ,2-°  Lprfque  le  nombre  des  équations  propofées  ex- 
cédera celui  des  inconnues;  fi  on  procède  au  calcul  de  la  der- 
nière ligne  fans  aucune  détermination  des  coëfficiens  inutiles,  alors 

Fffij 
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d'après  ce  que  nous  avons  dit  ci-deflus  (  487  ) ,  on  obtiendra  autant 
d'équations  finales  ,  c'eft-à-dire  ,  autant  d'équations  de  condi- 
tion entre  les  coëfliciens  connus,qu'il  refiera  de  combinaifons  diffé- 
rentes des  coëfficiens  arbitraires  des  polynômes-multiplicateurs. 

Mais  ces  équations  non- feulement  ne  feront  pas  toutes  les 
mêmes ,  ou  n'auront  pas  toutes  lieu  ,  par  la  fuppofition  qu'une 
feule  d'entr'elles  ait  lieu  :  elles  feront  encore  des  compofés  plus 
ou  moins  compliqués,  les  unes  des  autres.  Mais  en  général,  fi 
le  nombre  des  équations  (  toujours  fuppofé  plus  grand  que  celui 
des  inconnues  )  eft  n ,  &  p  celui  des  inconnues ,  il  y  aura  tou- 
jours un  nombre  n  —  p  de  ces  équations  de  condition  qui  feront 
effentiellement  différentes  entr'elles.  Les  autres  feront,  ou  les 
mêmes  que  quelques  unes  de  celles-là  ,  ou  leurs  multiples  ,  oa 
compofées  de  leurs  multiples  ;  c'eft-à-dire ,  auront  lieu ,  par  la 
fuppofition  que  les  n  —  p  premières  ont  lieu.  » 

(490.)  Avant  que  d'éclaircir  tout  cela  par  des  exemples  , 
ajoutons  deux  obfervations  importantes. 

i.°  Lorfqu'après  avoir  employé  au  calcul  des  lignes  toutes 
les  équations  fournies  par  l'équation-fomme ,  on  fera  arrivé  à  la 
dernière  ligne  ,  on  ne  doit  pas  toujours  adopter  tous  les 
différens  termes  que  cette  exprellion  générale  préfentera. 

En  effet  ,  fuppofons  ,  par  exemple  ,  que  l'équation-fomme 
renferme  un  nombre  quelconque  de  coëfficiens  indéterminés 
A,B,  C,Z>,&c.  &  que  fur  ce  nombre  il  n'y  en  ait  que 
trois  d'inutiles.  La  dernière  ligne  renfermera  toùtes  les  combi- 
naifons poffibles  des  coëfficiens  A ,  B ,  C,  D  ,  &c.  pris  trois  à 
trois.  Or,  en  vertu  du  raifonnement  que  nous  avons  préfenté 
(  487  ) ,  on  n'eft  fondé  à  égaler  à  zéro  le  coefficient  déterminé 
de  l'une  quelconque  de  ces  combinaifons  ,  qu'autant  que  tous 
les  coëfliciens  indéterminés  qu  elle  renferme  ,  peuvent  chacun, 
être  réputés  du  nombre  des  coëfliciens  inutiles.  Mais  félon  ce 
qui  a  été  dît  (  250  &  fuiv.) ,  quoiqu'on  ait  fur  ce  point  une  très- 
grande  liberté ,  elle  n'eft  cependant  pas  illimitée.  Si ,  par  exemple, 
A,B,  C,  D,E>  &c.  étant  cenfés  appartenir  refpe&ivement  à 
la  première  ou  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  à  la 
féconde,  à  la  troifième,  à  la  quatrième,  &c.  fi  ,  dis-je  ,  la 
première  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  ne  devoit  point  donner 
d'équation  arbitraire  i  alors  011  ne  feroit  nullement  fondé  à  égaler 
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à  zéro  le  coefficient  de  toute  combinaifon  dans  laquelle  en- 
trerait A. 

En  effet,  puifque  A  ne  peut,  par  la  fuppofition ,  être  déter- 
miné par  aucune  condition  arbitraire ,  il  ne  peut  donc  faire  partie 
des  équations  arbitraires  que  l'on  pourroit  former.  Donc  fi  on 
conçoit  qu'ayant  formé  ces  équations  arbitraires ,  on  continue 
le  calcul  des  lignes ,  à  l'aide  de  ces  équations  ,  toute  combinaifon 
dans  laquelle  entrerai  finira  par  difparoître,  &  ne  fera  point 
partie  du  dernier  réfultat. 

(49  I»)  Donc  Ci  au  contraire,  on  ne  forme  point  les  équa- 
tions arbitraires,  il  faudra  exclure  de  la  dernière  ligne  ,  toute 
combinaifon  dans  laquelle  il  fe  trouveroit  un  feul  coefficient  indé- 
terminé qui  ne  pourroit  pas  être  réputé  du  nombre  des 
coèfficiens  inutiles  ;  &  l'on  ne  doit  regarder  comme  équations 
appartenantes  à  la  queftion ,  que  celles  qu'on  aura  ,  en  égalant 
à  zéro  le  coefficient  total  déterminé  ,  d'une  combinaifon  de 
coèfficiens  indéterminés  qui  auront  chacun  le  caractère  de  pouvoir 
être  regardés  comme  du  nombre  de  ceux  que  nous  avons  appellés- 
coèfficiens  inutiles. 

Sans  cette  attention ,  on  donnerait  des  équations  de  condi- 
tion qui  n'appartiendraient  pas  à  la  queftion. 

(  4 9  2«  )  En  un  mot  foit p  le  coefficient  déterminé  d  une  quel- 
conque des  combinaifons  de  trois  lettres  ou  coèfficiens  C,  D,  E  ; 
c'eft-à-dire,  foit  pCDE  un  des  termes  de  la  dernière  ligne  , 
ayant  les  conditions  que  nous  exigeons  ici.  Ce  qui  fait  qu'on 
peutfuppofer/?  =  o  ,  c'eft  que  C,  D ,  E  étant  chacun  du  nombre 
des  coèfficiens  inutiles ,  on  peut  donc  fuppofer  C  =  o  ,  D  =  o, 
E  r=  o  ;  c'eft-à-dire ,  former  les  trois  équations  arbitraires 

\  C  -f-  o  D  ■+-  o  E  =  o  , 
o  C  -+-  i  D  ■+■  ojE  =  o, 
oC   +   oZ)   +    i  E  =  o. 

» 

Or  fï  avec  ces  trois  équations  arbitraires  ,  on  pouffuit  le  calcul 
de  la  dernière  ligne  ,  on  verra  que  tous  les  autres  termes  dis- 
paraîtront ,  &  qu'il  n'y  aura  que  le  feul  terme  pCDE  qui 
fobfifte  jufqu  a  la  fin ,  en  devenant  fucceffivement  pD  E ,  p  E9 
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&  enfin  p.  Donc  p  étant  le  dernier  réfultat ,  la  dernière  de 
toutes  les  lignes ,  on  a  p  =  o. 

Mais  fi  on  prenoit  un  terme  tel  que  q  A  B  C,  dans  lequel  il 
n'y  eût  que  È  &  C  qui  puflent  être  réputés  coëfficîens  inutiles; 
enforte  que  les  trois  équations  arbitraires  fulïent  JS  =  o  , 
C=  o,  D  =  o,  ou 

i  £  ■+-  o  C  -f-  o  D  =  o, 
o  B  j  C   -h    o  D  a  o  , 

o  27    -+-   o  C   -f-    i  Z>  =  o  , 

alors  la  continuation  du  calcul  des  lignes  donneroit  fucceflive- 
ment  pour  qABC  ,  les  quantités  —  q  A  C,  -+-  q  A  ,  o; 
c'eft-à-dire,  que  le  terme  qABC  finiroit  par  difparoitre  ;  & 
fi  r  eft  le  coefficient  de  B  C  D  ,  ce  feroit  r  qui  feroit  le  dernier 
réfultat  du  calcul  des  lignes  ;  enforte  qu'on  auroit  r  =  o  ,  ôc 
non  pas  q  =  o. 

(4930  2.0  Il  y  a  quelques  cas  où  l'équation  de  condition 
de  la  plus  bafle  dimenfion  littérale  eft  unique  ;  c'eft-àdire,  ou 
parmi  les  équations  de  condition  néceflaires  pour  que  les  équa- 
tions propofées  aient  lieu,  il  n'y  en  a  qu'une  feule  qui  puifle 
être  d'une  certaine  dimenfion  littérale  i  toutes  les  autres  font 
d'une  dimenfion  plus  élevée.  Nous  en  avons  déjà  eu  des 
exemples  (  462  ).  Nous  avons  dit  que  dans  ce  cas  ,  il  falloit 
pour  avoir  les  autres  équations  de  condition  ,  employer  les  poly- 
nômes -  multiplicateurs  de  la  forme  immédiatement  au-deflus  de 
celle  que  nous  avons  enfeigné  à  déterminer  comme  la  plus 
fimple. 

Ce  cas  a  lieu  ,  lorfque  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs 
les  plus  fimples ,  n'admet  aucun  coefficient  inutile.  Alors  on  ne 
peut  rencontrer  qu'une  feule  équation  de  condition  en  employant 
cette  forme.  Mais  fi  alors  on  prend  les  polynômes-multiplica- 
teurs de  la  forme  immédiatement  au-deflus ,  &  que  l'on  calcule 
comme  nous  le  propofons  actuellement ,  c'eft-à-dire  ,  fans  aucune 
détermination  préalable  des  coèfficiens  inutiles ,  ce  procédé  don- 
nera plufieurs  équations  de  condition ,  parmi  lefquelles  on  trou- 
vera toujours  la  plus  fimple  en  queftion. 

(4940  Pour  éclaircir  &  confirmer  tout  cela,  reprenons 
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d'abord  les  équations  que  nous  avons  traitées  (462  ) ,  c'elt-à-dire, 
les  trois  équations  de  cette  forme 

ax%-Jrbx-\-c  =  o. 

Nous  avons  trouvé  que  la  folution  la  plus  fimple  étoit 
comprife  dans  l'équation  (aVd')  —  Qy  &  l'une  quelconque 
des  trois  équations  fui  vantes 

(ab').(bc')  —  (ac'J*  s»  o, 

(ab").(bc")  —  (ad1)'  =  o, 

(db").(Vc")  -  (a!  d'y  =  o. 

Mais  fi  ayant  employé  les  polynômes-multiplicateurs  de  la 
forme  qui  fuit  immédiatement  la  plus  fimple,  nous  eufïions 
recherché  les  équations  de  condition  en  déterminant  les  deux 
coëfficiens  inutiles ,  par  la  fuppofition  ,  par  exemple ,  que  l'un 
des  polynômes-multiplicateurs  s'anéantît  ,  nous  n'aurions  trouvé 
d'autres  équations  de  condition  que  les  trois  précédentes  ;  &  il 
feroit  alTez  difficile  d'en  conclure  l'équation  ( a  b'cf')  —  o  ,  qui 
cependant  en  eft  une  conclufion. 

(  49  $•)  Si  au  contraire  ,  en  perfiftant  à  prendre  la  forme 
A  x  ■+•  B  pour  celle  des  polynômes-multiplicateurs  des  équa- 
tions propofees ,  nous  nous  abftenons  feulement  de  déterminer 
aucun  des  coëfficiens  inutiles  i  &  fi  en  conféquence  nous  pro- 
cédons d'après  la  forme 

Aax1  -H  Abx*  -+-  Acx  -+-  Bc  =  o, 

H-  Ba       -k-   B  b 

oui  eft  alors  celle  de  l'équation-fomme ,  au  calcul  des  lignes  qui 
doivent  donner  l'équation  finale ,  nous  aurons  comme  il  luit 

Première  ligne.  m  A* A"  .  BB'B"  > 

fcconde  ligne  a  t'A"  .  BB'B"  -t-  a  A' A"  .  aB'B" 

ttoifièxne  ligne   ( a  V  c" ) BB'B"  —  a  VA" ,  h  B'B"  -t-  *AÀ\  aB'B" 

-f.  a  A' A". a  b' B" 
quattièmc  8c  dernière  lig. .  (a  fV)  c  B'B»  —  a  VA" .  b  c'B* -  (a  c')A".  a  c'B" 

-a  A' A"  (a  b'c"  ). 
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Faifant ,  de  plus,  attention  i.°  que  cB'B"  n'eft  ici  que  la 
reprcTentation  abrégée  de  c  B'B"  —  c'B  B"  -+-  c"B  B'.  2.0  Que 
a  h' A"  n'eft  ici  que  la  repréfentation  abrégée  de  (a  b')A"  —  fab'yA' 
-+-  /  a'  b" JA,  &  ainfi  des  autres  ;  on  aura  pour  équation  finale 
générale,  l'équation  fuivante 

eVc"i.  (*B'B*  -  cBB  ■+-  e'BB')  -  [,b  )A  +  (ah)A]  Ubc'W-  +  (fc'c')Bl 

Et  comme  d'après  ce  qui  a  été  dit  (  462),  les  deux  équations 
arbitraires  que  l'on  peut  former  ,  peuvent  appartenir  à  telle 
dimenfion  de  l'équation-fomme  que  l'on  voudra  ,  il  n'y  a  ici 
aucune  combinaifon  des  coèfiïciens  A,  A',  A",  B  ,  B't  B"f  qui 
n'ait  les  qualités  requifes  (49 1  ).  Raflembiant  donc  les  différentes 
parties  qui  doivent  compofer  le  coefficient  de  chaque  combinaifon 

B'B",  BB}y  BB',  A' A",  A  A",  A  A',  A"B" ,  A"B' ,  A'B\  &c. 
&  ne  confervant  que  les  équations  qui  différent  entr'elles  t  on 
aura  les  dix  équations  fuivantes 

(  ab').(bc')  -  (a  c';i=o, 

(a  b").  (bc")  —  (  a  c")*  =  o, 

(a' V  ).(  b'c"  )  —  =0, 

(  a  V).(bc")  -  (a  c').(ac")  =  o  , 

(ab').(b'c")  —  (ac').(a'c")  =  0, 

(**").(  hc*")  -  (  ac"  ).(acl)   =  o, 

(  ab").(b\")  —  (ac").(a'c")  =0, 

—    (M*).X**)    =  °t 

(a't").(b<")   —  («'«"M***;  =  °» 

dont  deux  quelconques  étant  fuppofées  avoir  lieu  ,  les  huit 
autres  auront  lieu. 

(496.)  Prenons  pour  fécond  exemple  les  trois  équations  de 
la  forme 

ax*  -H  b  x1      ex         «  o, 

Et 
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Et  confervant  les  mêmes  polynômes-multiplicateurs  que  nous 
avons  employés  (4^5),  nous  trouverons  comme  nous  l'avons 
déjà  vu ,  pour  dernière  ligne ,  la  quantité 

l  (a  b'c")  .  (cd')  —  (a  b'd")  .  (bd')  -t-  (a  Sd")  .(ad')^B" 
—  L(bc'd").(ab')  —  (ac'd").(ac')  -f  (a  i'd") .  (a  d' )  ]  A'1 

qui  n'eft  que  la  repréfentation  abrégée  de 

[  (ab'c")  .  (cd')  —  (ab'd")  .  (bd.')  +  (ac'd",)  .  (a£)]B» 

-  [  (ab'c")  .  (cd»)  —  (ab'd").  (bd")  -t-  Cac'^'j  .farf";j*! 
-t-  [  (  *V<»)  9(M*)  -  (ab'd")  .(b'd")         (ac'd").  (a'd")]B 

-  [f  *.«'#';  .  (aV)  —  r«^"J  •  T  (ab'd")  .  (ad')}  A" 
4-   Kbc'd")  ,(ab")  -  f^'J»;  .  fac";   +  (ab'd")  .  (ad")^A' 

-  [  r*c'J";  .  (a'b»)   -  fa«V"J.f«V'J  4-  (-<»*'</";  •(«*'<*";] 

Et  comme  chaque  coefficient  A",  A'9  &c.  5",  5',  &c.  eft  ici 
dans  le  cas  d'être  pris  pour  le  coefficient  inutile  ,  nous  pouvons 
tirer  de  cette  dernière  ligne ,  les  fix  équations  fuivantes 

(ab'c").(cd>)  _  (ab'd").(bd' )  4-  (ac'd"). (ad' )  =  o, 

(ab'c").(cd")  —  (ab'd").(bd")  4-  (ac'd")  .(ad")  =  o, 

(ab'c").(c'd")  —  (ab'd"). (b'd"),  4-  eactf";.^";  =  o, 

(W).(aV)  —  +  M'<*";.(W';  as  o, 

r^'rf";.^*";  -  (ac'd").(ac")  4-  fa*'o .  <-<,  «r;  =  o, 

(bc'd").(a'b")   -   (ac'</'';.(Vc-"j   •+-   (ab'd»).(a'd")   =  o, 

'dont  deux  quelconques  étant  fuppofées  avoir  lieu,  les  quatre 
autres  font  une  luite  néceflaire. 

(497.)  Si  on  fuppofe  d  =  o  ,  </'  =  0,  d»amQ9  les  trois 
équations  propofées  deviennent 

a*»-f-**l4-c*  =  o,  a'x>  +  b'x1  +  Sx^o  t  a"xi  ±  t"x*  ±c"x*;9 1 

c'eft-à-dire, 

a*1  -f-  b  x  4-  C  =  o, 

,.    a'  x%  4-  3'*  4-  c'  as  o» 

4?         +  f"=  o. 
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Les  fix  équations  que  nous  venons  de  trouver ,  doivent  donc 
donner  les  dix  équations  que  nous  avons  trouvées  (  49  J  )  pour 
ce  cas  :  c'eft  ce  qui  eft  en  effet. 

Car  fi  au  lieu  de  fuppofer  d'abord  d  —  o  ,  d[  mm  o ,  d"  =  o  , 
nous  fuppofons  feulement  ces  quantités  infiniment  petites ,  les 
Ux  équations  deviendront 

(ab'c").(cd>)  =  o  , 

(ab'c"  ).(cd")  =  o  , 
(ab'c").(  c'd"j  =  o  , 
(bc'd"  ).(ab')  —  (  ac'd"  ).(ac')  =  o  , 
(bc'd"  ).(  ab")  —  (ac'd")  .(ac")  =  o  , 
(b  c'd")  ,(a'b")  —  (ac'd")  ,(a'c")  —  o  , 

c'eft-à-dire,  feulement 

(ab'c")  =  o  , 
(bc'd")  .(ab>  )  —  (ac'd").(ac')  =  o, 
(bc'd").(ab")  -  (  ac'd"  ).(  ac")  —  o, 
(bc'd").(a'b")  -  (ac'd"  ).(a'c")  =  o, 

dont  chacune  des  trois  dernières  en  égalant  à  zéro  deux  quel- 
conques des  trois  quantités  d,  d',  d',  &  div'ifant  par  la  troi- 
fième  ,  donnera  trois  équations ,  ce  qui  fera  en  tout  les  dix 
équations  que  nous  avons  trouvées  (  49  f  ). 

(498-)  Comme  les  équations  en  plus  grand  nombre,  &  à 
un  plus  grand  nombre  d'inconnues  ,  ne  donneraient  que  des  ré- 
fultats  plus  chargés,  fans  répandre ,  pour  cela,  plus  de  jour  fur 
l'objet  actuel ,  nous  croions  pouvoir  nous  difpenfer  de  multiplier 
ces  exemples. 

(4990  Mais  nous  ne  devons  pas  négliger  de  faire  remarquer 
dans  cet  ufage  des  coéfliciens  inutiles,  le  moyen  d'arriver  aux 
équations  finales  de  la  plus  baffe  dimenfion  littérale ,  objet  que 
probablement  on  n'obtiendroit  que  très-difficilement  feuis  les  ref-r 
îburces  que  cet  ufage  fournit. 

En  effet ,  fi  en  fe  bornant  à  quelques  -  unes  des  équations 
qu'on  obtient  en  faifant  les  équations  arbitraires,  on  s'arrêtoit, 
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par  exemple  ,  aux  trois  équations 

(ab").(bc")-(ac"y  =  o, 
(  a'b").(  b'c1')  -(  aV'j'rzo, 

Dans  le  cas  traité  (  462  )  on  auroit  aflez  de  peine  à  trouver 
l'équation  plus  fimple  (a  b'  c")  =  o  que  nous  favons  appar- 
tenir à  la  queftion. 

Si  on  eut ,  d'abord ,  fait  les  équations  arbitraires  qui  peuvent 
donner  les  trois  autres  équations 

(aV).(bc')-.(ac>)*=o, 

(  ab').(bc")  -  (  ac').(  ac")  =  o  , 

(  ab').(b'c")  -  (  ac').(  a'c")  =  o  , 

on  auroit  pu  en  conclure  plus  facilement  l'équation  (ab'c")  =  o,  en 
ajoutant  enfemble  la  première  de  ces  trois  équations  multipliée  par 
a" y  avec  la  troifième  multipliée  par  a ,  &  de  la  fomme  retranchant 
la  féconde  multipliée  par  a1  ;  car  alors  on  auroit  (ab1)  .(a  b' d') 
—  (ad).(ac'c")  =  o,  c'eft-à-dire  (ab*) .(aVc")  =  o  , 
puifque  (  a  d  d' )  ^  o.  Or  l'équation  (ab') .  (ab' c"  )  =  a 
donne  (ab')  =  o ,  qui  ne  peut  fatisfàire  à  la  queftion  ,  comme 
ne  renfermant  pas  toutes  les  quantités  dont  la  queftion  dépend  ; 
&  (a  b'c")  =0  qui  eft  celle  dont  il  s'agit. 

($00.)  Mais  quoique  ces  trois  équations  préfèntent  plus  de 
facilité  que  les  trois  précédentes  ,  pour  arriver  à  l'équation 
(  ab'  c")  =  0  3  elles  ne  la  donnent  cependant  que  par  un 
artifice  particulier ,  &  fur  lequel  il  ne  paroît  pas  facile  de  donner 
des  règles  générales. 

(  5  O I  •  )  Si ,  comme  nous  le  propofons  actuellement ,  on  pro- 
cède au  calcul  des  lignes  fans  faire  aucun  ufage  des  équations 
arbitraires,  alors  on  aura  toutes  les  différentes  expreffions  des 
équations  de  condition.  De  ces  différentes  expreffions  les  unes 
feront  plus  composées,  d'autres  moins  compofées.  Quelques- 
unes,  comme  nous  l'avons  vu  (  49;  ) ,  donneront  l'équation  ou 
les  équations  de  la  moindre  dirnenfion  littérale  ,  foit  immédia- 
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temenc  ,  foit  affectées  feulement  d'un  facteur  ;  d'autres  enve- 
lopperont plus  ou  moins  cette  équation  ou  ces  équations  ,  multi- 
pliées par  diffcrens  facteurs  ,  enforte  qu'il  feroit  très-difficile 
d'y  appercevoir  ces  équations  de  la  plus  fimple  dimenfion 
littérale. 

En  un  mot  fi  E ,  E's  E",  &c.  font  les  équations  de  la  plus 
baffe  dimenfion  littérale ,  la  méthode  actuelle  donnera  des  équa- 
tions telles  que  a  E  =  o ,  a'E'  ==  o  ,  a"E"  =»  o  ,  &c.  des  équa- 
tions telles  que  b  E  -+■  b'E'  =  o  ,  ou  b  E  -+-  b"E"  —  o ,  ou 
b  E  -f-  b'E'  b"E"  =  o.  Or  il  eft  facile  de  voir  que  dans  celles 
de  ces  dernières  formes,  £,  £',  E",  &c.  n'étant  nullement  appa- 
rentes, fi  on  fe  bornoit  à  quelques-unes  feulement  des  équations  de 
condition,  on  chercheroit  long-temps  inutilement  les  équations 
de  la  plus  baffe  dimenfion  littérale. 

En  ne  négligeant  au  contraire  ,  aucune  des  équations  de 
condition ,  on  fera  sûr  d'en  trouver  qui  auront  un  fadeur  ,  Ôc 
l'extraction  de  ce  facteur  donnera  immédiatement  une  des  équa- 
tions de  la  plus  baffe  dimenfion  littérale. 

C'eft  ainfi  que  dans  l'expreflion 

Ul>  O .  USB  -  c'BB''  +  ï  BB)  —  U»b-)A  '  —  («*'  )A  +  <ab")A]  [(6  OB"  —  ff-  c')B  +  ht"  )  Bj 
—  L  t*f  )A"—{t  t")A'+  <  M  )A]  :  (i c)B"  - («*")B' 4- (  -V'»B}- («*V  J .  (s  A  A-  a'AA  +  *  AA\ 

on  trouve   i.°  (a  b'c")c  =  o ,  (ab'c")d  =  o  ,  fa  b'c")  c"  =  o  ; 

(a  b'c'Ja  =  o ,  fa  b'c")  af  =  o ,  fa  b'c") a"  =  o  qui  donnent 

l'équation  de  la  plus  baffe  dimenfion  littérale  feule  &  engagée 
feulement  avec  un  fadeur  ;  2°  Les  autres  équations  que  nous 
avons  vues  ci-deffus,  mais  dont  l'équation  de  la  plus  baffe 
dimenfion  ne  peut  Être  extraite  que  par  la  combinaifon  de 
plufieurs  d'entr'elles  ,  combinaifon  dépendante  d'artifices  qui 
doivent  varier  avec  le  nombre  des  équations  6c  des  quantités  ; 
au  lieu  qu'en  n'omettant  aucune  des  équations  de  condition ,  on 
fera  toujours  affuré  qu'il  y  en  aura  de  la  forme  a  E  =  o ,  a'E1  —  o, 
&C  &  le  procédé  général  pour  avoir  E  fera  de  chercher  le  plus 
grand  commun  divifeur  de  ces  équations. 

Il  eft  vrai  que  n'ayant  pas  d'indice  général  qui  faffe  reconnoître 
C  lune  quelconque  de  ces  équations  eft  de  la  forme  fimple 
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a  E  es»  o ,  ou  de  la  forme  bE  -+- b'E'  =s  o  ,  &c.  il  faudra  prendre 
ces  équations  deux  à  deux ,  &  chercher  fi  elles  ont  un  commun 
divifeur  ;  mais  du  moins  eft-on  affuré  que  par  cette  recherche  , 
on  arrivera  aux  équations  de  la  plus  bafle  dimenfion  littérale.  Au 
lieu  qu'en  fe  bornant  à  quelques-unes  feulement  des  équations  de 
condition,  il  peut  arriver  que  ce  foient  prccifément  celles  delà 
forme  b  E  -t-  b'E1  ==  o,  ou  bE  H-  b'E'  -4-  b"E"  =  o  ,  &c. 
alors  les  moyens  d'arriver  aux  équations  finales  de  la  plus  baffe 
dimenfion  littérale  ,  font  bien  difficiles  ,  ou  du  moins  me  paroif- 
fent  bien  difficiles  à  afligner. 

Des  Equations  qui  étant  au  nombre  de  n  ,ne  renferment 
qu'un  nombre  p  d'inconnues,  p  étant  <  n. 

(  S  02  .)  Lorsque  le  nombre  p  des  inconnues  eft  moindre 
que  celui  des  équations  d'une  quantité  quelconque  n  —  p ,  la 

foffibilité  de  la  queftion  exprimée  par  ces  équations  dépend  de 
exiftence  d'un  nombre  n  —  p  d'équations  de  condition  entre 
les  coéfficiens  des  équations  propofées. 

Pour  avoir  ces  équations  de  condition  ,  de  la  moindre  dimen- 
fion littérale  qu'il  foit  poffible,  il  faut ,  avant  toutes  chofes ,  que 
les  polynômes-multiplicateurs  qu'on  y  employera,  foient  de  la 
plus  bafle  dimenfion  poffible.  Il  s'agit  donc  de  faire  voir  com- 
ment i  dans  tous  les  cas,  on  pourra  déterminer  cette  plus  bafle 
dimenfion  des  polynômes-multiplicateurs. 

(  5  0  3  •  )  D'après  ce  que  l'on  a  vu  jufqu'ici ,  fi  on  nomme  s 
la  fomme  des  expofans  des  degrés  de  chacune  des  équations 
propofées,  Ôc  t ,  S,  r",  t"',  &c.  les  expofans  des  degrés  de  la 
première,  féconde ,  troifième ,  quatrième,  &c.  équations,  on 
aura  donc  les  formes  fuivantes,  pour  celles  des  polynômes 
multiplicateurs. 

Pour  la  première  équation  (  x...p 

t—t< 

pour  la  féconde.   (  x...p  ) 

•  —  t" 

pour  la  troifième  (  x...p) 

pour  la  quatrième. ............  (  x.,,p  )*~~* 

&  ainfi  de  fuite. 
La  forme  de  l'équation-fomme  fera, , . . ,  (x,,.p)$. 
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Et  la  différence  entre  le  nombre  total  des  termes  de  l'équa-» 
tion-fomme  ,  &  le  nombre  des  coëfficiens  utiles ,  fera 

dn  N(x  . .  .p)  ' . .  . .  ( ,  t,  t„*  t,„t  te  )  , 

laquelle ,  puifque  /?ell</i,  fera  néceffairement  zéro. 

Mais  fi  on  fait  attention  que  le  dernier  terme  de  la  quantité 
quelconque  da  N(x . .  *pj—*  (  (  t,  t  * kc  )  ,  eft 

±  N(x,.,p)~i,  lequel  eft  zéro  jufqua     =  /»>  on  verra 

qu'on  aauffi</nAY*...  />;'"'...  (  f . ,  ^  ~f -,  *,  )  =  0  >  & 

que  par  conféquent  on  peut  réduire  la  forme  des  polynômes- 
multiplicateurs  à  la  fuivante 

Pour  la  première  équation......  (  x...p  )*'*'*  y 

pour  la  féconde  (  x.,.p)'  '  P9 

,  *— t"—  p 

pour  la  troiGème  (  x...p)  9 

t-t-p 

pour  la  quatrième....  (  x.,tp)  f 

&  ainfi  de  fuite. 

Et  par  conféquent  l'équation  -  fomme  fera  de  la  forme 
(x...p)'-». 

(  y  04.  )  Mais  il  s'en  faut  de  beaucoup  que  ce  foit  là  la 
forme  la  plus  fimple  :  pour  reconnoître  plus  facilement  la  route 
à  tenir  pour  arriver  à  cette  forme  la  plus  fimple ,  reprenons  les 
chofes  d'un  peu  plus  haut. 

1 .°  Lorfque  le  nombre  des  inconnues  eft  égal  à  celui  de9 
équations ,  l'expreflion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes 
de  l'équation-fomme ,  &  le  nombre  total  des  coefficiens  utiles 
des  polynômes-multiplicateurs,  n'eft  point  —  o  ,  mais  elle  devient 
une  fonction  des  expofans  connus  des  équations  propofées  :  cela 
eft  évident  par  tout  ce  qui  a  été  dit  jufqu'ici  fur  ces  fortes  d'é- 
quations. 

2.0  Lorfque  le  nombre  des  équations  furpaffe  d'une  unité  le 
nombre  des  inconnues  ,  l'expreflion  de  la  différence  entre  le 
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nombre  des  termes  de  l'équation-fomme  ,  &  le  nombre  total  des 
coëfficiens  utiles  des  polynômes-multiplicateurs  ,  eft  zéro  ;  mais 
elle  ne  peut  avoir  cette  valeur  que  dans  fa  totalité  ;  c'eft-à-dire, 
que  11  on  conçoit  que  pour  chaque  dimenfion  de  l'équation- 
fomme  ,  on  ait  calculé  les  valeurs  de  la  différence  entre  le 
nombre  des  termes  de  cette  dimenfion ,  &  le  nombre  des  coëf- 
ficiens utiles  des  dimenfions  correfpondantes  des  polynômes- 
multiplicateurs  ,  la  fomme  de  ces  quantités  ne  peut  être  zéro  , 
que  dans  l'étendue  totale  de  la  plus  grande  valeur  de  s  ,  à  zéro. 
C'eft  ce  qu'on  peut  voir  dans  ce  qui  a  été  dit  de  (  338  )  à 
(  44o  )• 

(  5  O  ^ .  )  Mais  lorfque  la  différence  du  nombre  des  équations 
au  nombre  des  inconnues  eft  plus  grande  que  1  ,  l'exprefïîon 
de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  l'équation-fomme  , 
&  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des  polynômes-multiplicateurs , 
devient  zéro  plufieurs  fois  :  ou  ppur  parler  plus  exa&ement  ,  fi 
on  calcule  cette  différence  fucceffivement,  pour  chaque  dimen- 
fion ,  à  compter  de  la  plus  haute  ,  &  qu'on  rafle  les  fommes 
fuccefïives  du  premier,  des  deux  premièrs,  des  trois  premièrs  , 
&c.  réfultats ,  on  trouvera  que  cette  fomme  paffe  plufieurs  fois 
du  pofitif  au  négatif,  ou  du  négatif  au  pofitit.  Or  tant  que  la 
fomme  de  plufieurs  de  ces  réfultats  confécutifs ,  fera  pofitive  ,  on 
peut,  d'après  ce  qu'on  a  vu  jufqu'ici ,  fupprimer  dans  l'équation- 
fomme,  toutes  les  dimenfions  qui  ont  donné  ces  réfultats  ;  & 
dans  les  polynômes-multiplicateurs ,  toutes  les  dimenfions  cor- 
refpondantes. Donc  pour  arriver  à  la  dimenfion  la  plus  baffe ,  il 
faut  déterminer  à  quelle  dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  les 
fommes  confécutives  de  ces  différens  réfultats  deviennent  zéro 
pour  l'avant  dernière  fois ,  ou  vont  paffer  du  pofitif  au  négatif 
pour  la  dernière  fois. 

(  J 06.)  Mais  quoiqu'on  puiffe  toujours  facilement  ,  ainfi 
qu'on  va  le  voir ,  déterminer  cette  dimenfion  numériquement , 
Il  s'en  faut  beaucoup  qu'on  le  puiffe  faire  algébriquement  d'une 
manière  générale.  Deux  raifons  s'y  oppofent  :  i.°  la  multitude 
infinie  de  cas  relatifs  aux  différens  rapports  de  grandeur  des  ex- 
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conféquent  de  leurs  fommes  confécutives. 

(  5°7*  )  Nous  nous  bornerons  donc  (  &  la  pratique  n'a  rien  à 
y  perdre  ni  du  côté  de  l'étendue  ,  ni  du  côté  de  la  célérité  ) 
a  expofer  la  méthode  par  des  exemples  numériques,  qui,  ea 
éclairciflant  ce  que  nous  venons  de  dire  ,  feront  allez  voir  que 
la  marche  eft  la  môme  dans  quelque  cas  propofé  que  ce  foit. 

(  5°8«)  Suppofons  d'abord  que  les  équations  propofées  font 
toutes  du  même  degré  ;  &  rappelions  que 

Conformément  à  ce  que  nous  avons  déjà  obfervé  plus  d'une  fois  , 
on  doit  rejetter  de  cette  expreC^pn  les  termes  où  l'expofant  de 
N(x.  .  .p  )  devient  négatif. 

Cela  pofé ,  l'expreflîon  de  la  différence  entre  le  nombre  des 
termes  de  la  plus  haute  dimenfion ,  &  le  nombre  des  coëfficiens 
utiles  des  dimenfions  correfpondantes  des  polynomes-multiplica* 
teurs  ,  fera 

H(x.  .  .p-i)'~P  —  nN(x...p  -i)'~,~p      n.  ~-~N(x...p-  i  f~"~m 

—  n.  .  .N(x...p-i)  4-  ÔCC. 

*  3 

Donnant  donc  fuccefTivement  à  s  toutes  les  valeurs  poflîbles 
en  nombres  entiers  pofitifs ,  depuis  s  =  nt,  jufau'à  s  =  p  ,  en 
rejettant  ,  à  mefure  qu'ils  fe  rencontreront  ,  les  termes  où 
N(x...p —  i  )  acquéreroit  un  expofant  négatif  ;  alors  on  fera  , 
dans  quelque  cas  que  ce  foit ,  des  remarques  analogues  à  celles 
que  vont  préfenter  les  exemples  fuivans. 

(  f  09.  )  Suppofons  d'abord  qu'on  ait  fix  équations  du  premier 
degré,  6c  une  feule  inconnue.  On  aura ,  pour l'expreffion  de  la 
différence  entre  le  nombre  des  termes  de  chaque  dimenfion  de 
l'équation-fomme ,  &  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des  poly- 
nômes-multiplicateurs ,  la  fuite  des  quantités  que  voici  : 
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JV^*...o;4—  «A^C*.«o;»4-  iyA^Cx-o;1—  ioAY*...oj«-f-  tiN(x...o)'  ■+■  u 

//(x..*)*  —  6N(x...o)x+  if  A^C*...o/—  ioA^C*...o;o.  —  10, 

#(*...<>;»  —  «  if  N(x...o)'  ■+-  10, 

N(x...o)'  —  6N(x...o)'  —  f, 

N(x...o)9  + 


Où  Ton  voit  i.°  que  pulfque  la  fomme  des  deux  premiers  ré- 
fultats  eft  -+-  4 ,  c'eft-à-dire  ,  pofitive ,  on  peut  anéantir  les  deux 
premières  dimenfions  de  Téquation-fomme ,  &  des  polynômes- 
multiplicateurs  ,  fie  qu'il  reftera  quatre  équations  arbitraires  à 
former  dans  l'équation- fomme  reftante. 

2.0  Que  puifque  la  fomme  des  quatre  premiers  réfultats  efl 
■+-4,  c'eft-a-dire,  pofitive,  on  peut  anéantir  les  quatre  premières 
dimenfions  de  l'équation-fomme  primitive ,  &  par  conféquent  les 
quatre  premières  dimenfions  des  polynômes-multiplicateurs  ;  6c 
qu'il  refera  quatre  équations  arbitraires  à  former  dans  l'équation- 
fbmme. 

3.0  Que  puifque  la  fomme  des  réfultats  des  dimenfions  confé- 
cutives ,  ne  devient  plus  pofitive  ni  zéro ,  fi  ce  n'eft  à  la  der- 
nière dimenfion ,  il  n  eft  plus  poffible  d'abaiffer  l'équation-fomme 
ni  les  polynômes-multiplicateurs. 

L'équation-fomme ,  de  la  plus  balTe  dimenfion  ,  eft  donc  de  la 
forme  (x . .  .1J1  =  o,  &  les  polynômes-multiplicateurs  font 
de  la  Forme  (x,..  lj°  }  Ôcilya  quatre  équations  arbitraires 
à  former  dans  l'équation-fomme. 

Les  polynômes-multiplicateurs  étant  donc  AfA!y  A",  A'"^1"  A? 
la  dernière  ligne  ou  l'équation  finale  fera 

ab'A9AmAnA* 

qui  eft  la  repréfentation  abrégée  de 

(  a  y  )  A"A'"A"A*  —  (a  b" )  A' A1"  A"  A"  -+-  (a  b'")  A' A"  A"  A*  ~(ab»)  A' A"  A'"  A" 

4"  (aP)A'A"A'uA"  -f.  (a'b")AA"'A^—  (a'b"')AA"A"A*+  ( a' b>* )A A"A"'AT 

—  (a'b*)AA"A"'A"  +  (a"b"'  )AA'A"A<  —  (a"b")A  A'A"'A*  -H  (a"  ï  )  A  A'A'"A» 

r»-  (a"'b»)AA'A"A*  -  (a"'b")  A  A' A" An  —  (a»P)AA'A"A'". 

Hhh 
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Donc  puifqu'on  a  quatre  équations  arbitraires  à  former  dans 
l'équation-fomme ,  lefquelles  peuvent  porter  indifféremment  fur 
quatre  quelconques  des  fix  cocfficiens  indéterminés,  on  aura 
conformément  à  ce  qui  a  été  dit  (  487  )  les  quinze  équations 
fuivantes 

(ab')  =  o}(ab")  =  oi  (ab"')  =  o,  (ab")  =  o ,  ( ab")  =  °  % 

(a'b")=oy(a'b'")  =  oy  (<iir)  =  o,(ttP)=*Q,(ct'VN)=*Qf  . 

fa"b"J  «  o ,  (d'V)  «  o  ,  (<MT)  _  o ,  (a!"by)  «  o ,  (flr)  =  o. 

.  Ce  font ,  en  effet ,  toutes  les  différentes  équations  qu'on  peut 
obtenir  par  la  combinaifon  des  équations  propofées  ,  deux  à 
deux  j  &  il  n'y  a  pas  d'autre  combinaifon  à  en  faire  qui  ne  foit 
une  équation  trop  compofée. 

De  ces  quinze  équations  cinq  étant  fuppofées  avoir  lieu  ,  le* 
dix  autres  en  font  une  fuite  néceffaire. 

(5  IO.)  Suppofons  ,  pour  fécond  exemple ,  cinq  équations 
du  lècond  degré ,  &  trois  inconnues.  La  différence  entre  le 
nombre  des  termes  de  chaque  dimenfion  de  l'équation-fomme  , 
ôc  le  nombre  des  coéfficiens  utiles  des  dimenfions  correfpondantes 
des  polynômes  -  multiplicateurs ,  fera  fucceflivement  comme  il 
fuit  : 

N(x...iy  —  yJVfx...x;«  u>Ar(x...t)>  —  ioN(x...xy..,.  sb  4- 1, 
}/(k...%)<  —  f  jV (*...*;♦ -t-  ioàt (*...»;»  —  ioN(x^x)".  ■+■  3, 


N(*~*)*  —  f  N(x...i)*  H-  ioN(x...x)'  ■+■  1, 

N(x...x)<—  iN(x...x)x  -f-  ioN(x.^)»  —  î, 

N {».„%)*  —  s  tf(x.~xy  —  u 

N(xLx)*  —  iN(x„x)°  -»-  I, 

»  (M?  î. 

N(x..j.)°   ■+■  »« 


Où  l'on  voit  que  Ton  peut  rejetter  les  quatre  premières  dimen- 
fions des  polynômes-multiplicateurs,  puifque  le  nombre  total  des 
termes  de  l'équation  -  fomme  ,  dans  les  quatre  premières  dimen- 
fions, efl  préciféraent  égal  au  nombre  des  coéfficiens  utiles  des 
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quatre  premières  dimenfions  des  polynômes-multiplicateurs.  Mais 
comme  paffé  ce  terme  ,  la  fomme  des  nombres  fuivans 
—  4.  1  j  4.  3,  -+-  1  ne  devient  zéro  qu'à  la  fin ,  il  n'y  3 
pas  lieu  à  une  réduction  ultérieure  de  la  forme  des  polynômes- 
multiplicateurs ,  laquelle  fe  réduit  donc  à  (x...$)x» 

(  5  I  I«  )  Suppofons ,  pour  troifième  exemple  ,  fix  équations 
du  fécond  degré  ,  &  trois  inconnues.  La  différence  entre  le 
nombre  des  termes  de  chaque  dimenfion  de  l'équation  -  fomme , 
&  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des  polynômes-multiplicateurs  , 
fera  fucceffivement  comme  il  fuit  : 

6  N  (x...t)i  ■+■  \iN(x„.x)i—  XQlf(x.~i)<+.  iyN('x...t;,  =  —  I, 
A^x..,*;»—  6  N(x~x)*-t-  if  N(x.~x)*  —  xotf(x.„i)%-h  iiN(x...i)a..  —  j, 

N(x...xy  —  6  N(x„.x)<  +  ij  N(x...x)i  —  xoN(x...t)'  '  o, 

N(x...x)f —  6N(x„%)*-k-  iiN(x...z)>  —  xoN(x.^i)'  -f.  8, 

N(x~x)<—  6N(x~i)*-t~  if  JV(x...x)'  gt 

N(x...i)*-.  6N(x...x)l+  ^N(x*xy  —  6t 

N(x.„x)*  —  6N(x...xy  —  8, 

JVfx...» )l  —  6  N(x...x)°   o, 

NCm)',  -H  j, 

j^r*».*;°  if 

Où  l'on  voit  qu'on  peut  d'abord  rejetter  les  quatre  premières 
dimenfions  des  polynômes-multiplicateurs,  &  qu'alors  il  reftera 
dans  l'équation-lormne  qui  fera  de  la  forme  (x  . . .  3)  * ,  quatre 
équations  arbitraires ,  puifque  la  fomme  des  nombres  —  1,  — .  3,  o, 
+  8,=  +  4,  c'eft-à-dire,  eft  un  nombre  pofitif. 

Mais  fi  l'on  pourlùît  l'addition  fucceffive  de  ces  nombres  ,  on 
voit  qu'on  peut  encore  rejetter  les  deux  dimenfions  fuivantes  des 
polynômes  -  multiplicateurs  ,  puifque  la  fomme  eft  encore  pofi- 
tive ,  étant  composée  des  nombres  —  1,  —  3,  o,  •+-  8 ,  -t-  ,  —  6 
qui  eft  -+-  4  :  fie  il  reftera  quatre  équations  arbitraires  dans  l'é- 
quation-fomme.  Mais  paflé  ce  terme,  il  n'eft  plus  permis  de 
diminuer  la  dimenfion  des  polynômes-multiplicateurs  ,  parce 
qu'en  continuant  d'ajouter  les  réfultats  numériques,  la  fomme 

Hhh  ij 
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ne  devient  zéro  qu'à  la  dernière  dimenfion. 

(  J  i  2 .  )  Nous  ne  multiplierons  pas  d'avantage  ces  exemples 
qu'il  eft  aifé  de  prendre  fur  un  plus  grand  nombre  d'équations  ôc 
d'inconnues  ,  ôc  fur  des  degrés  plus  élevés.  Mais  nous  obferverons 

Sue  quoique  nous  ayons  fuppofé  les  équations  propofées  toutes 
umême  degré,  ce  que  nous  avons  dit  ($02  &  fuiv.) ,  n'a  pas  moins 
lieu  lorfqu'elles  font  de  degrés  différens  ,  &  le  procédé  eft  abfo- 
lument  le  môme  pour  découvrir  les  réductions  dont  peut  être 
fufceptible  la  forme  générale  des  polynômes-multiplicateurs. 
Cependant  il  eft  à  propos  de  dire  un  mot  fur  les  différens  termes 
qui  compoferont  les  expreflions  confécutives  de  la  différence 
entre  le  nombre  des  termes  de  chaque  dimenfion  de  l'équation- 
fomme ,  ôc  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des  dimenfions  cor- 
refpondantes  des  polynômes-multiplicateurs. 

(  S  1  3  •  )  Cette  expreffion  générale  fera  toujours 

de  laquelle  on  aura  rejetté  tous  les  termes  ou  N ( x. .  .p)  auroit 
un  expofant  négatif.  Mais  pour  avoir   le  développement  de 

d»  N(x . .  .p)*  -'..-(,, ,/,"/,  &e.  ) ,  on  obfervera 

1.  °  Que  le  premier  terme  ne  contiendra  que  N(x...p)*-p. 

2.  °  Que  le  fécond  aura  le  figne  — ,  &  fera  compofé  de 
N(x  .  ..v)  avec  tous  les  différens  expofans  qui  peuvent  ré- 
fulter  delà  fomme  des  quantités  t,t'yt",  ôtc.  ajoutées  n  —  i 
â  n  —  i  ,  cette  fomme  étant  diminuée  de  p. 

5«°  Que  le  troifième  aura  le  figne  -h ,  &  fera  compofé  de 
N(x...pï  avec  tous  les  différens  expofàns  qui  peuvent  ré- 
fulter  de  la  fomme  des  quantités  t ,  r7,  r",  &c.  ajoutées  n  —  a 
à  n  —  2  ,  cette  fomme  étant  diminuée  de  p. 

4°  Que  le  quatrième  aura  le  figne  — ,  &  fera  compofé  de 
N(x  ...p)  avec  tous  les  différens  expofàns  qui  peuvent  réfulter 
de  la  fomme  des  quantités  t ,  t  t  ",  ôcc.  ajoutées  n  —  3  à  «  —  3, 
cette  fomme  étant  diminuée  dtp  ;  ôc  ainfi  de  fuite. 

Par  exemple,  le  développement  de  d1  N(x... pj,+  t' 
fera 
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-  Arf*..,p/"f','~'  +  N(x...p)'  ~  P 

-  N(x..*)t  +  ,'~'  ■+-  N(x„.p)  ~* 

Mais  dans  l'ufage  que  nous  faifons  ici  de  ces  fortes  d'ex- 
prelïions,  nous  omettrions  le  terme  JV/ x...p)~~r. 

(  ?  1  4*  )  Quoique  la  marche  que  l'on  devra  tenir  ,  lorfque 
les  équations  propolées  ne  feront  pas  toutes  du  môme  degré ,  foit 
facile  à  appercevoir  actuellement ,  cependant  comme  la  forme  des 
expreffions  à  calculer  offre  plus  de  détails ,  nous  croyons  devoir 
en  donner  un  exemple. 

Suppofons  donc  qu'on  ait  quatre  équations  à  deux  inconnues  , 
de  la  forme  (x. . .  o  ,  (x,..*)*  =  o,  (x..,  2)*  =  o  , 

(x.. .  2J1  =  o. 

L'expreflion  de  la  différence  entre  le  nombre  total  des  termes 
de  l'équation  -  fomme  ,  &  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des 
quatre  polynômes-multiplicateurs  ,  fera  donc 

/.jrf......;—  (..r.*.> 

Et  l'expreflion  de  cette  môme  différence ,  pour  la  plus  haute 
dimenfion  de  l'équation  -  fomme  ,  fera 

i*N(x... (4.f.»,> 

Si  on  développe  cette  expreflion  conformément  à  ce  nue  nous 
avons  dit  (  Ji 3  )  ,  &  qu'on  en  rejette  tous  les  termes  où  É(x ...ij 
auroit  un  expofant  négatif;  ôc  qu'enfuite  on  en  déduife  fuccefc 
fivement  les  expreffions  correspondantes  aux  autres  dimenfions 
fucceffives  de  l'équation-fomme  ,  on  trouvera  d'abord  pour  la 
plus  haute  dimenfion 

AY*...t/  —  N(x...ty  -h  N(x...i)<  —  N(x...i)*  4-  N(x..,i)—* 

—  N(x...j)'  ■+-  N(x...i)*  —  N(x...\)* 

—  W(x„,t)i      JV(x...i)*  —  N(x..,x)* 

~  -f-  —  #(*....;—» 
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Remettant  donc  les  termes  N(x...\)"x  ôc  Nfx. . . \) ™  1 ,  puis 
réduifant  on  aura 


jvf*...ij»  —  N(x...\y  —  jv(x...i;«     itf(x.„î)*  —  j^Cx^o0  =+  i 

&  pour  les  dimenfions  fuivantes 

N(x..,i)7  —  N (x...i)<  —  N(x...i)<  «+■  xN(x...\)x  s -f-  i, 

N(x,..iy  —  N(x...xy  —  N(x...ty  -+-  xivf«...t;«   o, 

A^Cx...i;f  —  w(x...i;«  —  A\'x...ij'     iJ^(x...\)<>   —  r, 

#(X..,iy  —  N(x...iy  —  N(x...iy  —  i, 

JV(x..,\)i  —  JV(x...iy  —  N(x...i)>  —  r, 

A(x...i)>  —  #(x...i)'  —  #(x...i)°   o, 

N(x...i)'  —  N(x...i)'  -t-  I, 

ày*„.i;°  >  -f-  u 


Si  on  prend  les  fommes  confécutives  -4-  i ,  •+■  i  *4-  i  , 
+  i  +  î  +  o,  +  i  +  i+o  —  i,  des  quatre  premières 
dimenfions  ,  on  voit  pelles  font  toutes  pofitives ,  Ôc  ne  com- 
mencent à  devenir  négatives  qu'à  la  cinquième  :  on  peut  donc 
anéantir  les  quatre  dimenfions  fupérieures  de  l'équation- fomme  : 
&  comme  la  dernière  fomme  H-  î  ■+■  i  -+-  o  —  i  fe  réduit 
à  -f-  i ,  il  reftera  donc  une  équation  arbitraire  à  former  dans 
Téquation-fomme.  De  plus ,  comme  cette  équation  arbitraire  vient 
des  dimenfions  fupérieures  ,  on  pourra  la  faire  porter  fur  tel  des 
coéfHciens  reftans  qu'on  voudra. 

On  pourra  donc  en  ne  formant ,  au  contraire ,  aucune  équation 
arbitraire  ùjuiv.  ),  dériver  du  calcul  de  la  dernière  ligne t 
toutes  les  équations  de  condition  qui  peuvent  fatisfaire  à  la  quef- 
tion ,  ainfi  que  toutes  celles  qui  en  leront  une  fuite  néceflaire. 

L'équation-fomme  étant  donc  réduite  à  la  dimenfion  4  ,  on 
voit  qu'elle  fera  de  la  forme  (x . . .  2)'  =  o  ,  &  que  par  confis- 
quent les  polynômes-multiplicateurs  des  équations  feront  comme 
il  fuit  : 

Pour  1  équation  fx...îJ4  =  o   (*...*,)•, 

Pour  l'cqnation  (x.,.i)>  =  o  (  x...x  )'  , 

Pour  l'équation  (x.,,%)*  wb  o   ( x...*)*  , 

Pour  IVquation  (x...i)'  ao„  (  x. . .  x  ) 
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(  y  I  5.  )  Nous  venons  de  dire  qu'il  refteroit,  dans  l'équation- 
fomme,  une  équation  arbitraire  à  former.  Il  faut  bien  remarquer 
conformément  à  ce  que  nous  avons  déjà  fait  obferver  ailleurs 
que  ce  que  l'on  trouve  d'équations  arbitraires  à  former,  d'après 
cet  examen ,  n'eft  pas  la  totalité  des  équations  arbitraires.  Pour 
favoir  ce  qu'il  peut  en  relier  d'ailleurs ,  il  faut  obferver  que 
le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des  polynômes-multiplicateurs 
des  équations 

(x.~p)   —0  eft refpeérivement  d*  XN(x.,.p)'  *      . .  f  '~'~p  \ 

<W—  ;-;-  ), 

 <•"'  "e- er -'...{  t/-'  )  j 

&  ainfi  de  fuite. 

Donc  le  nombre  des  cocfficiens  ou  des  équations  arbitraires 
fera 

Pour  le  1."  Polynôme  N(x...p)'~  N(x...p)'  '        Ç  '~'~Pi.e 

pourlefecond  N(x...p)'  '   9—f     N(x...p)'  '  tjTjlj£\9 

pourletroilîème....  N(x...p)*  '   P—d"  *N(x...p)*      P...        '&~ '  )  ; 

&  ainfi  de  fuite. 

(Jl^.)  Et  pour  reconnoître  quel  en  fera  le  nombre  dans 
chaque  dimenfion  ,  ce  qu'il  eft  encore  important  (  2^&fuiv.)  de 
favoir,  on  aura  les  expreflions  fuivantes 

Pour  le  1."  polynôme. .  N(x.,.p—i)'  '        d"    N(x~p—\)'  '         (  , 't~'.'^£), 

pourlefecond.  N(x~p—i)         —d      H(x.,.p—\)         ...^  J^te. 

pour  le  troifième  N(x...p-i)'~'  ~P-d"~* N(x~.p-0'"   '"  '(  )• 

&  ainfi  de  fuite. 

(5l7.)  C'eft  ainfi  qu'on  trouvera  ,  dans  l'exemple  précédent, 
qu'outre  'équation  arbitraire  que  les  réfultats  numériques  nous 
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ont  indiqué  refter  à  former  dans  l'équation-fomme  ,  il  y  en  a 
encore  quatre  autres,  favoir  i.°  un,  provenant  du  polynôme- 
multiplicateur  de  l'équation  (x...  a)1  =  o  ,  &  pour  lequel 
l'équation  arbitraire  peut  être  formée  dans  telle  dimenfion  de 
l'équation-fomme  que  Ton  voudra.  3.0  Trois ,  provenans  du  po- 
lynôme-multiplicateur de  l'équation  (x . . .  2J*  o  o ,  mais  dont 
deux  feulement  peuvent  fournir  deux  équations  arbitraires  dans 
telle  dimenfion  que  ce  foit  de  l'équation-fomme  ,  &  le  troi- 
fième  ne  peut  donner  d'équation  arbitraire  que  dans  les  dimenfions 
de  l'équation-fomme  inférieures  à  la  première. 

Des  cas  ou  pour  avoir  les  équations  de  condition  de  la. 
plus  baffe  dimenfion  littérale  ,  on  ne  doit  pas  employer 
toutes  les  équations  propofées. 

(  5  I  8-)  Lorsq'un  certain  nombre  des  équations  propofées , 
feront  fufceptibles  de  donner  une  ou  plufieurs  équations  de 
condition  d'une  dimenfion  littérale  plus  bafle  que  ne  donneroit 
la  combinaifon  d'un  plus  grand  nombre  des  équations  propofées , 
on  le  reconnoîtra  facilement  d'après  la  méthode  précédente  , 
&  voici  comment. 

Après  avoir  déterminé  ,  comme  nous  l'avons  enleigné,  la 
plus  bafle  dimenfion  que  puifle  avoir  l'équation-fomme  ,  on  en 
conclura  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs.  Autant  on 
trouvera  de  formes  dont  1  expofant  fera  négatif,  autant  il  y  aura 
d'équations  à  exclure  pour  avoir  les  équations  de  condition  de 
la  dimenfion  littérale  la  plus  baffe. 

Par  exemple ,  fi  on  avoit  quatre  équations  de  cette  forme 

(        i  J  *  =  o  ,   (  x...i  )'  =  o  ,    (x...  1  )  '  sb  o  ,    (x,..t  )*  =:  0  ; 

on  voit  qu'il  doit  y  avoir  des  équations  de  condition  dont  la 
dimenfion  littérale  ne  pafle  pas  deux;  mais  l'équation  ou  les 
équations  de  condition  réfultantes  de  la  combinaifon  des  quatre 
équations  propofées ,  ne  peuvent  pas  être  d'une  dimenfion  lit- 
térale moindre  que  quatre. 

Auffi  la  méthode  aftuelle  le  fait-elle  connoître.  En  effet  les 
expreffions  confécutives  de  la  différence  entre  le  nombre  des 
termes  de  chaque  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  &  le  nombre 

des 
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des  coèrRciens  utiles  des  dimenfions  correfpondantes  des  poly- 
nômes-multiplicateurs ,  feront  telles  qu'il  fuit  : 

H(x...o)<  —  îN(x...o)>  -h  tN(x...o)x  -+-  %N(x...o)'  —  j  N(x..*)°~  «—  f , 

Nf*...o;«  —  iN(x...o)>  -f-  >Nf*...o;-  -+-  %N(x~o)'  -+-  », 

N(xmo)*  —  3  N(*...oj>       xN(x...o)'   o, 

N(x„.o)'  —  }N(x...o)*  —  t, 

K(x...o)*  -f-  U 

Où  l'on  voit  que  la  ibmme  —  1+2  +  0  des  trois  premiers 
réfult  ats  étant  pofitive ,  on  peut  réduire  l'équation-fomme  à  la 
forme  (x .  . .  \) 1  =  o  ,  avec  une  équation  arbitraire  qui  reliera. 

Mais  fi  de  cette  forme  on  déduit  celle  des  polynômes-multipli- 
cateurs ,  on  verra  que  l'équation  (x...  \)l  =  o  auroit  pour  poly- 
nôme-multiplicateur ,  un  polynôme  de  la  forme  (x  ...  ; 
c'eft  donc  une  indication  que  cette  équation  n'entre  point  dans 
l'équation-fomme  de  la  plus  bafle  dimenfion. 

(  5*1  9*)  Mais  après  avoir  obtenu  ainfi  les  équations  de  la 
dimenfion  littérale  la  plus  bafle ,  on  n'eft  pas  difpenfé  pour  cela 
de  chercher  au-delà.  Ici ,  par  exemple ,  on  parviendrait  à 
trouver  trois  équations  de  condition  dont  la  dimenfion  littérale 
feroit  deux.  Mais  quoiqu'il  ne  faille  que  trois  équations  de  condi- 
tion pour  fatisfaire  à  la  queftion  ,  on  fe  tromperoit,  fi  on  croyoit 
pouvoir  les  prendre  toutes  trois  dans  ces  trois  équations  de  la  féconde 
dimenfion  littérale.  En  effet,  l'une  de  ces  trois  dernières  équa- 
tions eft  fuite  néceflaire  des  deux  autres ,  6c  n'exprime  rien  de  plus. 

Pour  trouver  les  autres ,  il  faudra  ,  comme  nous  l'avons  déjà 
dit  ailleurs,  prendre  la  forme  immédiatement  au-deflus  ;  Ôc  on 
aura  les  équations  de  condition  de  la  dimenfion  littérale  la  plus 
fimple  après  la  précédente.  Si  les  expofans  des  formes  de  tous 
les  polynômes-multiplicateurs ,  ne  font  pas  encore  toutes  pofi- 
tives ,  on  prendra  encore  la  forme  immédiatement  au-deflus ,  6c 
toujours  de  même,  jufqu'à  ce  que  tous  ces  expofans  devenant 
pofitifs  ,  ou  tout  au  moins  zéro  ,  on  aura  l'équation  où  les  équa- 
tions de  condition  de  la  plus  bafle  dimenfion  littérale  qui 
puifle  réfulter  de  la  combinaifon  de  toutes  les  équations  propofées. 

(  5  2  O.  )  Au  furplus ,  en  fe  conformant  à  ce  qui  a  été  dit 

Iii 
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<  487  &  fuiv.) ,  cette  dernière  forme  des  polynômes-multiplicateurs 
donnera  toutes  les  équations  de  condition,  &  par  conféquent  celles 
que  donneroient  les  formes  plus  baffes  des  polynômes-multiplica- 
teurs ;  mais  celles-ci  feront  alors  compliquées  d'un  fà&eur.  Quoi- 
qu'il en  foit ,  pour  avoir  toutes  les  différentes  expreffions  des 
conditions  dont  la  queftion  peut  dépendre  ,  la  forme  de  l'équation- 
fomme ,  la  plus  baffe  à  laquelle  on  puiffe  s'arrêter ,  eft  celle  qui 
donnera  la  valeur  pofitive  la  plus  baffe  à  tous  les  expofans  des 
polynômes-multiplicateurs  ;  &  il  faudra  môme,  dans  quelques  cas 
(  4P  S  )  >  remonter  jufqu*à  la  forme  immédiatement  au  -deffus. 

Ainfi  dans  l'exemple  ci-deffus ,  quoique  je  voie  que  la  fomme 
des  réfultats  —  1  -+-  2  -+-  o  eft  une  quantité  pofitive  qui  permet 
d'abaiffer  l'équation -fomme  à  la  dimenfion  1  ;  fi  je  ne  veux 
omettre  aucune  des  expreffions  des  équations  de  condition ,  je 
m'arrêterai  feulement  à  la  fomme  —  1  -h  2  des  deux  premiers» 
réfultats  ;  c'eft-à-dire ,  que  je  me  fixerai  à  l'équation-fomme  de 
la  forme  (x . . .  1 J*.  A  la  vérité,  celle-ci  en  me  donnant  toutes 
les  équations  ,  me  donnera  celles  qu'auroit  produit  la  forme 
(x...  1J1,  me  les  donnera,  dis- je,  plus  compofées  qu'elles  ne 
font  ;  mais  elle  n  ote  pas  les  moyens  de  trouver  celles-ci. 

De  la  manière  de  reconnaître  ,  parmi  plujîeurs  Equations 
données  ,  quelles  font  celles  qui  font  une  fuite  necef- 
faire  des  autres  ou  de  quelques-unes  des  autres. 

(  5  2  T  •  )  Lorqu'a  l'aide  d'un  nombre  n  d'équations ,  on 
élimine  un  nombre  d'inconnues  =*  p  <  n ,  la  queftion  exprimée 
par  ces  équations  ,  eft  ramenée  à  dépendre  de  l'exiftence  d'un 
nombre  n  —  p  d'équations  de  condition  entre  les  coëffkiens 
donnés  des  équations  propofées. 

Mais  nous  venons  de  voir  qu'il  exifte  prefque  toujours  un 
nombre  d'équations  de  condition  beaucoup  plus  grand  que  n  —  p, 
il  y  en  a  donc  plufieurs  qui  font  une  conféquence  néceffaire  les 
unes  des  autres.  Donc  fi  on  fe  contentoit  de  prendre  indiffé- 
remment parmi  toutes  les  équations  de  condition  que  l'on  auroit , 
ou  que  l'on  peut  avoir  ;  fi  on  fc  contentoit ,  dis-je  ,  d'en  prendre 
indifféremment  un  nombre  n  —  p ,  il  pourroit  fouvent  arriver 
^u'on  ne  fatisferoit  point  à  la  queftion.  En  effet  ,  fi  fur  ce 
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nombre  n  —  p ,  il  y  en  a  un  nombre  q  qui  foient  une  fuite 
néceflaire  des  autres  ,  on  eft  précifément  dans  le  môme  cas  que  fi 
l'on  n'eut  employé  qu'un  nombre  n  —  p  —  q  de  ces  équations 
de  condition,  ce  qui  eft  infuffifant. 

(  522.)  Quoiqu'il  y  ait  des  cas  où  l'on  puifle ,  à  1'infpetYion 
feule ,  juger  fi  une  équation  propofée  eft  une  fuite  de  quelques 
autres ,  il  y  en  a  un  nombre  infiniment  plus  grand ,  où  les 
caractères  auxquels  on  pourroit  en  juger  ,  feroient  très-difficiles 
à  faifir.  Pareillement ,  il  y  a  quelques  cas  où  l'on  peut  parvenir 
à  s'afTurer  plus  facilement  ôc  plus  prbmptement  que  par  la  mé- 
thode générale  que  nous  allons  propofer  ,  fi  une  équation  eft 
fuite  de  quelques  autres  ;  mais  il  y  en  a  un  nombre  infiniment  plus 
grand,  où  les  artifices  analytiques  propres  à  abréger  le  travail, 
feroient  très  difficiles  à  découvrir. 

(  5^3.)  Par  exemple  ,  les  trois  équations  (ab'  )  =  o , 
(ab")  =0,  ( d 'b" )  =*  o,  font  les  équations  de  condition 
que  fourniflent  les  équations 

a  x    -+-    b    —  o  , 

a'  x    -+-    b'  —  o  , 

a"x    -f-    b"  =  o. 

Comme  celles-ci  ne  peuvent  dépendre  que  de  deux  équations 
de  condition ,  il  faut  que  l'une  des  trois  ci-deflTus  ,  foit  une  fuite 
néceflaire  des  deux  autres.  Or  avec  un  peu  d'ufage  du  calcul  & 
des  théorèmes  pareils  à  ceux  que  nous  avons  enfeignés  à  trouver 
(  2 1  j  &  fuiv.  ) ,  je  vois  que  fi  de  la  première  multipliée  par  a"  ,  je 
retranche  la  féconde  multipliée  par  a!,  j'aurai  (a  b'Ja"  —  fa  b")  a'=  o, 
mais  (219)  on  a  fab'Ja"—  (aV')ct  +•  ( a' b" ) a  =  o  ; 
donc  (d  b")  a  —  o ,  ou  (a!  b")  =  o ,  donc  l'équation  (a'b")  =  o  , 
eft  une  fuite  néceflaire  des  deux  équations  (ab')  —  o,(ab")=  of 

(  5  24«  )  Mais  ce  que  nous  trouvons  ici  très-facilement  par  un 
artifice  particulier,  nous  ne  le  trouverions  pas  de  môme  ,  ou  du 
moins ,  avec  la  môme  facilité ,  s'il  étoit  queft ion  de  faire  voir 
que  des  trois  équations 

(a  y  )  .  (ht»)  -  (ac'  y  =  o,  • 

(ab")  .  (b£")    -    (ac»y  =0, 
{a'b" )  .  (b'c")   ~  (a'c"y  m  o. 

lit  ij 
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qui  font  données  par  les  trois  équations 


L'une  quelconque  eft  une  fuite  néceflaire  des  deux  autres ,  ce 
qui  eft  néanmoins. 

Il  n  eft  pas  facile  de  voir  par  quelle  fon&ion  on  doit  multi- 

{)lier  deux  de  ces  équations  ,  pour  trouver  la  troifième  dans  la 
bmme  ou  la  différence  des  deux  produits  :  &  quand  on  le 
fauroit,  on  feroit  encore  bien  embarraflé  de  voir  à  quel  théorème 
de  la  nature  de  ceux  qu'on  peut  trouver  par  ce  qui  a  été  dit 
(  2 1  ;  &  fuiv.  ) ,  on  doit  avoir  recours  ,  pour  rendre  praticable  la 


opérations. 

($2  J.)  Abandonnant  donc  les  artifices  particuliers  que  les 
circonftances ,  la  forme ,  &c.  des  équations  propofces  peuvent 

{>réfenter ,  il  eft  queftion  ici  de  la  manière  générale  de  s'aflurer 
î  parmi  plufieurs  équations  propofées ,  l'une  quelconque  eft  une 
fuite  d'un  certain  nombre  des  autres. 

Obfervons  d'abord  qu'une  équation  peut  être  i.°  fuite  nécef- 
faire  d'une  autre  :  2.0  fuite  néceflaire  de  deux  autres ,  fans  l'être 
ni  de  l'une  ni  de  l'autre  féparément.  Par  exemple ,  l'équation 
a'  x  H-  b'  =  o ,  eft  fuite  néceflaire  des  deux  équations 
a  x  -h  b  —  oy(a-*-ma.')x  ■+-  b  -\~  mb'  —  o  ,  quoiqu'elle 
ne  foit  une  fuite  néceflaire  ni  de  l'équation  ajc  +  i=o,  ni 
de  l'équation  ( a  •+-  m  a'J x  •+■  b  ■+■  m  b'  =  o.  3.0  Suite  néceflaire 
de  trois  autres,  quoiqu'elle  ne  foit  fuite  d'aucune  ni  de  ces 
équations,  ni  de  leurs  combinaifons  deux  à  deux,  &  ainfî  de 
fuite. 

(  5"  2  6.  )  Si  une  équation  eft  fuite  néceflaire  d'une  autre  ,  on 
Je  reconnoîtra  par  le  procédé  fuivant. 

Choififlez  une  lettre  qui  foit  commune  à  ces  deux  équations  t 
&  regardant  cette  lettre  comme  repréfentant  une  inconnue  p 
éliminez  cette  inconnue ,  à  l'aide  des  deux  équations ,  par  lea 


û  x*  +  +  c  =  o  , 
a!  x*  -4-  V  x  c'  =  o, 
a"xl  ■+•  b"x  «4-  c"  =  0. 
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règles  données  jufqu'ici  ;  le  réfultat  de  l'élimination  fera  une 
quantité  identique ,  c'eft-à-dire,  qui  deviendra  zéro  d'elle-même. 
Ou  ce  qui  revient  au  même  ,  en  procédant  au  calcul  des  lignes, 
vous  trouverez  zéro  pour  valeur  de  la  dernière  ligne. 

Par  exemple,  je  vois  que  l'équation  max*  •+-  mbx-i-  mc=  o, 
eft  une  fuite  néceflaire  de  l'équation  a  x*  -+-  bx  c  =  o , 
parce  qu'en  éliminant  x ,  j'arrive  à 

(mab  —  mabj  .  (mbc  —  mbc)  —  (mac —  mac)*  =  o, 
c'eft-à-dire  ,  à  o  =  o. 

(527.)  Si  une  équation  eft  fuite  néceflaire  de  deux  autres, 
on  le  reconnoîtra  par  le  procédé  fuivant. 

Choififlez  deux  lettres  communes  aux  trois  équations  ,  ou 
telles  que  fi  l'une  n'entre  que  dans  deux  de  ces  équations  , 
l'autre  entre  dans  la  troifième ,  &  dans  l'une  au  moins  de  ces 
deux-là.  Regardant  ces  deux  lettres  comme  deux  inconnues  , 
éliminez  ces  deux  inconnues  à  l'aide  des  trois  équations  ;  &  le 
réfultat  du  calcul  des  lignes  vous  conduira  à  zéro  pour  valeur 
de  la  dernière  ligne  ;  c'eft-à-dire  ,  que  la  dernière  ligne  fera 
zéro  par  elle-même. 

{  5"  2  8-  )  Si  une  équation  eft  fuite  néceflaire  de  trois  autres , 
on  le  reconnoîtra  par  le  procédé  fuivant. 

Choififlez  trois  lettres  qui  foient  communes  aux  quatre  équa- 
tions ,  ou  qui  du  moins  foient  telles  que  la  valeur  d'aucune 
d'entr'elles  ne  puifle  être  déterminée  indépendamment  des  deux 
autres.  Regardant  ces  trois  lettres  comme  trois  inconnues  ,  éli- 
minez ces  trois  inconnues  à  l'aide  des  quatre  équations  ;  fi  de 
ces  quatre  équations  l'une  quelconque  eft  fuite  des  trois  autres  ,  le 
réfultat  de  cette  élimination  fera  zéro  par  lui-même. 

(  K  1 9.  )  En  général,  fi  une  équation  eft  fuite  néceflaire  d'un 
nombre  quelconque  n  —  1  d'autres  équations  ;  choififlez  un 
nombre  n —  1  de  lettres  qui  foient  communes  aux  n  équations, 
ou  qui  du  moins  foient  telles  qu'aucune  ne  puifle  être  déter- 
minée indépendamment  des  n  —  2  autres.  Regardant  ces  n  —  1 
lettres  comme  autant  d'inconnues ,  éliminez-les  à  l'aide  des  n 
équations  :  le  réfultat  de  cette  élimination  fera  zéro  par  lui- 
même. 
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Ainfi,  pour  reconnoître,  par  exemple  ,  fi  des  trois  équations 

»  , 

(aV).(bc*  )  —(ad)x  =  o, 
(ab").(bc")  —  (ad')*  =  o, 

(éV).(Vé)  — —  + 

Tune  quelconque  eft  fuite  des  deux  autres  (  comme  nous  favons 
d'ailleurs  que  cela  doit  être  )  ;  je  prendrois  a  Se  a'  pour  in- 
connues. Eliminant  donc  a  &  a'  par  les  règles  données  jufqu'ici , 
&  en  employant  les  trois  équations ,  j'arriverois  à  une  équation 
où  tout  le  détruiroit  fans  aucune  valeur  particulière  aux  quan- 
tités  a,a!ya";  b9V$Vi  c,  C,  c". 

Des  Equations  qui  ne  font,  qu'en  partie ,  une  fuite 
necejfaire  les  unes  des  autres, 

(  J  30-  )  Les  équations  dont  il  vient  d'être  queftion  (  5*2 1  6» 
fuiv.  )  ,  font  donc  celles  dont  aucune  n'exprime  rien  que  les 
n  —  1  autres  n'expriment  fuffifamment  ;  enforte  que  ces  n  —  1 
autres  fatisfont  auïïî  pleinement  à  la  queftion  que  le  feroient  les 
n  équations. 

Mais  il  eft  des  équations  qui ,  au  nombre  de  n  ,  font  telles 
que  n  —  1  de  ces  équations  étant  fatifaites ,  la  n.ème  l'eft  aufli  , 
fans  qu'on  puifle  dire  pour  cela  que  la  queftion  foit  aufli  com- 
plètement exprimée  par  ces  n  —  1  équations ,  que  par  le  nombre 
total  n  de  ces  équations.  • 

Par  exemple ,  fi  on  a  les  deux  équations 

ma  x1  •+-mbx-\-nb  =  o, 
-H  n  a 

* 

ma'x*       m  b'x  H-  nb?  =a  o  J 
H-  nd 

Si  on  met  pour  x ,  dans  chacune  ,  la  .quantité  —  —  ,  on  verra 

qu'elles  font  fatisfaites  ;  donc  dans  ce  cas  l'une  de  ces  équations 
eft  fuite  néceffaire  de  l'autre. 
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Et  en  effet ,  fi  on  élimine  x ,  à  l'aide  de  ces  deux  équations  , 

on  trouvera  m' nl (ab' '—  db)%  —  mxnx (ab'  —  a'b)*  =  o, 

c'eft-à-dire  ,0  =  0. 

On  fe  tromperoit  cependant ,  fi  de  ce  dernier  rcTultat  on 
concluoit  que  1  une  des  deux  équations  propofées  exprime  toute 
la  queftion. 

En  effet  Tune  des  deux  équations  ne  fatisfait  à  l'autre  que 
par  un  de  fes  fadeurs ,  par  le  fadeur  m  x  -f-  n. 

Si  on  réfout  la  féconde  ,  par  exemple  ,  on  la  trouvera  dé- 
compofable  en  ces  deux  facteurs  a'  x  -+•  b' ,  &  m  x  -+■  n.  Si  on 
réfout  pareillement  la  première ,  on  la  trouvera  décompofable  en 
ces  deux  facteurs  ax  •+•  b,  &  mx 

On  peut  donc  regarder  la  queftion  comme  exprimée  par  ces 
deux  couples  d'équations 

mx  +  «  —  o,  mx       «  =  o, 
&  ax       b  =  o ,  a' x  H-  b1  =  o. 

Le  premier  couple  eft  évidemment ,  s'il  étoit  feul ,  dans  le 
cas  des  équations  dont  il  a  été  queftion  (  pi  &fuiv.)',  mais 
le  fécond  conduit  à  l'équation  de  condition  ab'  —  d b  =  o 
ou   (ab' )  =  o. 

Donc  quoique  par  l'élimination  de  x  dans  les  deux  équa- 
tions propofées ,  on  arrive  à  un  réfultat  identique  ,  on  fe  trom- 
peroit fi  on  en  concluoit  que  l'une  des  deux  équations  pro- 
pofces fuffit  pour  fatisfaire  à  la  queftion. 

(  5  3  I  •  )  Mais ,  pourra-t-on  dire ,  fi  d'être  conduit  à  une  équa- 
tion identique  n'eft  pas  un  figne  certain  que  fur  un  nombre  n 
d'équations,  n —  1  fufnfent  pour  la  folution  complette  de  la 
queftion  ,  la  méthode  donnée  (  $21  ùfuiv.  )  ne  fera  donc  pas 
plutôt  connoître  fi  des  équations  propofées  l'une  eft  une  fuite 
parfaite  des  n  —  1  autres  ,  qu'elle  ne  fera  connoître  fi  elle  n'en 
eft  fuite  qu'en  partie. 

Non,  fans  doute ,  fi  avant  d'appliquer  ce  qui  a  été  dit  (  f2i  & 
fuiv.  )  y  on  n'a  pas  eu  foin  de  Amplifier  les  équations  propofées 
autant  qu'il  eft  polfible  ;  c'eft-à-dire,  de  leur  ôter  leur  commun 
divifeur. 
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Mais  fi  au  contraire  on  a  eu  foin  de  leur  ôter  le  commun 
divifeur ,  alors  on  ne  peut  être  conduit  à  un  réfultat  identique , 
qu'autant  que  l'une  des  équations  fera  une  fuite  parfaite  des 
autres  :  donc  le  fymptôme  donné  (  J21  &  fuiv.  )  fera  toujours  dé- 
couvrir sûrement  fi  quelqu'une  des  équations  propofées  eft  fuite 
parfaite  des  autres. 

Au  refte  il  ne  faut  pas  croire  que  les  équations  qui  ne  font 
qu'en  partie  fuite  les  unes  des  autres ,  donneront  toujours  zéro 

Kur  réfultat  de  l'élimination.  Cela  dépend  de  la  quantité  que 
n  y  prendra  pour  inconnue. 

Par  exemple  ,  fi  on  a  ces  deux  équations 

a  m  xy  •+■  n  a  x  «4-  m  by  H-  n  b  —  o  , 

dmxy  H-  n  a'x  H-  m  b'y       nV  =  o. 

Et  qu'on  élimine  en  prenant  x  pour  inconnue  ,  on  ne  fera 
point  conduit  à  une  équation  identique.  Ce  fera  le  contraire ,  fi 
on  élimine  en  prenant  y  pour  inconnue.  La  raifon  de  cela  eft 
que  le  commun  divifeur  de  ces  deux  équations ,  qui  eft  my  -+•  n  , 
ne  doit  point  renfermer  d'jc,  mais  feulement  desj^. 

Ce  feroit  peut-être  ici  le  lieu  de  parler  de  l'ufage  des  mé- 
thodes données  dans  cet  ouvrage,  pour  la  recherche  du  com- 
mun divifeur  des  quantités  littérales.  Mais  Je  peu  de  difficulté 

3ui  refte  à  préfent ,  à  faire  cette  application  ,  6c  les  autres  objets 
ont  il  nous  refte  à  parler  ,  nous  déterminent  à  ne  pas  nou9 
arrêter  fur  celui-là. 

Réflexions  fur  l'Elimination  fucceflive, 

(f  32.)  C'est  à  préfent  que  le  Le&eur  peut,  cerne 
femble,  faire  une  juftc  appréciation  de  l'état  de  l'Analyfe  rela- 
tivement à  l'élimination  ,  avant  les  méthodes  que  nous  pro- 
pofons  dans  cet  ouvrage. 

Toutes  les  méthodes  d'élimination  connues  jufqu'à  préfent , 
procèdent  par  élimination  fucceffive.  Suppofons  donc  qu'on  eut 
trois  équations  &  trois  inconnues.  Apres  les  avoir  mifes  fous  la 
forme  d'équations  à  une  feule  &  même  inconnue ,  on  procéderait 

donc 
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donc  à  l'élimination  de  cette  inconnue  ,  à  l'aide  de  ces  trois 
équations  ,  pour  avoir  entre  leurs  coëfEcîens  deux  équations  de 
condition.  Comme  ces  coëfficiens  font  des  fondions  des  deux 
inconnues  reftantes,  on  aurait  alors,  entre  ces  deux  inconnues, 
deux  équations  qui ,  étant  miles  fous  la  forme  d'équations  à  une 
feule  &  même  inconnue,  donneraient  par  l'élimination  de  cette 
inconnue  ,  une  équation  qui  ne  renfermerait  plus  qu'une  feule 
inconnue. 

Ceft  à  cela  que  fe  réduifent  toutes  les  méthodes  de  l'élimi- 
nation connues  julqu'ici ,  du  moins  les  méthodes  générales. 

(  53  3*)  Examinons  préfentement  fi  d'après  ce  procédé  on 
pouvoit  i.°  efpérer  d'arriver  à  la  véritable  équation  finale,  c'eft- 
a-dire,  à  la  plus  baffe.  2.0  Si  on  n'étoit  pas  au  contraire  prefque 
toujours  expofé  à  tomber  dans  des  équations  non-feulement  plus 
compofées  qu'il  n'eft  néceflaire ,  mais  encore  fans  efpérance  de 
trouver  ,  pendant  le  cours  du  calcul ,  le  fà£leur  qui  les  com- 
plique. 3.0  Enfin  fi  même  on  n'étoit  pas  fouvent  expofé  à  ne 
rien  rencontrer  du  tout. 

Si  pour  avoir  les  deux  équations  de  condition  dont  nous  venons 
de  parler,  on  fe  contentoit  de  combiner  les  équations  deux  à 
deux,  on  arriverait  néceflairement  à  deux  équations  beaucoup 
plus  compofées  qu'il  n'eft  néceffaire ,  ôr,  qui  cependant  n'auraient 
ni  l'une  ni  l'autre  un  fàûeur  dont  l'extraction  put  les  Amplifier. 

Si  pour  avoir  ces  équations  de  condition  moins  compofées  , 
on  eut  pris  le  parti  de  combiner  les  équations  en  nombre  plus 
grand  aue  deux  ,  on  n'aurait  remédié  qu'en  partie,  à  la  diffi- 
culté ;  la  dernière  équation  finale  aurait  encore  été  trop  com- 
pofée.  Pour  en  donner  un  exemple  bien  fimple ,  rappelions  que 
pour  le  cas  de  trois  équations  du  fécond  degré  à  une  feule  in- 
connue ,  cas  auquel  fe  rapporte  celui  de  trois  équations  dw 
fécond  degré  à  trois  inconnues  ,  lorfqu'on  va  par  élimination 
fucceffive  ;  rappelions ,  dis-je  ,  (  462  )  que  les  deux  équations  de 
condition  les  plus  fimples  font  (ab'd')  =■  o,  tufal/J,  (k<f)  — : 

(ad)%  =  o.  Or  a>  b,  c,  ainfi  que  af,  V,  S,  6c  *",*",</', 
étant  refpeaivement  de  o,  1  &  2  dimenfions ,  la  première  de  ces 
équations  fera  du  troifième ,  ôc  la  féconde  du  quatrième  degré. 
Donc  l'équation  finale  ferait  du  douzième ,  &  cependant  elle  ne 
doit  être  que  du  huitième. 

Kkk 
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D'ailleurs  en  mettant  les  équations  propofées,  fous  la  forme 
d'équations  à  une  feule  inconnue  ,  &  ne  fe  propofant  d'employer, 
comme  il  convient ,  que  les  équations  de  condition  de  la  plus 
baffe  dimenfion  littérale  ;  quel  guide  avoit-on  pour  reconnoître , 
fi  parmi  celles  qu'on  prendrait,  il  n'y  en  avoit  pas  qui  ruflent 
fuite  néceflTaire  les  unes  des  autres  ?  Dans  le  cas  où  il  s'en  feroic 
trouvé  de  telles ,  au  lieu  de  l'équation  finale ,  on  auroit ,  après 
bien  du  calcul ,  rencontré  une  exprelïïon  dont  tous  les  termes 
fe  feroient  détruits  d'eux-mêmes. 

Concluons  donc  que  la  méthode  d'élimination  fucceflive  , 
outre  l'inconvénient  de  conduire  inévitablement  à  donner  à 
l'équation  finale  des  fadeurs  inutiles  ,  Ôc  en  très-grand  nombre  , 
avoit  encore  celui  de  ne  pas  même  conduire  fûrement  à  cette 
équation  trop  compofée. 

Des  Equations  de  forme  régulière  ou  irrégulière 

quelconque. 

(  5  3  4>  )  PAR  équations  de  forme  régulière ,  f  entends  celles 
dont  on  peut  avoir  une  expreffion  algébrique  finie  du  nombre 
de  leurs  termes.  Et ,  au  contraire ,  j'appelle  équations  de  forme 
irrégulière  ,  celles  dont  le  nombre  des  termes  ne  peut  être  ra- 
mené à  une  expreffion  algébrique  finie ,  foit  que  cela  ne  fe 
puifle  pas  réellement,  foit  que  la  loi  des  variations  des  expofans 
principaux  des  inconnues  ,  n  étant  pas  connue ,  l'expreflïon  algé- 
brique du  nombre  de  leurs  termes ,  foit  feulement  mconnue. 

(  ?  3  5 .  )  Parlons  d'abord  des  équations  dont  le  nombre  eft 
égal  à  celui  des  inconnues  ;  il  ne  nous  reftera  après  ,  qu  un  mot 
à  dire  fur  celles  dont  le  nombre  eft  plus  grand  que  celui  des 
inconnues. 

Nous  avons  traité  avec  aflez  de  détail ,  la  manière  de  déter- 
miner l'expreflïon  algébrique  générale  du  degré  de  l'équation 
finale  dans  un  nombre  infini  d'équations  de  formes  régulières. 
Et  ce  que  nous  avons  dit ,  eft  plus  que  fuffifant ,  pour  déterminée 
ce  même  degré  pour  une  infinité  d'autres  formes. 

Mais  comme  il  n'eft  pas  poflible  d'avoir  l'expreflion  algébrique 
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du  nombre  des  termes  de  quelque  équation  ou  polynôme  que  ce 
foit ,  il  ne  l'eft  pas  non  plus ,  par  la  même  raifon  ,  d'avoir  l'ex- 
preflion algébrique  générale  du  degré  de  l'équation  finale. 

Cependant  s'il  n'eft  pas  poflible  d'avoir  cette  expreflion  algé- 
brique générale ,  du  moins  dans  quelque  cas  que  ce  puifle  être  , 
peut-on  toujours  déterminer  en  nombres  quel  fera  le  degré  de 
l'équation  finale  d'un  nombre  quelconque  d'équations  ,  quelque 
irrégulière  que  leur  forme  puifle  être  d'ailleurs. 

Ce  dernier  objet ,  qui  ce  me  femble ,  ne  laiflera  plus  rien  à 
defirer  fur  le  degré  de  l'équation  finale  d'un  nombre  quelconque 
d'équations,  eft  a  autant  plus  utile ,  que  la  méthode  qui  va  nous 
conduire  ,  6c  qui  d'ailleurs  eft  toujours  au  fond ,  la  même  que 
nous  avons  employée  jufqu'ici ,  eft  également  propre  à  donner 
l'expreflion  algébrique,  lorfqu'il  y  en  aura  de  poflible;  attendu 
qu'elle  détermine,  d'une  manière  directe  ,  la  forme  que  doivent 
avoir  les  polynômes-multiplicateurs. 

(  5  36»)  Nous  avons  vu  (  1 68  &  fuiv.  )  en  parlant  des  équa- 
tions incomplettes  de  différens  ordres ,  que  la  première  forme 
des  polynômes-multiplicateurs  ,  la  forme  la  plus  fimple  ,  la  feule 
que  nous  ayons  confidérée,  n'eft  propre  à  donner  l'expreflion 
algébrique  du  degré  de  l'équation  finale ,  que  dans  certains  cas 
feulement.  Selon  les  différens  rapports  de  grandeur  qui  peuvent 
avoir  lieu  entre  les  expofans  connus  qui  déterminent  la  forme  des 
équations  propofées  ,  les  polynômes-multiplicateurs  doivent  être 
incomplets  d'ordres  plus  ou  moins  élevés. 

En  adoptant  une  certaine  forme  pour  celle  des  polynômes- 
multiplicateurs  ,  fi  elle  n'eft  pas  la  véritable  ,  elle  ne  conduira 
point  à  une  différentielle  exaéte ,  parce  que  n'étant  point  la  vé- 
ritable forme ,  elle  ne  donnera  pas  non  plus  la  véritable  expreflion 
du  nombre  des  termes  qu'il  eft  polfible  de  faire  difparoître  dans 
chaque  polynôme  -  multiplicateur  ;  l'expreflion  qui  en  réfultera 
pour  le  rapport  entre  le  -nombre  des  termes  à  faire  difparoître 
dans  l'équation-fomme  ,  6c  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des 
polynômes-multiplicateurs ,  ne  fera  donc  pas  vraie.  Dans  ce  cas  , 
il  eft  tout  fimple  que  les  expofans  indéterminés  des  polynômes- 
multiplicateurs  ,  ne  difoarorflent  pas  de  l'expreflion  algébrique 
<lu  degré  de  l'équation  finale. 
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Par  exemple ,  fi  la  forme  qu'on  a  choifie  pour  les  polynômes- 
multiplicateurs  ,  fe  trouvoit  telle  que  dans  l'équation-fomme  , 
l'anéantiflement  de  quelques-uns  des  coëfficiens  indéterminés  fit 
difparoître  un  nombre  de  termes  de  cette  équation ,  plus  grand 
que  celui  de  ces  coëfficiens  ;  il  eft  évident  qu'on  auroit  eu  tort 
de  fuppofer  que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des  polynômes- 
multiplicateurs  ,  doit  excéder  de  un  le  nombre  des  termes  à  faire 
difparoître  dans  l'équation  -  fornme  ,  puifqu'il  y  en  a  qui  difpa- 
roifTent  avec  un  moindre  nombre  de  coëfficiens.  La  forme  des 

f>oly nomes-multiplicateurs  feroit  donc  vicieufe ,  &  par  coriféquent 
e  réfultat  de  l'expreffion  du  degré  de  l'équation  finale  renfer- 
meroit  les  expofans  indéterminés  des  polynômes-multiplicateurs , 
fit  ne  feroit  par  conféquent  pas  la  véritable  expreuion  de  ce 
degré. 

(  S  37')  Pour  avoir  la  véritable  forme  des  polynômes-mul- 
tiplicateurs ,  &  par  conféquent  le  véritable  degré  de  l'équation 
finale ,  il  faut  donc  ,  avant  toutes  chofes  ,  s'affurer  que  l'anéan-. 
tifTement  de  quelques-uns  des  coëfficiens  de  ces  polynômes-multi- 
plicateurs ,  ne  fera  pas  difoaroître  dans  réquation-fomme ,  un 
nombre  de  termes  plus  grand  que  celui  de  ces  coëfficiens. 

(  S  3  8*  )  Soit  p  le  nombre  de  ces  coëfficiens ,  &  n  le  nombre 
des  termes  de  l'équ  ation-fomme  ,  que  ranéantifTement  de  ces 
coëfficiens  peut  faire  difparoître.  L'équation-fomme  fournira  donc 
un  nombre  n  d'équations  qui  ne  renfermeront  qu'un  nombre  p 
de  coëfficiens  indéterminés.  Suppofànt  donc  tous  ces  coëfficiens 
égaux  à  zéro  ,  on  aura  déjà  fatisfàit  à  un  nombre  n  d'équations 
fournies  par  l'équation-fomme,  &  la  forme  des  polynômes-multi- 
plicateurs fera  la  précédente ,  tronquée  des  termes  dont  les  coë£ 
fïciens  viennent  d'être  fuppofés  égaux  à  zéro.  Mais  cette  forme  ne 
fera  pas  encore  la  véritable. 

On  examinera  de  nouveau ,  s'il  n'exifte  pas  encore  un  nombre  n' 
d'équations  partielles  de  l'équation-fommé  ,  qui  ne  contiennent 
qu'un  nombre  p'  <  ri  de  coëfficiens  indéterminés  ;  &  on  fe 
conduira  à  leur  égard  ,  comme  ci-devant ,  jufqu'à  ce  que  le 
nombre  des  coëfficiens  reftans  dans  l'équation-fomme  ,  foit  plus 

Srand  que  le  nombre  total  des  termes  de  cette  équation-fomme  , 
iminué  du  nombre  de  ceux  qui  ne  renferment  que  l'inconnue 
flu'on  veut  confèrver ,  &  qu'en  même  temps  ces  coëfficiens  foient 
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tellement  liés  par  ces  équations,  qu'aucun  ne  puifle  être  déterminé 
indépendamment  des  autres. 

(  5  39*)  ^ien  entendu  que  dans  cet  examen,  on  aura  égard 
au  nombre  des  équations  arbitraires  que  Ton  a  ,  par  la  connoif- 
fance  du  nombre  des  coëfficiens  inutiles  des  polynômes-multipli- 
cateurs. Par  exemple ,  fuppofant  que  l'on  ait  laifTé  fubfifter  tous 
les  coëfficiens  des  différens  termes  que  comprend  la  forme  que 
l'on  a  choifie  pour  les  polynômes-multiplicateurs ,  on  examine- 
rait, s'il  n'y  a  pas  dans  l'équation-fomme  un  nombre  q  de 
termes  qui ,  avec  le  nombre  q'  d'équations  arbitraires  ,  corres- 
pondant ,  fourniffe  un  nombre  n  d'équations  plus  grand  que  le 
nombre  p  de  coëfficiens  qu'elles  renferment  au  total.  Ou  bien 
on  commencera  par  anéantir  dans  les  polynômes-multiplicateurs  , 
tous  les  coëfficiens  inutiles,  ôc  enfuite  on  examinera  purement 
&  Amplement  ,  fi  l'équation-fomme  ne  fournit  pas  plufieurs 
grouppes  d'équations  dont  le  nombre  foit  plus  grand  que  celui 
des  coëfficiens  qu'elles  renferment. 

(5  40-)  S'il  arrivoit  qu'après  l'exécution  de  ce  que  nous 
venons  de  preferire  ,  le  nombre  des  équations  données  par  le  nom- 
bre total  des  termes  qui  reftent  à  faire  difparoître  dans  l'équation- 
fomme,  fut  plus  grand  encore  que  le  nombre  des  coëfficiens 
reftans ,  ce  feroit  une  preuve  que  l'on  a  pris  une  forme  trop 
peu  élevée.  Mais  il  y  a  un  moyen  généralement  fur  d'éviter 
cet  inconvénient  :  le  voici. 

(  ^  4 1  •  )  On  prendra ,  généralement  \  pour  polynomes-multi- 

§ locateurs  ,  des  polynômes-complets  tels  que  la  dimenfion  totale 
e  l'équation-fomme  foit  la  même  que  fi  les  équations  propofées 
étoient  toutes  des  équations  complettes.  Alors  il  eft  bien  fur 
que  les  polynômes-multiplicateurs  Cherchés  ,  ne  peuvent  être 

2ue  les  débris  de  ces  polynômes  -  multiplicateurs  généraux, 
/examen  que  nous  venons  de  preferire ,  ne  fera  donc  que  leur 
éter  des  termes  fuperflus  ,  &  jamais  aucun  d'utile.  Au  Heu  qu'en 
prenant  une  forme ,  ou  d'une  dimenfion  inférieure  à  celle  que 
nous  venons  de  preferire ,  ou  incomplette  d'une  manière  quel- 
conque, il  pourroit  arriver  que  la  mutilation  que  cette  forme 
ïncomplette  fuppoferoit ,  ne  fut  pas  légitime.  Celle  au  contraire 
qui  arrivera  par  l'examen  que  nous  prefçrivons,  étant  faite 
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d'après  l'état  de  la  queftion  ,  &  fur  des  polynômes  qui  com- 
prennent néceffairement  ceux  dont  il  s'agit ,  ne  peut  manquer 
d'être  légitime. 

(542.)  Une  fois  arrivés  à  avoir  dans  l'équation-fomme  , 
plus  de  coèfficiens  indéterminés  qu'il  n'y  a  de  termes  à  faire  dif- 
paroître  ,  il  refte  à  favoir  l'emploi  légitime  qu'on  pourra  faire 
des  coèfficiens  furnuméraires,ôcpar  conféquent  arbitraires. 

Pour  diftingùer  ces  derniers  d'avec  les  coèfficiens  arbitraires  que 
nous  avons  confidérés  jufqu'ici ,  nous  appellerons  coèfficiens  ar- 
bitraires généraux  ceux  qu'on  eft  toujours  en  état  de  faire  difpa- 
roître  dans  les  polynômes-multiplicateurs ,  à  l'aide  des  équations 
propofées.  En  prenant  ,  comme  nous  le  nrefcrivons  ici ,  des 
polynômes  complets  pour  polynômes-multiplicateurs  ,  le  nombre 
des  coèfficiens  arbitraires  généraux  eft  le  même  que  fi  les  équa- 
tions propofées  étoient  complettes. 

Nous  appellerons  coèfficiens  arbitraires  particuliers  ceux  qui  ne 
font  arbitraires  aue  parce  que  l'équation  -  fomme  n'a  pas  tous 
les  termes  qu'elle  auroit ,  fi  toutes  les  équations  étoient  com- 
plettes. 

(  5430  Cela  pofé  pour  déterminer  le  nombre  des  coèfficiens 
arbitraires  particuliers  ou  le  nombre  des  équations  arbitraires  par- 
ticulières, on  commencera  par  examiner  combien  dans  l'équation- 
fomme  ,  il  y  a  de  termes  de  moins  à  faire  difparoître ,  qu'il  n'y  en 
auroit  fi  les  équations  propofées  étoient  complettes  ,  &  combien 
fur  ce  nombre  total  il  y  en  a  qui  appartiennent  à  chaque  diraenfion. 
Il  y  aura  autant  de  coèfficiens  arbitraires  particuliers  ,  qu'on  trou- 
vera de  pareils  termes. 

On  cherchera  enfuite  les  termes  de  l'équation-fomme,  qui ,  eu 
égard  au  nombre  des  coèfficiens  arbitraires  ,  ne  renferment  ou 
ne  font  cen les  renfermer  qu'un  nombre  de  coèfficiens,  moindre 
que  le  nombre  de  ces  termes.  Soit  n  le  nombre  de  ces  termes , 
&  p  le  nombre  de  ces  coèfficiens  ;  en  fuppofant  ceux-ci  égaux 
à  zéro ,  on  fatisfait  donc  à  n  équations  ;  on  fait  donc  difparoître 
n  —  p  de  termes  au-delà  du  nombre  de  coèfficiens  qu'on  a 
employés  ;  on  en  conclura  qu'il  faut  compter  un  nombre  n  — p 
de  coèfficiens  arbitraires  particuliers ,  de  plus ,  dans  l'équation- 
fomme. 
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'  On  continuera  cet  examen ,  jufqu'à  ce  qu'il  ne  fe  trouve  plus 
de  termes  à  faire  chfparoître  qui  ne  renferment  plus  de  coëfficiens 
qu'il  n'y  a  d'équations  pour  les  déterminer  ;  fie  tenant  compte  , 
à  mefure ,  du  nombre  d'équations  arbitraires  particulières  que  cet 
examen  fournira  ,  on  emploiera  enfuite  celles-ci  à  abaiffer  l'é- 
quation ,  lorfqu'elle  en  fera  fufceptible  ;  mais  cet  abaiflement 
doit  être  ,  non  pas  une  condition  impofée  arbitrairement  , 
mais  une  fuite  de  1  emploi  des  équations  arbitraires  :  c'eft  ce  que 
nous  allons  développer  par  des  exemples. 

(  5  440  Nous  avons  (  28 $  )  calculé  l'équation  finale  réfultante 
de  deux  équations  de  la  forme  (x .. .  2  J*  =  o.  Suppofons  qu'il 
manque  à  ces  deux  équations  les  termes  de  la  dimeniion  1  j  c'eft- 
à-dire,  qu'elles  foient  de  la  forme 

ax%  4-  byx  4-  cy1  ss  o 

Pour  connoître  fi  l'équation  fera  fufceptible  d'abaifiement ,  ou 
fi  les  polynômes-multiplicateurs  peuvent  être  d'une  forme  plus 
fimple  que  la  forme  générale,  je  forme  l'équation-produit  qui 
fera  de  cette  forme 

«  •  •  • 

Aax*  4-   Abxiy  4^  Acxïy*  4-   Bcxy*  +   C  c  y*  =  • 

+  ia         ■+■  Bhy  4-   C  b 

4-  Ca 

H-   Z>ax*   4-   Dbx*y   4-  2>cxy*  4-  Ecy* 

4-   Ea         4-  Eb 

4-  Fax1   4-  Fbxy     4-  Fey\ 
4-  fA      *  fM         +  fC 

4-  fDx    4-  fEy 

4-  /F 

Comme  cette  équation  eft  cômplette ,  je  conclus  qu'il  n'y  a 
aucun  coefficient  arbitraire  particulier,  mais  feulement  un  coef- 
ficient arbitraire  général ,  coefficient  que  nous  favons  d'ailleurs 
pouvoir  être  pris  indiûin&eraent  dans  telle  dimenfion  qu'on 
voudra. 
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Mais  en  obfervant  les  termes  y*,x*y,  xy*,y\  àcy  je  vois  que 
les  équations  que  leur  anéantifTement  donnera ,  ne  contiennent 
que  fix  coëfficiens  indéterminés  C,  C ;  D ,  D1;  E  ,  £'  ;  donc  à 
caufe  de  l'équation  arbitraire  générale ,  on  aura  fix  équations 
qui  ne  renfermeront  que  ces  fix  coëfficiens  ;  on  pourra  donc  fuppofer 

C  =  o,  C  —  o,  D 


coerhciens  ;  on  pourra  d< 
o,  Z3'=  o  ,  £  =  o,  E'  = 

miil*-îr»lî/*oH»iirc  npnf  rlrvn 


La  forme  des  polynômes-multiplicateurs  peut  donc ,  en  effet , 
être  plus  fimple  que  la  forme  générale ,  fie  telle  que  voici 

Axx  +  Bxy  A'x*  +  B'xy 

4-  F  -4-  F' 

En  forte  que  celle  de  l'équation-fomme  fe  réduit  à 

Aax*  -+-  Abx%y   -f-   Acx*y*   -+-  Bcxy*  sa  • 
-h   Ba  Bb 

'•+■  Fax*        Fbxy     -f;  Fcy\ 
4-  fA      +  fB 

+  /F 

qui  conduit  à  l'équation  finale 

(  —(ak').(hï)       -  ifr^.Ctf)  J 

dont  le  faSeur  f  £  indique  le  cas  où  l'équation  peut  être 
abaiffée. 

(  SuppofoHs  que  les  équations  propofées  foient  de  la 

forme 

a  x*  ■+•  b  x  y  =  o 

+  f 

Et  qu'ignorant  la  forme  que  les  polynomes-mulriplicateurt 
doivent  avoir ,  ainfi  que  le  degré  de  l'équation  finale  ,  nous  em- 

{>loyaflions  la  même  forme  de  polynômes-multiplicateurs  que  fi 
es  équations  étoient  complettes. 

Pour  déterminer  la  véritable  forme  des  polynômes-multipli- 
cateurs, &  le  vrai  degré  de  l'équation  finale ,  j'examine  la  forme 
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de  l'équation-fomme  qui  eft  la  fuivante 

Aax*   4-   Abx*y   4-   Bbx*y*   ±   Ctxyi  m  o, 
4-  Ba 

4-   Dax'   4-   Dbx*y  -f 
4-  £a 

4-   Fax1   -f-   F**,y    4-  /Cy* 
H-  /A  4-/2* 

4-  /2>x      +  fEy 

4-  /F 

Et  je  vois  qu'il  y  a,  dans  la  plus  haute  dimenfion,  un  terme  de 
moins  à  faire  difparoître ,  que  fi  les  équations  propofées  étoîent 
complettes;  il  y  a  donc,  dans  cette  dimenfion  ,  deux  équations 
arbitraires ,  c'eft-à-dire  ,  une  équation  arbitraire  générale ,  &  une 
équation  arbitraire  particulière. 

Je  vois  de  même ,  que  la  dimenfion  3  ayant  un  terme  de  moins 
à  faire  difparoître ,  que  fi  les  équations  étoient  complettes  ,  cette 
dimenfion  donnera  une  équation  arbitraire  particulière. 

Cela  pofé ,  les  trois  équations  fournies  par  l'anéantiflement  des 
termes  xiy9  x%y* ,  xyi ,  &  les  deux  équations  arbitraires  qui 
appartiennent  à  cette  même  dimenfion,  renfermeront  au  total 
fix  inconnues  ;  mais  l'équation  fournie  par  l'anéantiflement  du 
terme *,  ne  renfermant  pas  d'autres  inconnues  que  celles-là, 
nous  aurons  donc  fix  équations  entre  ces  fix  coëfficiens  »  chacun 
fera  donc  =»  o  ;  on  a  donc 

A  =  o9  A'=o,  B  —  o,  B'  =  q)  C=o,  C'=ao. 

L'équation-fomme  eft  donc  réduite  à 

Dax>   4-   Dbx'y   +  =8 
4-  Ea 

4-   Fax1   4-  Fbxy 

4-  fDx     4-  fEy 

4-  fF 

lu 
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Or  les  deux  équations  fournies  par  l'anéantiflement  des  terme» 
x%y,  xy1,  &  l'équation  arbitraire  qui  appartient  à  cette  di- 
menfion renfermeront  quatre  inconnues  ;  mais  l'équation  fournie 
par  l'anéantiflement  du  terme  y  ,  ne  renfermera  pas  d'autre  in- 
connue ;  on  aura  donc  entre  ces  quatre  inconnues ,  quatre  équa- 
tions; on  en  conclura  donc  I)=o,  D'  =  o ,  £  =  o,  £'  =  o. 

L'équation-fomme  fe  réduira  donc  à  la  forme 
Fax*  -4-  Fbxy  =  o 
fF 

Les  polynômes-multiplicateurs  font  donc  fimplement  F  &  F'; 
&  l'équation  finale  fe  réduit  au  fécond  degré;  cequieft,  d'ail- 
leurs ,  évident  à  l'infpe&ion  des  équations  propofées. 

(  5  46.)  Supposons  qu'on  ait  deux  équations  de  cette 
forme  fx^y'J*  =  o. 

Nous  favons  (  6%  )  que  le  degré  de  l'équation  finale  doit 
être  4  ;  &  nous  avons  (317)  enfeigné  à  trouver  la  forme  la  plus 
fimple  que  puiflent  avoir  les  polynômes-multiplicateurs. 

Mais  conduifons-nous ,  comme  fi  nous  n'avions  aucune  connoi£ 
fance  du  degré  de  l'équation  finale  ,  ni  de  la  forme  des  poly-^ 
nomes-multiplicateurs. 

Je  prendrai  donc  deux  polynômes  complets  du  degré  3x3  —  3; 
c'eft-à-dire  ,  du  degré  6.  L'équation-fomme  fera  de  la  forme 

Il  y  aura  donc,  dans  la  plus  haute  dimenfion,  deux  termes 
de  moins  à  faire  difparoître  ,  que  fi  les  équations  propofées 
étoient  complettes  ;  &  un  ,  feulement  dans  la  dimenfion  8. 
Donc  outre  les  coèfficiens  arbitraires  généraux,  il  y  en  aura 
trois  particuliers  ,  dont  deux  appartiendront  à  la  dimenfion  9  , 
&  un  ,  à  la  dimenfion  8. 

Cela  pofé  ,  je  remarque  d'abord  que  l'équation-fomme  aura 
trois  termes  affeûés  de^y1 ,  pour  la  deftru&ion  defquels  les  poly- 
nômes-multiplicateurs ne  peuvent  fournir  plus  de  deux  coëfficiens. 
Donc  ,  puifqu'en  fuppofant  ces  deux  coëmciens  égaux  à  zéro  ,  on 
fait  difparoître  dans  l'équation-fomme  ,  un  terme  de  plus  qu'on 
ne  détermine   de  coèfficiens  ,  il  s'en£iit  qu'oa  acquerre  une 
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équation  arbitraire,  de  plus,  à  former  dans  l'équation -fomme;  6c 
que  cette  équation  arbitraire  peut  appartenir  indifféremment  à 
l'une  quelconque  des  trois  plus  hautes  dimenfions ,  fie  à  plus  forte 
raifon  aux  dimenfions  inférieures. 

Les  polynômes-multiplicateurs  font  donc  réduits  à  la  forme 

J* ,&  l'équation-fomme  à  la  forme  (x*ty6)9  —  o. 

Dans  cette  nouvelle  forme,  je  remarque  que  l'équation-fomme 
aura  quatre  termes  afFe&és  de  y6,  pour  la  deftru&ion  defquels 
les  polynômes-multiplicateurs  rburnilTent  feulement  quatre  coëf- 
ficiens  utiles  ;  chacun  de  ces  coëfficiens  pourra  donc  être  fup- 
pofé  ea  o. 

La  forme  des  polynômes-multiplicateurs  fera  donc  réduite  à 

(x**y *)  y  &  ^Ue  de  l'équation-fomme  à  (x1,  y *)*  =  o. 

Dans  cette  forme  il  y  aura  cinq  termes  affe£tés  de  y* ,  pour  la 
deftru&ion  defquels  les  deux  polynômes-multiplicateurs  fourni- 
ront fix  coëfficiens  qui  fe  réduifent  à  cinq ,  parce  qu'il  y  en  a 
un  qui  eft  du  nombre  des  coëfficiens  arbitraires  généraux  :  on 
n'aura  donc  qu'autant  de  coëfficiens  indéterminés  que  d'équations  ; 
on  pourra  donc  fuppofer  ces  coëfficiens  égaux  à  zéro  ;  la  forme 

des  polynômes-multiplicateurs  fera  donc  réduite  à  (x6 ,  yi  J69 

&  celle  de  l'équation-fomme  à  ( x*  ,y*J9  =*  o. 

Dans  cette  nouvelle  forme  de  l'équation-fomme  ,  il  y  aura 
fix  termes  affe&és  de^4,  pour  la  deftrucVion  defquels  les  deux 
polynômes-multiplicateurs  fourniront ,  à  la  vérité ,  huit  coëfficiens; 
mais  fur  ce  nombre ,  il  y  aura  deux  coëfficiens  arbitraires  géné- 
raux ;  on  pourra  donc  encore  fuppofer  tous  ces  coëfficiens  égaux 
à  zéro ,  &  réduire  par  conféquent  la  forme  des  polynômes-mul- 
tiplicateurs à  (x6fy*)*,  ôc  celle  de   l'équation -fomme  à 

En  continuant  le  même  raifonnement ,  on  verra  que  la  forme 
des  polynômes-multiplicateurs  peut  être  réduite  à  (x6yy°)  j 
ou  (x,..  i  Js ,  6c  celle  de  l'équation-fomme  à  (x*,ylJ9  =  o  , 
où  il  ne  refte  plus  aucun  coëfficient  arbitraire  général. 

Mais  comme  il  nous  refte  quatre  coëfficiens  arbitraires  parti- 
culiers .  il  fout  maintenant  les  employer. 

LU  ij 
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Concevons  d'abord  que  nous  employions  feulement  une  équa- 
tion arbitraire  dans  la  plus  haute  dimenfion  ;  cette  équation  avec 
celle  que  donnera  l'anéanthTement  du  terme  x* y  ,  faifant  un 
nombre  d'équations  égal  au  nombre  des  coëfficiens  indéterminés 
qu'elles  renferment,  ces  deux  coëfficiens  feront  donc  chacun  =  o. 
Et  par  conféquent  la  forme  des  polynômes  -  multiplicateurs 
deviendra  (x  .  .  .  \) s ,  &  celle  de  l'équation  -  fomme  fera 

fx7,y'f  =  o. 

Par  un  raifonnement  femblable,  on  voit  qu'en  employant  dans 
celle-ci  une  des  trois  équations  arbitraires  particulières  qui  reftent, 
la  forme  des  polynômes  -  multiplicateurs  deviendra  (  x . . .  i  J*% 

&  celle  de  l'équation-fomme ,  (x6 ,  y'  J1  =  o.  Qu'en  em- 
ployant dans  cette  nouvelle ,  une  des  deux  équations  arbitraires 
particulières  qui  reftent ,  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs 

deviendra  (x...\)ii  &  celle  de  l'équation-fomme  (xs ,  y' )  • 
Qu'enfin  en  employant  la  dernière  équation  arbitraire  particu- 
lière qui  refte  ,  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  fera 
(  x...  i  J1 1  &  celle  de  l'équation-fomme  (x  +  jy'/  =  o  ; 
où  l'on  voit  qu'en  effet ,  l'équation  finale  n'eft  que  du  quatrième 
degré  ;  &  où  les  polynômes-multiplicateurs  les  plus  fimples  , 
font  les  mêmes  qui  réfultent  de  ce  qui  a  été  dit  (317). 

(5470  Suppofons  trois  équations  de  la  forme  [x,(y,  iJ'3  o. 

Nous  avons  déjà  eu  plus  d'une  occafion  de  parler  de  ces 
équations  ;  mais  nous  allons  agir  ,  comme  fi  nous  n'avions  au- 
cune connohTance  fur  le  degré  de  l'équation  finale,  ni  fur  la 
forme  des  polynômes-multiplicateurs. 

Prenons  donc  trois  polynômes -multiplicateurs  complets  du 
degré  2x2x2  —  2 ,  c'eft-à-dire ,  du  aegré  6. 

L'équation-fomme  fera  de  la  forme  [x  y  (y  9\)7  ~]%  —  o  ;  c'eft- 
à-dire,  qu'il  lui  manquera  tous  les  termes  où  y  &  ^  monteraient 
à  la  dimenfion  8  ,  qui  font  au  nombre  de  p.  Nous  avons 
donc  neuf  coëfficiens  arbitraires  particuliers ,  qui  appartenant  à 
la  plus  haute  dimenfion ,  peuvent  être  repartis  fur  toute  autre 
dimenfion. 

Si  on  confidère  les  termes  où  y  &  ^  montent  à  la  dimenfion  7, 
on  verra  que  n'étant  introduits  dans  1  équation -fomme  que  par 
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les  termes  des  polynômes-multiplicateurs  où  y  &  ^  montent  à 
la  dimenfion  6,  on  verra  que  1  anéantiflement  de  ces  termes  en 
y  &  ç  de  la  dimenfion  7 ,  qui  font  au  nombre  de  1 6 ,  dépend 
de  vingt- un  coëfficiens  ;  mais  comme  il  y  en  a  neuf  d'arbi- 
traires particuliers  ,  ainfi  que  nous  venons  de  le  dire  ,  fi  on 
conçoit  que  fur  ces  neuf  équations  arbitraires  on  en  emploie 
d'abord  feulement  cinq  avec  les  feize  équations  données  par 
i'anéantiflement  des  termes  dont  il  s'agit,  on  voit  qu'on  peut 
fuppofer  ces  vingt-un  coëfficiens  égaux  à  zéro  ;  Ôc  que  par  confé- 

quent  la  forme  de  l'équation-fomme  fera  [  x ,  (y  >\) 6  ]  '  —  o  ;  & 

celle  des  polynômes -multiplicateurs  l*  >  (y  >  \)s  Y  9  avec 
quatre  coëfficiens  arbitraires  particuliers  de  refte. 

Si ,  fans  faire  encore  aucun  ufage  de  ces  coëfficiens  arbitraires 
particuliers ,  on  examine ,  comme  nous  venons  de  le  faire  ,  les 
termes  où  y  &  ^  montent  à  la  dimenfion  6  ,  on  verra  que  , 
déduction  faite  du  nombre  des  coëfficiens  arbitraires  généraux  , 
les  polynômes-multiplicateurs  ne  fourniront  qu'autant  de  coëffi- 
ciens qu'il  y  a  de  termes  à  faire  difparoître  ;  on  pourra  donc 
fuppofer  égaux  à  zéro  tous  les  coëfficiens  des  termes  où  y  &  ç 
montent  à  la  dimenfion  y  dans  les  polynômes- multiplicateurs  , 
dont  la  forme  fera  par  conféquent  réduite  à  [x  y  (y  >  \)*~\  ,  ôc 
celle  de  l'équation-fomme  à  l  x ,  (y ,       ")  —  o. 

Un  examen  femblable  pour  les  termes  de  l'équation-fomme  , 
où  y  6c  ^  montent  enfemble  à  la  dimenfion  $• ,  puis  pour  les 
termes  où  y  &  1  montent  à  la  dimenfion  4 ,  pour  ceux  où  ils 
montent  à  la  dimenfion  3  ,  enfin  pour  ceux  où  ils  montent  à  la 
dimenfion  2  ,  fera  connoitre  consécutivement  que  la  forme  des 
polynômes -multiplicateurs  peut  être  ramenée  à 

c'eft-à-dire ,  (x ...  \) 6. 

Préfentement ,  comme  il  nous  refte  quatre  équations  arbitraires  ; 
fi  on  conçoit  qu'on  en  employé  feulement  une  dans  la  dimenfion 
fupérieure  de  l'équation-fomme  [  x ffy 9^J* )  =0;  on  aura 
avec  les  deux  équations  fournies  par  l'anéantifTement  des  termes 
x7y  &  x 7  autant  d'équations  qu'il  y  a  de  coëfficiens  ;  chacun 
de  ces  coëfficiens  fera  donc  =  0  ,  &  le  terme  x*  s'en  ira  de  lui- 
même. 
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L'équation-fomme  fera  donc  réduite  à  la  forme  [x9(y9\)1]  7=  0, 
&  les  polynômes-multiplicateurs ,  à  la  forme  (x  ...  ij1. 

Si  on  employé  de  même  les  trois  équations  particulières ,  une 
fur  chacune  des  dimenfions  7 ,  6  &  y  de  l'équation-fomme  ,  on 
trouvera  de  môme  qu'elle  paflera  fucceflivement  par  les  formes 

&  qu'enfin  celle-ci  eft  la  plus  réduite  ,  puifqu'il  ne  refte  plut 
aucun  coefficient  arbitraire. 

Le  plus  bas  degré  de  l'équation  finale  eft  donc  4  ,  6c  la 
forme  la  plus  fimple  des  polynômes-multiplicateurs  eft  (x ... \)  *  \ 
ce  qui  eft  abfolument  conforme  à  ce  que  nous  avons  vu  (  320 
&  329  ). 

Remarque. 

(  ?480  Nous  avons  dit  (234)  que  quoiqu'on  eut  une  très- 
grande  liberté  pour  la  détermination  des  coëfficiens  arbitraires  , 
elle  n'étoit  cependant  pas  illimitée  ;  que ,  par  exemple ,  on  n'é- 
toit  pas  le  maître  d'en  déterminer  dans  chaque  dimenfion  de 
l'équation-fomme ,  au-delà  d'un  certain  nombre  que  nous  avons 
enfeigné  à  déterminer. 

Nous  avons  ajouté  qu'avec  cette  attention  de  ne  pas  en  dé- 
terminer dans  chaque  dimenfion  au-delà  du  nombre  prefcrit ,  on 
étoit  d'ailleurs  le  maître  de  faire  porter  ces  déterminations  arbi- 
traires fur  tels  termes  de  cette  dimenfion  que  l'on  voudroit  , 
pourvu  que  ces  conditions  arbitraires  ne  contrariafïent  pas  le  but 
qu'on  fe  propofoit. 

Cela  eft  généralement  vrai ,  lorfque,  comme  dans  les  équations 
dont  il  étoit  alors  queftion  ,  les  polynômes  qui  expriment  le 
nombre  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître  ,  peuvent  ,  dans 
leur  multiplication  par  les  équations  propofées ,  fournir  tous  les 
termes  querenferment  les  polynômes-multiplicateurs.  Mais  lorfque 
la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  eft  inconnue ,  &  qu'on 
la  prend  arbitrairement  comme  nous  le  faifons  ici ,  où  nous  pre- 
nons toujours  des  polynômes  complets  ,  pour  en  déduire  la 
véritable  forme  ;  alors  on  n'eft  pas  le  maître  de  diftribuer  les 
équations  arbitraires  générales ,  indifféremment  fur  tel  terme  que 
ce  foit  de  la  dimenfion  à  laquelle  elles  appartiennent.  Mais  on 
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peut  toujours  reconnoître  facilement  quels  font  les  termes  qui 
ne  doivent  pas  avoir  part  à  cette  diftribution. 

En  effet ,  pour  favoir  fi  un  coefficient  quelconque  de  l'un  des 
polynômes -multiplicateurs  ,  peut  être  réputé  du  nombre  des 
coëfficiens  arbitraires  généraux  ;  il  faut ,  dans  le  cas  préfent , 
concevoir  les  équations  qui  peuvent  fervir  à  faire  difparoître  des 
termes  dans  ce  polynôme ,  multipliées  chacune  par  un  polynôme 
complet  dont  le  degré ,  avec  celui  de  l'équation  ,  fafle  celui  du 

Îiolynome  dont  il  s'agit  ;  alors  fi  le  terme  dont  on  veut  examiner 
e  coefficient ,  eft  compris  dans  ceux  qui  naîtront  de  ces  produits  , 
il  peut  être  réputé  du  nombre  des  arbitraires  généraux  ;  ôc  au 
contraire  dans  le  cas  contraire. 

Ainfi,  dans  le  dernier  exemple ,  les  termes  oùyôc  ?  montent 
à  la  dimenfion  6 ,  dans  les  polynômes-multiplicateurs  complets  , 
n'ont  aucun  coefficient  qui  puiffe  être  réputé  du  nombre  des 
coëfficiens  arbitraires  généraux  ;  parce  qu'en  multipliant  les  équa- 
tions propofées  par  des  polynômes  complets  du  degré  4.  ;  il  ne 
peut  en  réfulter  de  termes  où  y  &  1  montent  à  la  dimenfion  6, 

Continuation  du  même  fijet. 

(  ?49')  Concevons  deux  équations  à  deux  inconnues,  toute» 
deux  du  degré  4 ,  mais  à  qui  il  manque  tous  les  termes  des  di- 
menfions  inférieures  au  degré  3 ,  &  que  nous  repréfenterons  par 

x . . .  2) 1  =  o.  Et  propofons  -  nous  de  déterminer  le  degré  de 
équation  finale  ,  &  la  forme  la  plus  fimple  des  polynômes-multi- 
plicateurs. 

Je  prendrais  donc ,  d'abord ,  pour  polynômes-multiplicateurs  , 
deux  polynômes  de  la  forme  (x..*  2)  *x^-«  ou  (x. ..  2  )  '*  j 
le  nombre  des  coëfficiens  arbitraires  généraux  feroit  donc 
Nfx.,.2)*  ;  6c  la  forme  de  l'équation  -  fomme  feroit 

( X  .  ..  2)  3  =  O. 

Puifqu'il  manque  à  cette  équation  les  termes  des  dimenfions 
inférieures  à  trois  ,  il  y  a  donc  trois  termes  de  moins  à  faire 
difparoître ,  que  fi  les  équations  propofées  étoient  complettes  ; 
nous  avons  donc  trois  coëfficiens  arbitraires  particuliers. 

Mais  la  dimenfion  3  ofFrira  les  termes  x'y,  xy%,  &  y*  ± 
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c'eft-à-dire  ,  trois  termes  à  faire  difparoître  ;  &  pour  la  def- 
tructton  de  ces  termes  on  n'aura  que  les  deux  coëfficiens  que  la 
dimenfion  o  des  deux  polynômes-multiplicateurs  y  aura  intro- 
duits ;  donc  fi  on  fuppofe  ces  deux  coëfficiens  égaux  à  zéro  9 
on  aura  un  coefficient ,  ou  une  équation  arbitraire  particulière 

de  plus  ;  ainfi ,  prenant  actuellement  (x  .  . .  2)  '  pour  la  forme 
des  polynômes-multiplicateurs ,  celle  de  l'équation-fomme  fera 

16 

( x . .  .  2  )  4  =  o  ,  avec  quatre  équations  arbitraires  particulières  f 
&  N  (x  .  .  .  2)  1  équations  arbitraires  générales. 

La  dimenfion  4  de  l'équation-fomme ,  donne  quatre  termes  à 
faire  difparoître.  La  dimenfion  1  des  polynômes-multiplicateurs  , 
fournit,  pour  cet  objet,  quatre  coëfficiens  feulement;  chacun  de 
ces  coëfliciens  fera  donc  =  o  j  &  par  conféquent  la  forme  des 

polynômes -multiplicateurs  deviendra  (x...z)  »  ;  Ôc  celle  de 

l'équation-fomme  (x . . .  2)  1  =  o  ,  avec  le  même  nombre 
d'équations  arbitraires  générales  &  particulières  que  ci-devant. 

La  dimenfion  j  de  l'équation-fomme  ,  donne  cinq  termes  à 
faire  difparoître.  La  dimenfion  2  des  polynômes-multiplicateurs 
fournit,  pour  cet  objet  ,  fix  coëfficiens  ;  donc  fi  fur  les  quatre 
équations  arbitraires  particulières  que  nous  avons ,  on  conçoit 
qu'on  en  employé  une ,  avec  les  cinq  que  l'on  aura  pour  l'éva- 
nouifTement  des  cinq  termes  de  la  dimenfion  y  de  l'équation- 
fomme,  chacun  des  fix  coëfficiens  fera  =  o  ;  &  par  conféquent  la 

forme  des  polynômes  -  multiplicateurs  deviendra  (x, . .  1)  3  y 

&  celle  de  l'équation-fomme  (x  .  .  .2)  *  =  0,  avec  trois  équa- 
tions arbitraires  particulières  feulement,  &  un  nombre  d'équa- 
tions arbitraires  générales  =  N  (x . . .  2)  *. 

Dans  cette  nouvelle  forme  ,  la  dimenfion  6  de  l'équation- 
fomme  offrira  fix  termes  à  faire  difparoître.  La  dimenfion  3  des 
polynômes-multiplicateurs  ,  fournira ,  pour  cet  objet ,  huit  coëf- 
ficiens ;  comme  la  dimenfion  o  du  polynôme  (x...2)%  qui 
exprime  le  nombre  des  coëfficiens  arbitraires  généraux,  en  fournit 
un  à  cette  dimenfion  ,  on  ne  doit  compter  que  fur  fept  coëfficiens 
fournis  par  la  dimenfion  3  des  polynômes-multiplicateurs.  Or  fi 
fur  les  trois  équations  arbitraires  particulières  qui  nous  relient  , 

on 
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on  conçoit  qu'on  en  employé  ici  une ,  on  voit  que  chaque 
coefficient  de  la  dimenfion  3  des  polynômes-multiplicateurs  ,  peut 
être  fuppofé  =  o  ;  &  que  par  conféquent  la  forme  des  poly- 

nomes-multiplicateurs  fe  réduit  à  (x. ..  2)  4 ,  &  celle  de  lé* 

quation-fomme ,  à  (x.,.2)  7  =  0,  avec  deux  coéfficiens  arbi- 
traires particuliers,  &  un  nombre  de  coéfficiens  arbitraires  gé- 
néraux =  N(x...*)*. 

Préfentement  la  dimenfion  7  de  l'équation-fomme  ,  a  fept  termes 
à  faire  difparoître.  La  dimenfion  4  des  polynômes-multiplica- 
teurs fournit  dix  coéfficiens,  furlefquels  la  dimenfion  1  du  poly- 
nôme (x . . .  2)  «  en  rend  deux  inutiles  ;  nous  avons  donc  encore 
huit  coéfficiens  utiles  ;  mais  fi  des  deux  équations  arbitraires  par- 
ticulières qui  nous  reftent ,  on  conçoit  qu'on  en  employé  une  , 
il  n'y  aura  véritablement  que  fept  coéfficiens ,  c'eft-à-dire,  autant 

3ue  de  termes  à  faire  difparoître.  Donc  chaque  coefficient  de  la 
imenfion  4  des  polynômes-multiplicateurs, peut  être  fuppofé  =  0; 
&  par  conféquent  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  fe 

réduit  à  (x.,.2)  1  ,  &  celle  de  l'équation-fomme  à  (x...n)  »  —  o  ; 

8 

avec  un  nombre  de  coéfficiens  arbitraires  généraux  ~  N(x. .  .2)  * , 
Ôc  un  cofficient  arbitraire  particulier. 

Dans  cette  nouvelle  forme ,  la  dimenfion  8  de  l'équation-fomme 
donne  huit  termes  à  faire  difparoître.  La  dimenfion  j  des  poly- 
nômes-multiplicateurs donne  douze  coéfficiens ,  fur  lefquels  la 
dimenfion  2  du  polynôme-multiplicateur  en  rend  trois  inutiles  ; 
il  en  refte  donc  neuf  Mais  à  caufe  de  l'équation  arbitraire  parti- 
culière qui  nous  refte  ,  il  n'y  en  a  véritablement  que  huit ,  c'eft- 
à-dire  ,  autant  que  de  termes  a  faire  difparoître.  Donc  chaque 
coefficient  de  la  dimenfion  y  des  polynômes-multiplicateurs  peut 
être  fuppofé  =  o.  Donc  la  forme  des  polynômes-multiplica- 
teurs fe  réduit  à  (x.,.2)  ,  &  celle  de  l'équation-fomme  à 
16 

(x. . .  2)  9  =5  o  ,  avec  un  nombre  dç  coéfficiens  arbitraires 

s 

généraux  —  fi  (x  . . .  2)  ? . 

C'eft-là  la  dernière  réduction  dont  eft  fufceptible  la  forme  des 
polynômes-multiplicateurs ,  &  par  conféquent  celle  de  l'équation- 

Mmm 
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fomme.  Car  fi  on  examine  la  dimenfion  9  de  l'équation -fomme, 
comme  nous  venons  de  faire  les  dimenfions  inférieures  t  on  verra 
qu'elle  donne  neuf  termes  à  faire  difparoître.  Que  la  dimenfion  6 
des  polynômes -multiplicateurs  donne  quatorze  coëfficiens,  fur 

8 

îefquels  la  dimenfion  3  du  polynôme  (x .  • .  %)  3  en  rend  quatre 
inutiles  ;  il  en  refte  donc  dix.  Et  comme  il  n'y  a  plus  aucune 
équation  arbitraire  particulière  ,  le  nombre  des  coëfficiens  utiles 
excédant  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître ,  on  n'eft  plus 
autorifé  à  fuppofer  ces  coëfficiens  égaux  à  zéro. 

L'équation  finale  eft  donc  toujours  du  degré  16  ,  c'eft-à-dire  , 
a  véritablement  feize  racines  ;  mais  neuf  de  ces  racines  font 
chacune  =  o.  La  difficulté  de  la  folution  de  cette  équation  n'eft 
tout  au  plus  que  du  feptième  degré  i  mais  l'équation  eft  véritable- 
ment du  feizième. 

(550.)  Si  on  raifonne  de  même  fur  les  trois  équations  de  la 

forme  f  jc  . . .  3^  *  —  o  ,  on  verra  que  l'équation- fomme  peut  être 

17 

réduite  à  la  forme  (x...sj  s  =  o;  &  les  polynômes  -  multi- 
cateurs  à  la  forme  (x,  • .  a  ft9  avec  un  nombre  de  coëfficiens 

XI  18 

arbitrair.es  généraux  =  3  N(x...  3 )  4  —  N( x. . .  3^  *  &  fans 
aucun  coëfiîcient  arbitraire  particulier  de  refte. 

En  forte  que  l'équation  finale  fera  du  degré  &  de  la  forme 

(x  . . .  \)  »  =  o  i  c'eft-à-dire,  du  degré  27, avec  huit  racines  =  0. 

(  5  5  1  •  )  En  général  ,  fi  l'on  a  n  équations  de  la  forme 

«  t'  f  tm 

(x.»,n)  »=  o,    (x.,,n)'  =s  o,   (x,.,n)>  =  o,   (x...n)>   =  o,  &c 

L'équation  -  fomme  pourra  toujours  être  réduite   à  la  forme 

tt't"t";  ace 

fx . . .  njtff't"'**  =  0  J  &  les  polynômes  -  multiplicateurs  à  la 
forme 

t  tVV.arc.  —  * 

_   .  ,          «      .  ,  ,f  t  t"t",Uu  —  t, 

rotfr  U  première  équation.   x.,.nj<  '  '  ' 

t  tt'f.ttc  —  t' 

t  /         \  î  ' '' '  "»kc*  ""  '» 

pour  la  Icconde.   .  .. .':     '  '  ' 

<  l'tV.&c.  —  f' 

pour  h  troifièm  f»..../'  W  ~  * 

t  »'«•<", te  —  t" 

•  t  t' t"  t"'  Vi.  m» 

pour  la  quatrième  f*....nj'"  '*  '  1 
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éc  ainfi  de  fuite  ,  avec  un  nombre  de  coëfficiens  arbitraires 
généraux  dont  l'expreffion ,  trop  longue  à  tranfcrire ,  eft  néan- 
moins très -facile  à  trouver  d'après  tout  ce  que  nous  avons  dit 
jufqu'ici. 

f  5"  5  î.)  Nous  avons  pris  d'abord  des  exemples  particuliers , 
des  équations  peu  élevées.  Il  eft  facile  de  voir  que  c  eft  pour  ne 

f>as  partager  l'attention  par  la  multiplicité  des  objets  ;  mais  que 
e  procédé  eft  le  même  quelques  foient  les  degrés  des  équations 
&  le  nombre  des  inconnues, 

Lorfque  les  équations  ont  une  forme  régulière  ,  on  peut  tou- 
jours généralifèr  ce  procédé,  fans  avoir  l'équation- fomme  fous 
les  yeux  ,  &  trouver  l'expreffion  algébrique  générale  du  degré  de 
l'équation  finale  :  c'eft  par  ce  moyen,   par  exemple  ,  qu'on 
parviendrait  à  déterminer  la  forme  la  plus  convenable  aux. 
polynômes- multiplicateurs  des  équations  incomplettes  d'ordres 
quelconques  dont  nous  avons  parlé  (  1 8 1  &  fuiv.  ) ,  &  le  degré  de 
l'équation  finale.  La  raifon  pour  laquelle  la  forme  que  nous  avons 
employée  (  1 8 1  &  fuiv.  ) ,  ne  convient  pas  généralement  ,  eft 
que  cette   forme  admet  des  termes  qui  donnent  à  l'équation- 
fomme  d'autres  termes  dont  la  deftruâion  dépend  d'un  nombre 
d'équations  moindre  que  le  nombre  de  ceux-ci.  Cela  indique 
donc  qu'il  y  a  plus  de  coëfficiens  arbitraires  que  l'on  n'en  a 
compté  réellement.  Ce  n'eft  donc  qu'en  en  tenant  compte  qu'on 
peut  arriver  à  la  véritable  forme  des  polynômes- multiplicateurs, 
&  à  la  véritable  expreffion  du  degré  de  l'équation  finale.  Or  , 
pour  en  tenir  compte  d'une  manière  qui  ne  puifle  laifier  aucune 
incertitude ,  il  faut  ainfi  que  nous  le  prefcrivons ,  prendre  d'a- 
bord pour  polynômes-multiplicateurs ,  des  polynômes  complets  , 
de  même  degré  que  fi  les  équations  étoient  complettes  ;  parcourir, 
comme  nous  venons  de  le  faire ,  tous  les  différens  termes  qui 
pouvant  difparoitre  les  uns  par  les  autres  ,  peuvent  donner  des 
équations  arbitraires  particulières  ;  faire  pareillement ,  &  avant , 
l'énumération  des  termes  que  l'on  a  de  moins  à  faire  difparoitre  , 
que  fi  l'équation -fomme  étoit  complette.  Alors  joignant  le 
nombre  des  équations  arbitraires  particulières,  au  nombre  des 
équations  arbitraires  générales  ,  la  différence  entre  le  nom1  re 
total  des  coëfficiens  des  polynômes-multiplicateurs ,  &  le  nombre 
çotal  des  équations  arbitraires  tant  générales  que  particulières  , 

M  m  m  ij 
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fuftira  toujours  pour  faire  difparoître  les  termes  qui  doivent  àtC- 
paroître  dans  1  équation  -  fomme ,  c'eft-à-dire,  pour  donner  l'é- 
quation finale. 

Or,  lorfque  les  équations  font  de  forme  régulière,  on  peut 
toujours  déterminer  algébriquement ,  tous  ces  différens  nombres 
de  termes ,  &  par  conféquent  avoir  l'exprelïïon  algébrique  géné- 
rale du  degré  de  l'équation  finale. 

Et  fi  les  équations  font  de  forme  irrégulière ,  alors  on  ne  pourra 
point  déterminer  l'expreflion  algébrique  de  ce  degré  ,  mais  du 
moins  on  pourra  toujours  en  avoir  la  valeur  numérique  :  &  la 
recherche  du  nombre  des  équations  arbitraires  particulières,  exir 
géra  le  plus  fouvent  l'inlpe&ion  de  l'équation-fomme.  Quant 
aux  équations  arbitraires  générales ,  leur  nombre  fera  toujours 
facile  à  avoir ,  puifau'il  eft  le  même  que  fi  les  équations  propo- 
fées  étoient  complettes. 

(  J  f  3 .  )  Il  ne  peut  donc  y  avoir  aucune  forme  régulière  ou 
îrréeuli  ère  d'équations  algébriques  dont,  par  les  moyens  expofés 
dans  cet  ouvrage ,  on  ne  puhTe  déterminer  le  véritable  degré  de 
l'équation  finale  ,  6c  dont  on  ne  puifle  en  même  temps  affigner 
les  polynômes-multiplicateurs  les  plus  fimples. 

(  |  5  4«  )  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  (  $  34  &  fuîv.  )  t 
s'applique  de  la  même  manière  aux  équations  dont  le  nombre  eft 
plus  grand  que  celui  des  inconnues  ;  avec  cette  feule  différence 
que  le  degré  des  polynômes-multiplicateurs  au  lieu  d'être  égal  au 
produit  des  expofans  de  toutes  les  équations  propofées  ,  diminué 
de  l'expofant  de  l'équation  à  laquelle  ce  polynôme  doit  apparte- 
nir ;  ce  degré ,  dis-je,  doit  d'abord  être  déterminé  par  ce  qui  a 
été  dit  depuis  le  n.°  3  3  8  jufqu'au  n.°  $  1 8 ,  comme  fi  les  équa- 
tions propofées  étoient  complettes.  Après  quoi  on  détermine  la 
forme  la  plus  fimple  dont  ils  peuvent  être  fufceptibles  ,  préciféV 
ment  d'après  ce  qui  a  été  dit  (  j  34  6»  fuiv.  ). 

Par  exemple,  fi  j'avois  trois  équations  de  cette  forme 

ax*  -f-  bxxy  •+■  cxy*  -h  dyl  =  o 
-+-  cxy 

}e  raîfonnerois  ainfi  :  fi  les  trois  équations  étoient  complettes  , 
les  polynômes -multiplicateurs  feroient  de  la  forme  (x.,,2j+, 
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ïivec  un  nombre  de  coëfficiens  arbitraires  généraux  = 

3  N  fx.. .  2)1  =  9,  dont  fix  peuvent  être  employés  dès  la 

plus  haute  dimenfion  de  l'équation  -  fomme. 

Pour  plus  de  facilité  ,  feignons  d'abord  que  la  dimenfion  2  des 
'équations  propofées  eft  complette  ;  c'eft-à-dire ,  traitons  d'abord 

ces  équations  comme  fi  elles  étoient  de  la  fonne  fx . . .  2)  »  =  o. 

7 

L'équation-fomme  eft  donc  de  la  forme  (x  . . .  2)  *  =  o , 
dans  laquelle  il  y  a  trois  termes  de  moins  à  faire  difparoître,  que 
ft  les  équations  propofées  étoient  complettes.  Nous  avons  donc 
d'abord  trois  équations  arbitraires  particulières. 

Dans  la  dimenfion  2  de  l'équation  -  fbmme ,  nous  avons  trois 
termes  à  faire  difparoître.  Pour  cette  élimination ,  la  dimenfion  o 
des  trois  polynômes-multiplicateurs  ,  fournit  trois  coëfficiens  ; 
donc  puifque  le  nombre  de  ces  coëfficiens  eft  précifément  le 
même  que  celui  des  équations  dans  lefquelles  ils  entrent,  on  peut 
fuppofer  chacun  =  o  ;  &  par  conféquent  réduire  la  forme  des 

polynômes-multiplicateurs  à  /  x .  • .  2)  1 ,  &  celle  de  l'équation- 

fomme  à  ( x.  ..2)1  =  o,  avec  neuf  coëfficiens  arbitraires  gé- 
néraux, &  trois  coëfficiens  arbitraires  particuliers. 

La  dimenfion  3  de  la  nouvelle  équation- fomme  donne  quatre 
termes  à  faire  difparoître.  La  dimenfion  1  des  trois  polynômes- 
multiplicateurs  donne  fix  coëfficiens  ;  donc  fi  on  conçoit  que 
des  trois  équations  arbitraires  particulières ,  on  en  emploie  deux  f 
on  pourra  encore  fuppofer  chaque  coefficient  de  la  dimenfion  1 
des  polynômes-multiplicateurs  =  o.  La  forme  de  ces  polynômes 

fera  donc  (x  . . .  2)  *  ;  &  celle   de   l'équation  -  fomme  fera 
7 

f  x . . .  2)  4  =3  o  ,  avec  neuf  coëfficiens  arbitraires  généraux,  6c 

un  coefficient  arbitraire  particulier. 

La  dimenfion  4  de  l'équation  -  fomme  donne  cinq  termes  à 
faire  difparoître  ;  mais  la  dimenfion  2  des  polynômes-multipli- 
cateurs donne  neuf  coëfficiens ,  fur  lefquels  la  dimenfion  o  des 
trois  polynômes  (x . . .  2)  '  qui  expriment  le  nombre  des  coëffi- 
ciens arbitraires  généraux ,  en  donne  trois  d'inutiles  ;  il  en  refte 
donc  fix  ;  donc  à  caufe  de  l'équation  arbitraire  particulière  qui 
nous  refte ,  ou  aura  encore  autant  d'équations  que  p!e  coefficient 
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utiles  de  la  dimenfion  2  des  polynômes -multiplicateurs  ;  donc  011 
pourra  fuppofer  ces  coëfficiens  égaux  à  zéro  ;  la  forme  des  poly- 
nômes-multiplicateurs fera  donc  réduite  à  (x  . . .  2)  $ ,  &  celle 

de  l'équation-fomme  à  (x . . .  2 )  f  =  o ,  avec  fix  coëfficiens 
arrrt.aires  généraux. 

Dans  cet  état  de  l'équation-fomme  »  il  y  a  fix  termes  à  faire 
difr/aroître  dans  la  dimenfion  y  de  l'équation-fomme.  La  dimenfion  5 
des  polynômes  -  multiplicateurs  fournit  douze  coëfficiens  ,  fur 
lefquels  la  dimenfion  1  des  polynômes  qui  expriment  le  nombre 
des  coëfficiens  arbitraires  en  rend  fix  inutiles  ;  il  n'y  a  donc  en- 
core qu'autant  de  coëfficiens  utiles  que  de  termes  a  faire  difpa- 
roître  ;  donc  chaque  coëfficient  de  la  dimenfion  3  des  polynômes- 
multiplicateurs  ,  peut  être  fuppofé  =  o  ;  donc  la  forme  de* 

polynômes-multiplicateurs  peut  être  réduite  à  fjc.2^4,  ôc 

celle  de  l'équation-fomme  à  (x .  . .  2.)  6  =s  o,  fans  aucun  coëf- 
ficient arbitraire  général  ou  particulier. 

Telle  feroit  la  forme  la  plus  fimple  des  polynômes-multiplica- 
teurs ,  fi  la  dimenfion  2  des  équations-propofées  étoit  complette  ; 
mais  par  les  termes  qui  lui  manquent ,  il  eft  aifé  de  voir  qu'il 
manquera  à  l'équation  fomme  les  termes  x6  &  y6;  il  y  aura 
donc ,  dans  le  cas  préfent ,  deux  équations  arbitraires  particulière?. 
Le  meilleur  ufage  que  nous  pu  illions  en  faire,  eft  de  faire  perdre 
encore,  s'il  eftpoffible,  quelque  terme  ,  aux  polynômes-multipli- 
cateurs. Or  pour  la  deftrudion  du  terme  y7,  par  exemple  ,  nous 
aurons  une  équation  ,  qui,  avec  les  deux  équations  arbitraires 
particulières  ,  permettra  de  fuppofer  égal  à  zéro ,  dans  chaque 
polynôme-multiplicateur,  le  coefficient  de^4. 

Mais  comme  les  coëfficiens  qui  entreroient  dans  celui  de  y% 
font  les  mêmes  que  ceux  qui  entreroient  dans  celui  de  xys  ; 
ce  terme  -  ci  difparohTant  par  l'anéantiffement  du  terme  y4  des 
polynômes- multiplicateurs ,  il  nous  refte  encore  une  équation 
arbitraire  particulière. 

Pour  l'employer,  je  remarque  que  les  coëfficiens  qui  entreront 
dans  celui  de  x7,  font  les  mêmes  que  ceux  qui  entreront  dans  le 
coëfficient  de  x'y  ;  les  deux  équations  fournies  far  l'anéantit 
fanent  de  x7  &  de  x'y  ,  jointes   à  l'équation  arbitraire 
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particulière  qui  nous  relie ,  permettent  donc  encore  d'anéantir  le 
terme  x*  dans  les  polynômes-multiplicateurs. 

Donc  pour  trois  équations  de  cette  forme 

<zjc*  -h  bx*y       cxy*-h  dy1  =  o 
•H  e  xy 

les  trois  polynômes-multiplicateurs  les  plus  fimples  qu'on  puifle 
employer ,  font  de  la  forme 

Ax'y  -+-  Bx'y*  -4-  Cxy1 , 

fans  aucun  coëfficient  arbitraire  général  ou  particulier, 
.  L'équation  finale  eft  donc  facile  à  calculer. 

Des  Equations  dont  le  nombre  eft  plus  petit  que  celui  des 
inconnues  quelles   renferment  :  nouvel/es  obfcrvations 
fur  les  facteurs  de  V équation  finale. 

(  5  S  5  •  )  Lorsque  le  nombre  des  inconnues  furpafle  celui  des 
équations ,  l'état  de  la  queftion ,  n  étant  le  nombre  des  inconnues 
&  p  celui  des  équations  ,  fe  réduit  à  avoir  une  équation  qui 
ne  renferme  que  n  —  p  -+-  i  inconnues. 

On  peut,  pour  y  parvenir ,  employer  trois  procédés.  i.°  Les 
mettre  fous  la  forme  d'équations  qui  ne  renfermeroient  que  p  — -  t 
inconnues.  Par  exemple ,  fi  l'on  a  deux  équations  de  cette  forme 

a  x*  ■+•  b xy  -f-  ex  ç  H-  dy*  +         +  ff  =  o 
H-  gx       h  y    -h  kz 
/ 

Et  qu'on  demande  l'équation  en  y  &      je  puis  faire 

a  =  A%  by  ■+■  c\  -h  g  =z£,  &  dy3-  -+-  ty  \  ■+■  ff  ■+■  Ay4-*ï  ■+-  /  =  C, 

&  mettre  les  deux  équations  propofées ,  fous  la  forme 
Puis  éliminer  x  par  les  moyens  donnés  (  338  &  fuiv.  ). 
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2.0  Mettre  les  équations  propofées  fous  la  forme  d'équations 
qui  ne  renfermeraient  qu'un  nombre  p  d'inconnues.  Ainfi  dans 
le  même  exemple  ,  je  ferais 

fie  mettre  les  deux  équations  propofées  fous  la  forme 

A  x*  -H  B  xy         Cy*  mm  q 
Dx     H-  Ey 
H-  F 

Et  calculer  par  les  moyens  expofés  (  28  f  )  l'équation  en  y  ; 
alors  A,  B,  C,  D,  E,  F  étant  des  fonctions  de  1  fie  de 
connues ,  leur  fubftitution  dans  l'équation  finale  ,  donnera  l'é- 
quation cherchée  en  y  6c 

3.0  Enfin  on  peut  employer  les  équations  propofées  ,  dan* 
tout  leur  développement  naturel ,  fie  procéder  à  l'élimination  de 
p  —  1  inconnues ,  en  employant  des  polynômes-multiplicateurs 
qui  renferment  toutes  les  n  inconnues. 

(  J  5^0  De  ces  trois  moyens  le  premier  eft,  fàns  contredit , 
le  plus  expéditif,  fie  celui  qui  conduira  à  la  relation  la  plus 
fimple  entre  les  n  —  />-+-!  inconnues  dont  il  s'agit.  Mais  il 
ne  le  fera,  ainfi  que  nous  l'avons  déjà  obfervé  qu'en  diffimu- 
lant  certains  facteurs  qui  peuvent  donner  des  connoifTances  plus 
étendues  fur  les  équations  propofées  ;  fie  dans  les  cas  où  ces 
fadeurs  égalés  à  zéro ,  formeraient  une  équation  qui  aurait  lieu  , 
cette  relation  la  plus  fimple  entre  les  n  —  p  -4-  1  inconnues, 
ne  ferait  pas  la  plus  fimple  poflible ,  ôc  renfermerait  quelquefois , 
ainfi  que  nous  l'avons  vu  des  (blutions  qui  n'appartiendraient 
pas  à  la  queftion. 

Ce  premier  moyen,  le  meilleur  pour  la  célérité  du  calcul  ,* 
n'eft  donc  d'un  ufage  sûr,  qu'autant  qu'on  faura  qu'il  n'exifte 
entre  les  coéfficiens  des  équations  aucune  relation  qui  pui(Te 
donner  lieu  à  une  dépreffion. 

(5570  Le  fécond  moyen  eft ,  après  le  premier ,  celui  qui 
eft  le  plus  propre  pour  la  célérité  des  calculs.  Il  a  de  plus  l'a- 
vantage de  faire  connoître  quelques-unes  des  relations  entre  les 
coefficient,  qui,  fi  elles  avoient  lieu ,  permettraient  l'abaifTement 
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de  l'équation  finale  ;  mais  elle  ne  les  fait  pas  connoître  toutes , 
dans  l'application  au  cas  où  il  y  a  plus  d  inconnues  que  d'équa- 
tions. Développons  cela  par  un  exemple  pris  encore  pour  plus 
de  fimplicité  fur  deux  équations  de  la  forme 

ax*+bxy  ■+-  cx^-h  dyx      eyi  -f-  ffwm  o 
rh  gx  +  ky     -h  ki 

T    ■+•  l 

Si  on  met  çes  deux  équations  (bus  la  forme 

Ax*  -h  B  x  C=o 

l'élimination  de  x  conduira  à  une  équation  en  A ,  B ,  C;  A',  B',  C, 
laquelle  par  la  fubftitution  des  valeurs  de  A,B,C;  A',B',  C\ 
en  y  &       fera  du  quatrième  degré  relativement  à  y  &  à  £ 

C'eft  la  relation  la  plus  fimple  qui  puiffe  exiftçr  entre  y  &  i, 
fi  les  cocfiiciens  des  équations  proposes  n'ont  entr'eux  aucunes 
relations  particulières  qui  puiflent  donner  lieu  à  une  déprefïion 
de  cette  équation  finale  ;  ou  s'il  n'exifte  point  quelque  valeur 
de  ç  indépendante  de  x  6c  de  y ,  ou  quelque  valeur  de  y  indé- 
pendante  de  x  &  de  i,  qui  puifle  fatisfaire  aux  deux  équations 
propofées. 

Mais  fi  l'un  de  ces  cas  avoit  lieu,  l'équation  finale  en  y  Se  £ 
ne  feroit  pas  du  quatrième  degré  ;  nous  l'avons  vu  (  2po  ).  Or, 
par  ce  procédé,  on  voit  que  rien  n'en  avertit. 

Mais  fi  nous  mettons  les  équations  propofées ,  fous  la  forme 

»  * 

Ax%  ■+-  Bxy  ■+■  Cyx  =t  o 
H-  D  x   ■+•  Ey 
-h  F 

îc  qu'éliminajit  x  ,  nous  calculions  l'équation  en^,  félon  la 
méthode  que  nous  avons  fuivie  (  287)  ;  alors  l'équation  finale 
tny,  après  la  fubftitution  des  valeurs  de  A,  A' ;  B ,  B',  &c. 
en  fera  du  quatrième  degré  relativement  à  y;  mais  relati-. 
vement  à  7,  elle  fera  du  fixieme;  car  cette  équation  finale  fera 
celle  que  donneroit  le  procédé  précédent ,  mais  avec  un  fa£teur 
que  nous  avons  examiné  (  2^0  ) ,  ôc  qu'en  fe  remettant  fous  les 

"  Nnn 
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yeux ,  on  verra  facilement  être  une  fonction  de  \  de  la  dimen- 
fion  a.  Or  nous  avons  fait  voir  que  dans  le  cas  où  l'équation 
faite,  en  égalant  ce  faûeur  à  zéro,  avoit  lieu,  l'équation  finale 
étoit  fufceptible  d'abaiffement.  Ce  fécond  procédé  ,  plus  long^  à 
la  vérité  ,  que  le  premier ,  a  du  moins  fur  celui-ci  l'avantage  d'a- 
vertir des  cas  où  le  réfultat  du  premier  donne  des  réponfes  qui 
n'appartiennent  pas  à  la  queftion. 

(5  J8-)  Mais  ce  fécond  procédé  ne  donne  pas  tous  les  cas 
de  cette  efpèce.  Il  eft  d'autres  cas  qu'il  ne  donne  pas,  mais  feu- 
lement par  le  choix  qu'on  a  fait  de  l'inconnue  ou  des  inconnues 
enveloppées  dans  la  forme  à  laquelle  on  a  réduit  les  équations 
propofées;  en  forte  qu'en  variant  ce  choix  ,  on  trouverait  cea 
autres  cas ,  par  un  calcul  femblable.  Mais  il  en  eft  encore  d'au- 
tres que  le  fécond  procédé  ne  donne  pas ,  &  ne  peut  donner. 

(559.)  En  effet,  pour  les  cas  de  la  première  efpèce,  il  eft 
clair  ,  dans  l'exemple  actuel ,  que  fi  au  Heu  d'éliminer  x  &  y  , 
nous  euflions  éliminé  x  &  \  ;  nous  ferions  arrivés  ,  par  le 
fécond  procédé  ,  à  une  équation  où  \  auroit  monté  au  quatrième 
degré,  &cy  au  fixième;  &  qui  auroit  eu ,  en  y  ,  un  fatteur  du 
fécond  degré  qui  auroit  indiqué  deux  valeurs  de^  qui  peuvent 
fatisfaire  aux  deux  équations  propofées  indépendamment  de 
x  &  comme  le  facteur  trouvé  dans  le  premier  cas  indique 
deux  valeurs  de  \  qui  peuvent  fatisfaire  aux  deux  propofées  in- 
dépendamment de  x  &  y  :  &  qui  en  même  temps  eft  tel  que 
s'il  étoit  zéro  indépendamment  de  \,  il  indiquerait  aue  l'équa- 
tion en  y  &  ^  ,  peut  être  abaiffée  ;  ou  que  fi  on  donne  â  ç 
l'une  de  ces  deux  valeurs ,  l'équation  en  y ,  peut  être  abaiffée. 
Et  fi  la  différence  du  nombre  des  inconnues  au  nombre  des 
équations  eft  plus  confidérable  ,  on  voit  qu'il  naîtra  ,  encore  une 
infinité  d'autres  cas  que  le  premier  procédé  ne  feroit  pas  connoî- 
tre  ,  ôc  que  le  fécond  ne  fait  connoître  qu'en  variant  fon  ap- 
plication à  chacune  des  formes  qui  peuvent  avoir  lieu  pour  le* 
équations  propofées  traitées  par  ce  procédé. 

Or ,  par  cela  même  qu'il  fàut  varier  l'application  du  procédé 
pour  trouver  ces  différens  cas ,  on  doit  conclure  que  le  procédé 
n'a  pas  une  généralité  analytique  fuffifante,  &  que  même  les 
variations  que  l'on  employera  ,  pourraient  bien  laiffer  encore 
échapper  quelques  cas  :  &  c'eft  ce  qui  auroit  lieu  en  effeu 
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-  Car  de  même  que  nous  avons  vu  (28^)  que  l'élimination 
de^  dans  deux  équations  de  la  forme  (x .  . .  2  J 1  m»  o,  traitées 
dans  tout  leur  développement,  donnoit  un  fa&eur  qui  eft  une 
fonction  de  tous  les  coëfficiens  de  ces  deux  équations ,  Ôc  qui , 
lorfqu'il  devient  zéro,  donne  lieu  à  l'abauTement  de  l'équation 
finale  ;  de  même  l'élimination  de  x  dans  deux  équations  de  la 
forme  (x ...  3^  *  =  o;  &  en  général  l'élimination  de  n  —  1 
inconnues  dans  un  nombre  n  d'équations  renfermant  un  nombre  p 
d'inconnues  plus  grand  que  n ,  donnera ,  lorfqu  on  traitera  ces 
équations  dans  tout  leur  développement ,  un  fà&eur  qui  fera 
fonction  de  tous  les  coëfficiens  de  ces  équations  ,  ôc  qui  , 
lorfqu'il  fera  zéro,  fera  connoître  que  l'équation  finale  eft  fuf- 
ceptible  d*abaiflement.  Donc ,  en  général ,  pour  être  sûr  de  ne 
lai/Ter  échapper  aucun  des  cas  qui  peuvent  avoir  lieu ,  dans  un 
nombre  donné  d'équations ,  renfermant  un  nombre  donné  d'in- 
connues ,  il  faut  traiter  ces  équations  dans  tout  leur  dévelop- 
pement naturel. 

(  5  60.)  Ainfi,  pour  connoître  tout  ce  qu'il  peut  y  avoir  à 
connoître ,  relativement  à  l'équation  finale  réfultante  d'un  nom- 
bre n  d'équations  renfermant  p  d'inconnues  ,p  étant  >  ou  <  n , 
il  faut  employer  des  polynômes-multiplicateurs  dans  chacun  def- 
quels  entrent  toutes  ces  inconnues.  Tout  autre  procédé  ne  fera 
connoître  qu'une  partie  de  ce  que  ces  équations  peuvent  faire 
connoître. 

(  5  6 1 .  )  Soient  donc  en  général 

(u...p)'  =  0,  fu.  ,.pj''  =*  o  ,  fu...pJ'':=of  ôcc. 

les  équations  propofées ,  au  nombre  de  n  <  p.  On  multipliera 
la  première  par  le  polynôme  indéterminé  (u  . . .  pJT~' ,  la 
féconde  par  le  polynôme  (u . .  .p)T—'' ,  la  troifième  par  le 
polynôme  (u .  .  .p)  r~ 1  " ,  &c.  6c  de  la  fomme  de  ces  produits 
on  formera  l'équation-fomme  dans  laquelle  on  fuppofera  égaux 
à  zéro  les  coëfficiens  des  termes  affectés  des  inconnues  que 
l'on  veut  ne  point  avoir  dans  l'équation  finale. 

On  formera  enfuite  dans  l'équation-fomme  autant  d'équations 
arbitraires  qu'il  eft  poffible  de  faire  difparoître  de  termes  dans  le 
premier  polynôme ,  à  l'aide  des  n  —  1  dernières  équations  ; 
dans  le  lecond,  à  l'aide  des  n  —  2  dernières  ;  dans  le  troifième , 
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à  l'aide  des  n  —  3  dernières ,  &c.  &  on  procédera  enfuîte  an 
calcul  des  coëfficiens  ,  ôc  par  conféquent  de  l'équation  finale  9 
de  la  même  manière  qu'on  l'a  fait  jufqu'ici. 

Mais  comme  ici  la  valeur  de  T  n'eft  pas  déterminée ,  il  fe  pré- 
fente quelques  obfervations  à  faire,  qu'il  eft  à  propos  de  ne  pas 
omettre. 

La  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  l'équation- 
fomme  &  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des  polynômes- mu U 
Duplicateurs ,  eft  généralement 

Le  nombre  des  termes  de  l'équation  finale  eft  ! 
N( u...  p  —  n  +  iJT.  Il  faut  donc  qu'on  ait 

c'eft-là  la  condition  à  laquelle  T  eft  aflujetti. 

Mais  cette  condition  ne  détermine  que  la  limite  au-deflbus  de 
laquelle  T  ne  peut  pas  être  admis.  Elle  n'empêche  pas  qu'on  ne 
puiffe  prendre  pour  T9  telle  quantité  que  l'on  voudra  au-deffus 
l£r  de  cette  limite. 

De  plus  il  n'en  eft  pas  du  cas  de  n<Zp ,  comme  du  cas  de 
n—p.  Dans  ce  dernier,  toute  valeur  de  Tau-denus  de  1 1!  t"  &c. 
ne  conduirait  qu'à  donner  à  l'équation  finale  des  fadeurs  dé- 
terminés qui  n'indiqueraient  ou  que  des  folutions  particulières 
ou  que  des  cas  qui  peuvent  offrir  plus  de  fimplicité  ,  (bit 
dans  l'équation  finale ,  foit  dans  les  polynômes-multiplicateurs  ; 
mais  il  n'en  réfulteroit  aucune  augmentation  dans  le  degré  de 
l'équation  finale. 

Ces  faveurs  qu'introduirait  la  fuppofition  de  T  >  t  *Y'  &c, 
dans  le  cas  de  n  =/? ,  ôc  qui  ne  font  que  des  fonctions  des  coëffi- 
ciens donnés  des  équations  propofées ,  feraient  évidemment  des 
fondions  des  inconnues  de  l'équation  finale  fi  on  calculoit  celle-ci, 
dans  le  cas  de  n  <Zp,  en  mettant  les  équations  fous  la  forme  d'é- 
quations à  n  inconnues.  Il  n'eft  donc  pas  étonnant ,  dans  le  cas  de 
n  </>,  lorfqu'on  calcule  avec  les  équations  prifes  dans  tout  leur 
développement ,  que  le  degré  de  l'équation  finale  augmente  avec 
celui  des  polynômes-multiplicateurs ,  ainfi  qu'on  voit  qu'il  arrivera 
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ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

icî.  C'eft  que  les  équations  propofées  font  fufceptibles  de  fe  trouver 
dans  une  infinité  de  cas  particuliers  exprimés  par  des  fondions  dif- 
férentes des  inconnues  qui  doivent  entrer  dans  l'équation  finale  ; 
&  que  l'analyfe  devant  donner  tous  ces  cas  ne  le  peut  faire  par  une 
feule  équation,  qu'en  augmentant  le  degré  de  cette  équation. 

Mais  comme  ces  cas  particuliers ,  ces  folutions  particulières ,  ne 
font  pas  elTentiellement  liés  entr'eux,  il  arrive  que  quelques-uns 
peuvent  être  donnés  par  des  équations  d'un  certain  degré,  d'autres 
ne  peuvent  l'être  que  par  un  degré  plus  élevé ,  &  ils  ne  font  pas 
tous  néceflàirement  compris  dans  une  feule  &  même  queftion.  Il 
n'y  a  qu'un  certain  nombre  de  folutions  qui  fe  trouvera  toujours 
compris  dans  toutes  les  équations  que  l'on  trouvera ,  c'eft  celui 
qu'on  auroit,  par  l'équation  finale ,  trouvé  en  mettant  les  équations 
fous  la  forme  d'équations  à  n  inconnues,  &  dégagée  de  tout  fac~teur 
(uperflu.  Quant  aux  autres  folutions  qui  font  ou  des  folutions  par- 
ticulières ,  ou  des  indices  de  la  poflibilité  d'avoir  une  folution  , 
générale  plus  fimple  que  celle  qui  réfulte  généralement  du  calcul 
fait  en  mettant  les  équations  fous  la  forme  d'équations  à  n  incon- 
nues, elles  feront  données  tantôt  par  une  valeur  de  T}  tantôt  par 
une  autre.  Mais  telle  eft  la  raifon  pour  laquelle  le  degré  de  ré-, 
quation  finale  eft  un  nombre  indéterminé. 

Quoiqu'il  en  (bit ,  pour  arriver  à  l'équation  finale  ,  de  la  ma- 
nière la  plus  fimple ,  en  calculant  les  équations  prifes  dans  tout  leur 
développement ,  on  prendra  la  valeur  de  T  la  plus  immédiatement 
au-deflus  de  t  t! t"  ficc.  6c  qui  fatisfalTe  à  la  condition 

Et  pour  pouvoir  dégager  de  cette  équation ,  l'équation  finale 
générale ,  celle  qui  renferme  les  folutions  qui  font  efTentiellement 
liées  entr'elles ,  on  laiflera  fubfifter  dans  le  calcul  quelques-uns  des 
cocfficiens  arbitraires  ;  &  alors ,  félon  ce  que  nous  avons  obfervé 
(  487  &  foiv-)  t  on  aura  plufieurs  équations  finales  qui  auront, 
toutes  ,  celle-là  pour  facteur.  On  l'aura  donc  en  cherchant  leur 
commun  divifeur. 

FIN. 
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Extrait  des  Regiflres  de  l'Académie  Royale 

des  Sciences, 

Du  17  Avril  177p. 

M  Eflïeurs  d'Alembert  ,  Dionis  du  Séjour,  &  Delaplace  ,  qui 
avoient  été  nommés  pour  examiner  la  Théorie  générale  des  Équations 
Algébriques ,  par  M.  Bézout,  en  ayant  fait  leur  rapport  ,  l'Académie 
a  jugé  cet  Ouvrage  digne  de  l'imprcuion  ;  en  foi  de  quoi  j'ai  figné  le 
prêtent  Certificat.  A  Paris,  ce  17  Avril  177p. 

Signé,  le  Marquis  DE  CONDORCET,  Secrétaire  perpétuel. 


PRIVILEGE   DU  ROI, 

LOUIS,  par  la  grâce  de  Dieu,  Roï  de  France  fie  de  Navarre  :  A  nos  aînés  * 
féaux  Confêillers  ,  les  Gens  tenans  nos  Cours  de  Parlement  ,  Maîtres  des  Re- 
quêtes ordinaires  de  notre  Hôtel,  Grand-Confcii ,  Prévôt  de  Paris,  Baillifs  Sénéchaux, 
leurs  Lieutenants  Civils ,  fit  autres  nos  Jufliciers  qu'il  appartiendra ,  Salut.  Nos  bien- 
amés  les  Membres  de  l'Académie  Royale  des  Sciences  de  notre  bonne  Ville  de 
Paris  ,  Nous  ont  fait  expofèr  qu'ils  auraient  befoin  de  nos  Lettres  de  Privilège  pour 
l'impreiïion  de  leurs  Ouvrages  :  A  ces  causes  ,  voulant  favorablement  traiter  1er 
Expofâns ,  Nous  leur  avons  permis  &  permettons  par  ces  Préfêntes  f  de  faire  imprimer  , 
par  tel  Imprimeur  qu'ils  voudront  choifir  ,  toutes  les  Recherches  Se  Obfervations 
journalières  ,  ou  Relations  annuelles  de  tout  ce  qui  aura  été  fait  dans  les  Aflemblées 
de  ladite  Académie  Royale  des  Sciences  ,  les  Ouvrages  ,  Mémoires  ou  Traités  de 
«hacun  des  Particuliers  qui  la  compofênt ,  fie  généralement  tout  ce  que  ladite  Aca- 
démie voudra  faire  paraître  ,  après  avoir  fait  examiner  leGiits  Ouvrages ,  fit  jugé  qu'ils 
feront  dignes  de  l'impreffion  ,  en  tels  volumes  ,  forme  ,  marge  ,  carafteres ,  conjoin- 
tement, ou  tëparément,  &  autant  de  fois  que  bon  leur  lèmblera  ,  fie  de  les  faire  vendre 
&  débiter  par  tout  notre  Royaume  ,  pendant  le  temps  de  vingt  années  conlccutives ,  à 
compter  du  jour  de  la  date  des  Préfêntes;  lâns  toutefois  qu'à  l'occafion  des  Ouvrages  ci- 
ci  c  (Tu  s  fpécifics ,  il  en  puiflè  être  imprimé  d'autres  qui  ne  foier.t  pas  de  ladite  Académie  : 
Faifôns  défenfês  à  toutes  fortes  de  perfônnes ,  de  quelque  qualité  fit  condition  qu'elles 
foient ,  d'en  introduire  d'impreffion  étrangère  dans  aucun  heu  de  notre  obéuTance  ;  comme 
aufli  à  tous  Libraires  fit  Imprimeurs  d'imprimer  ou  faire  imprimer,  vendre  ,  faire 
vendre  ,  fit  débiter  lefflits  Ouvrages ,  en  tout  ou  en  partie  ,  Se  d'en  faire  aucunes  traduc- 
tions ou  extraits ,  fous  quelque  prétexte  que  ce  puîné  être  ,  fans  la  permiffion  expreflê 
fit  par  écrit  defdits  Expoftns ,  ou  de  ceux  qui  auront  droit  d'eux  ;  i  peine  de  confis- 
cation defdits  Exemplaires  contrefaits  ,  de  trois  mille  livres  d'amende  contre  chacun  des 
Contrevcnans;  dont  un  tiers  à  Nous,  un  tiers  à  l'Hôtel-Dieu  de  Paris,  fit  l'autre  tiers 
auxdits  Expofâns ,  ou  à  celui  qui  aura  droit  d'eux ,  fit  de  tous  dépens  ,  dommages  te 
intérêts  ;  à  la  charge  que  ces  Préfentes  feront  enrégîflrées  tout  au  long  fur  le  Regiflre 
de  la  Communauté  des  Imprimeurs  fie  Libraires  de  Paris  ,  dans  trois  mois  de  la  date 
d'icelles  ;  que  l'imprefllon  defdits  Ouvrages  fera  faite  dans  notre  Royaume,  fit  non 
ailleurs,  en  bon  papier  Se  beaux  caraâeres,  conformément  aux  Règlements  de  la  Librairie; 
gu'avant  de  les  expofer  en  vente  ,  les  Manufçrio  ou  imprimés  qui  auront  fervi  de  copie 
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à  l'impreffiou  delHits  Ouvrages,  feront  remis  ès  mains  de  notre  très- cher  te  (èal  Che- 
ralier  Garde  des  Sceaux  de  France  ,  le  fieur  Hub  de  Mirombnil  ;  qu'il  en  fera 
enfuite  remis  deux  Exemplaires  dans  notre  Bibliothèque  publique,  un  dans  celle  de  notre 
Château  du  Louvre  ,  &  un  dans  celle  de  notre  cher  &  féal  Chevalier  Chancelier  de  France , 
le  fieur  de  .Mauteou,  &  on  dans  celle  du  dit  fieur  Hue  de  Miromenil;  le  tout  à  peine 
de  nullité  défaites  Préfentes  :  du  contenu  desquelles  vous  mandons  &  enjoignons  de  faire 
jouir  ledits  Expoûns  &  leurs  ayant  caufe  ,  pleinement  &  paifiblement ,  fans  feuffrir  qu'il 
leur  foit  fait  aucun  trouble  ou  empêchement.  Voulons  que  la  copie  des  Préfentes  qui  fera 
imprimée  tout  au  long  ,  au  commencement  ou  à  la  fin  dcfdits  Ouvrages ,  feit  tenue  pour 
duement  fignifiée  ;  &  qu'aux  copies  collationnées  par  l'un  de  nos  amés  &  féaux  Confeillers 
&  Secrétaires  ,  foi  feit  ajoutée  comme  à  l'original.  Commandons  au  premier  notre  Huifiier 
ou  Sergent  fur  ce  requis ,  de  faire  ,  pour  l'exécution  d'icelles  ,  tous  aâes  requis  &  né- 
ceflàires ,  (ans  demander  autre  permiffion ,  &  nonobÛant  Clameur  de  Haro  ,  Chartre  Nor- 
mande ,  &  Lettres  à  ce  contraires.  Car  tel  eft  notre  plaifir.  Donné  i  Paris  le  premier 
jour  de  Juillet,  l'an  de  grâce  mil  fept  cent  feixante-  dix  •huit,  &  de  notre  règne  le 


Libraires  de  Paris  ,  N%  1477,  folio  <8j,,  conformément  au  Règlement  de  1713  ,  qui  fait 


de  fournir  à  la  fufdite  Chambre  huit  exemplaires  preferits  par  [art.  jo8  du  même 


Signé ,  LE  BEGUE. 


Signé,  A.  M.  LOTTIN  l'aine,  Syndic, 
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